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Desempenho do Algoritmo Paralelo CORDIC em
Implementacdo em FPGA

Diego Barragan G., Karlo G. Lenzi, Luis G. P. Meloni

Resumo— O presente trabalho apresenta um projeto em hard-
ware digital para calculo de funcoes transcendentes (magnitude
e fase de niimeros complexos) por meio das coordenadas de um
vetor usando o algoritmo CORDIC no modo vetorial. O cédigo
foi sintetizado para FPGA com ferramentas de desenvolvimento
da Xilinx para a familia Spartan-3E xc3s500e. E feita a analise de
desempenho mudando-se os parametros e o nimero de iteracoes
do algoritmo. Os resultados estdo no estado da arte na pratica
corrente com 16 bits de largura de palavra com uso de 16
iteracoes. Tais resultados demostram a eficiéncia da arquitetura
proposta para a implementacio do método CORDIC.

Palavras-Chave— CORDIC, VHDL, FPGA, Médulo, Fase.

Abstract— This article presents a design in digital hardware
for transcendental function computation (magnitude and phase
of a complex number) using vector coordinates in the CORDIC
algorithm in vectoring mode. The code was synthesized for FPGA
using Xilinx development tools for the Spartan-3E xc3s500e
family. Besides, performance analysis is realized changing algo-
rithm parameters and the number of iterations. The results are
at state of art for present practice with 16 word width requiring
16 interactions. These results validate the proposed architecture
for the CORDIC algorithm.

Keywords— CORDIC, digital IC design, FPGA, Module, Phase.

I. INTRODUCAO

O desenvolvimento de novas técnicas que permitem que um
mesmo hardware suporte diferentes padroes de comunicagdes,
deu origem a técnica de Radio Definido por Software (SDR),
a qual propde um projeto de sistemas sem fio configurados
e controlados por software sem mudar o hardware e com
capacidade de operar em um amplo espectro de frequéncias
possibilitando uma interoperabilidade entre sistemas de
diferentes arquiteturas [8] [6].

As plataformas para desenvolver os sistemas de
comunicagdo baseados em SDR possuem processadores
de propésito geral, processadores digitais de sinais (DSP),
arranjos de portas programaveis em campo (FPGA) ou
circuitos integrados de aplicacdo especifica (ASIC). Por
motivo de desempenho, paralelismo e flexibilidade, a
tecnologia de FPGA ¢é uma das melhores alternativas
de implementacdo para a infraestrutura de sistemas
de comunicagdes. Além disso, a reducdo do tempo de
desenvolvimento na prototipagem (se comparado ao projeto
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de ASICs) empregando-se ferramentas dos fornecedores
(Xilinx, Altera) faz ainda mais atrativo o uso das FPGA.

Muitos algoritmos de comunicacdes digitais requerem
da avaliacdo de fungles elementares tais como operagcdes
trigonométricas. Geralmente, o método de look-up table
(LUT) pode ser utilizado para o coOmputo exato das fungdes
trigonométricas, porém se requer uma grande memoria
da FPGA. Uma alternativa 6tima para o cdlculo de tais
fungdes € o algoritmo CORDIC (COordinate Rotation Dlgital
Computer) [13].

Este artigo apresenta o projeto de uma arquitetura eficiente
em FPGA para o algoritmo CORDIC para o célculo do
modulo e fase de um vetor em formato retangular. A
implementacdo descrita possui diversas aplicagdes: ela pode
ser empregada, por exemplo, em aplicagdes de comunicagdes
digitais na detec¢do de fase ou para a sincroniza¢do de
portadoras [12] [7] [5].

O projeto foi realizado usando uma descri¢do estrutural e
sintetizado no circuito FPGA Spartan-3E xc3s500e usando o
ambiente de Xilinx ISE 14.1.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: a secdo 2
apresenta os conceitos matematicos do calculo da tangente
inversa ¢ do modulo de um vetor. A se¢do 3 apresenta os
componentes do projeto e suas conexdes no circuito. A secio
4 apresenta os resultados da simulacdo e finalmente a secdo 5
conclui o trabalho.

II. CONCEITOS MATEMATICOS

O algoritmo CORDIC pode ser empregado em dois modos
de operacdo [2], ilustrados na Figura 1:

Modo rotacional: a entrada é o vetor ¥ = (z,y) e o dngulo
0 a girar, e a saida € o vetor girado com novas coordenadas
7 = (2',y'). Desta forma, o vetor de entrada gira um angulo
especifico que € introduzido como parametro.

Modo vetorial: a entrada é o vetor ¥ = (z,y) e a saida
€ a magnitude R e o angulo #. Neste caso, o algoritmo gira
o vetor para alinhd-lo ao eixo X (acumulando o &angulo
necessdrio para fazer essa rotacdo, cujo acumulador € iniciado
em zero) até minimizar a magnitude do eixo Y a 0.

As equagdes que permitem implementar o algoritmo COR-
DIC sdo chamadas equa¢des CORDIC, as quais sio:
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Fig. 1. CORDIC: modo rotacional e modo vetorial.

Tiv1 =T — Y di 27" (1)
Yi1 =Y+ d; 27" ()
Zi+1 = %; — d; arctan (2_i) 3)

Usando as equacdes CORDIC, obtém-se rotagdes para
angulos menores que 90° [4]. Para atingir rotacdes maiores
que 90°, deve-se realizar primeiro uma rotagdo de 4+ 90° (para
garantir que o vetor fique apenas no I ou IV quadrantes) com
o emprego das seguintes equagdes:

Tip1 = —Yidi “)

Yir1 = Tidi &)

Zir1 = d; .90° (6)

onde d; = —1 para se girar de 90° e ¢; = +1 para se girar

de —90°.

Para calcular a tangente inversa e moddulo dum vetor,
emprega-se o algoritmo CORDIC circular em modo vetorial
(o vetor da entrada é girado para ser alinhado com o eixo
Y). Neste caso, as coordenadas x; e ¥; do vetor 7 fazem a
iniciagdo do algoritmo, e ao final das iteracdes, obtém-se na
variavel z;,1, o valor do adngulo # do vetor 7, e na varidvel
Z;+1 obtém-se o valor da magnitude do vetor 7 multiplicada
pelo fator A,. As equagdes para esse modo sdao (com zy = 0
e n igual ao nimero de iteracGes):

Tn = An\/ (20)" + (%)° (7)
Yo =0 )
(&)
Zp = 29 —arctan | — 9
Lo
n—1
An =] Vi+27% (10)
=0

Portanto, o algoritmo tem duas etapas [2]: iniciagdo
juntamente com rotagdo por +90° e pseudo-rotacdes
iterativas que buscam levar a zero a varidvel Y;.

Para realizar a etapa de rotacdo de +90°, utiliza-se o
procedimento na Figura 2.

1) Inicializacdo: z; = z; Y; = y; valores do vetor
7= (z,y), i =0.
2) Se y; > 0, entdo ¢; = —1, caso contrario, ¢; = 1.
3) Rotagdo por £ 90°:
Tiv1 = —Yid;
Yiv1 = Tid;
Ziv1 = d; .90°

Fig. 2. Procedimento da etapa de inicializagdo e rotacdo para garantir que
o vetor fique apenas no I ou IV quadrantes.

Para realizar a etapa de N pseudo-rotacdes iterativas,
utiliza-se o procedimento na Figura 3.

1) Se y; > 0, entdo ¢; = —1, caso contrario, ¢; = 1.
2) Pseudo-rotacdes:

Tiv1 =T; —Yidi 2_1:

Yir1 =Yi+x;d; 27°

Zit1 = % — d; arctan (277)

3) Incrementar <.
4) Se 7 é menor a n vai para o passo 1.
5) Sair

Fig. 3. Procedimento para as etapas das pseudo-rotacoes.

III. PROJETO E IMPLEMENTACAO DOS COMPONENTES DA
FpGa

Os diversos moédulos de implementacio na FPGA sao
apresentados nesta secdo.

A. Consideragées do cdlculo de magnitude e fase

Para implementar o algoritmo CORDIC em hardware
(FPGA ou ASIC) temos dois tipos de representacdo numérica
em ponto-fixo [14]:

Formato fracionario ponto-fixo em complemento a
2 para a magnitude: para representar os valores de z;
e y; (faixa de -1 a 1) e da magnitude final de z, (que é
A, = 1,6467, o ganho de processamento com n=16). Nesta
representacdo tem-se 1 bit de sinal, 1 bit de magnitude e 14
bits da parte fraciondria: A(1,14). Portanto, possui uma faixa
de -2 a 1,999.

Formato fracionario ponto-fixo em complemento a 2
para a fase: para representar os valores da fase z, (faixa de
0a —mede0am), tem-se 1 bit de sinal, 2 bits de magnitude
e 13 bits da parte fraciondria: A(2,13). Portanto, a faixa é de
-4 a 3,999.
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B. Projeto da unidade de rotagdo de +90 graus

Com a finalidade de aumentar a extensdo de convergéncia
do algoritmo CORDIC (de —7/2 a w/2 para —7/2 a 37/2)
€ necessdria uma rotacdo do vetor para colocd-lo nos qua-
drantes I e IV. O diagrama funcional da unidade de rotagado é
apresentado na Figura 4. Neste caso, é preciso trés somadores
algébricos e um negador. Neste projeto, o somador da fase
inicial de +90° € trocado pelos sinais de —90° e +90° ja
armazenados, e a saida depende do bit mais significativo (bit
de sinal) do componente ¥;. Para o tratamento dos sinais x; e
Y;, 0 projeto possui uma unidade para calcular o complemento
a2 e gerar os sinais de T;41 € Y;41.

£

Fig. 4. Diagrama funcional da unidade de rotagdo de £90°.

C. Unidade de Soma

Com uma combinacio de somadores completos (full-adder)
¢ realizada a soma de dois nimeros bindrios de uma largura
determinada. Ha vdrias arquiteturas para um somador: ripple
carry adder, ripple carry bypass adder e carry look-ahead
adder [9] [10]. Para o projeto, a escolha foi o somador ripple
carry, devido a fato de que é o somador mais simples em
arquitetura, porém tem o desempenho mais fraco em tempo
de execucio.

Acrescentando uma etapa de inversdo a cada bit do vetor
bindrio e estabelecendo o sinal de carry da entrada ao valor
de 1, tem-se um somador algébrico. O carry é somado ao
valor invertido do vetor, tendo, portanto, a representacdo dos
vetores bindrios em complemento a2. O diagrama funcional
da unidade de soma se apresenta na Figura 5.

D. Unidade de Deslocamento Conectada por Trilhas

O deslocamento de um vetor bindrio a direita produz a
divisdo por dois. Para cada iteracdo € preciso uma unidade
de deslocamento distinta, portanto tem-se uma unidade de
deslocamento interconectado por trilhas. A extensdo do bit
de sinal € realizada atribuindo o bit mais significativo aos
bits mais significativos do resultado conforme o nimero de
deslocamentos. A Figura 6 ilustra a unidade de deslocamento
para o caso de um e trés deslocamentos sob um vetor de 8
bits.

Sinal

1

X(0)

y(0) 4 :)D_

Somador
completo

Soma(0)

Cs(0)

X CE(1)

Y1) __| )2

Somador
completo

Soma(1)

cs(1)

X(ot) CE(n-1)

Yin-1) ) j[:

Somador
completo

Soma(n-1)

cs(n-1)

Fig. 5. Arquitetura interna de um somador composto de somadores
completos.
d(7) d(6) d(5) d(a) d(3) d(2) d(1) d(o) d(7) d6) d(s) d(a) d3) d(2) d(1) d(o)
d(7) d(6) d(5) d(4) d(3) d(2) d(1) d(0) d(7) d(6) d(s) d(a) d3) d2) d(1) d(0)
(@ (b)
Fig. 6. Tlustragdo da unidade de deslocamento: (a) para 1 deslocamento, (b)

para 3 deslocamentos sobre um operador de 8 bits.

E. Projeto da unidade de pseudo- rotagdo

A unidade de pseudo-rotacdo (também chamada de micro
rotagdo) tem a finalidade de girar o vetor em cada uma das
iteragdes. Esta unidade é composta dos seguintes blocos: duas
unidades de deslocamento, trés somadores algébricos e um
negador. O diagrama funcional dessa unidade é apresentado
na Figura 7. Para determinar a operacao de soma ou subtracio
considera-se o bit mais significativo do sinal y (o bit de sinal).
Os valores da Tabela I sdo os angulos «; = arctan (27%) que
sdo pré-armazenados na FPGA [1].

F. Arquitetura Paralela Desenvolvida

O algoritmo CORDIC desenvolvido separa em etapas cada
iteragdo. Cada etapa é composta dos mesmos componentes:
duas unidades de deslocamento, um negador e trés somadores
algébricos. Portanto, a saida de uma etapa corresponde a
entrada da etapa seguinte.

O algoritmo CORDIC desenvolvido introduz duas
vantagens importantes. As unidades de deslocamento e
as constantes correspondentes a cada iteracdo (valores de
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Yia

o= arctan(z’i)—
Zi—

Zi+1

Fig. 7. Diagrama funcional da unidade de pseudo-rotagio.

o; = arctan (2*1')) podem ser interconectadas por meio de
trilhas da FPGA. A segunda vantagem é que o circuito &
puramente combinatério e ndo precisa de registros, portanto
o projeto torna-se simples. A desvantagem 6bvia é a grande
quantidade de édrea que precisa para sua implementagdo (o
que implica em um maior consumo de poténcia [2]). O
diagrama funcional da arquitetura paralela desenvolvida é
apresentado na Figura 8.

TABELA 1
VALORES DE a; = arctan (2*1'), E SUA REPRESENTAGCAO EM FORMATO
BINARIO (16 BITS).

Iteragdo | Valor decimal (rad) Ponto fixo
0 0.785398163397448 1100100100001111
1 0.463647609000806 0111011010110001
2 0.244978663126864 0011111010110110
3 0.124354994546761 0001111111010101
4 0.062418809995957 0000111111111010
5 0.031239833430268 0000011111111111
6 0.015623728620477 0000001111111111
8 0.007812341060101 0000000111111111
9 0.003906230131967 0000000011111111
10 0.001953122516479 0000000001111111
11 0.000976562189559 0000000000111111
12 0.000488281211195 0000000000011111
13 0.000244140620149 0000000000001111
14 0.000122070311894 0000000000000111
15 0.000061035156174 0000000000000011

A maioria das vezes, em especial para FPGAs, uma
arquitetura puramente combinacional ndo € vantajosa. O
algoritmo desenvolvido ¢é facilmente convertido em uma
estrutura pipelined inserindo registros entre os somadores
algébricos. No caso da maioria das arquiteturas da FPGA,
elas j4 tém registros em cada célula l16gica, portanto a adicao

de registros pipeline ndo tem custo adicional de hardware [3].

IV. RESULTADOS

Esta secdo apresenta os resultados da implementacdo em
FPGA e andlise de desempenho.

Zi MSB(y) Y. Xi

Tab[0]

MSB(y)
-—-
Tab[1] |

MSB(y)
-——
Tab[2] |

Tab[3] | >>3 >>3

Fig. 8. Arquitetura bit-paralelo desenvolvida.

A. Erro Absoluto

Para a avaliacdo da arquitetura proposta, as entradas foram
dez vetores com angulos igualmente espacados em 30 graus
(colocando vetores nos quatro quadrantes). O cdédigo foi
testado variando-se o valor das iteracdes desde 4 a 16. Os
valores resultantes da simula¢do foram comparados com os
valores obtidos em MATLAB [11]. Para o calculo do erro
absoluto empregou-se a seguinte equagao:

Erro = |Cordicpratiar — Cordicy pa|

(11

O resultado do erro absoluto é apresentado na Figura 9.

B. Implementacdo em FPGA

O algoritmo CORDIC em VHDL foi sintetizado em uma
FPGA Spartan-3E xc3s500e com as caracteristicas da Tabela
1L

O resultado do testbench para o caso de 16 iteracdes €
apresentado na Figura 10.

O consumo de recursos na FPGA € apresentado na tabela
1.
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Erro vs. Nimero de iteragdes
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Fig. 9. Grificos de erro absoluto.
TABELA 1I

CARACTERISTICAS DA FPGA EMPREGADA NO PROJETO.

Property Name Value

Top-Level Source Type HDL

Family Spartan3E

Device xc3s500e

Package FG320

Speed -4

Synthesis Tool XST (VHDL/Verilog)

Simulator Isim (VHDL/Verilog)

Preferred Language VHDL

VHDL Source Analysis Standard VHDL-93

V. CONCLUSOES

Pelo grifico apresentado na Figura 9, é facil deduzir que
hia uma dependéncia direta entre o nimero de iteracdes
com respeito a precisdo do calculo da tangente inversa e
do médulo de um vetor. Conforme se diminui o nimero
de iteracdes, o erro cresce rapidamente divergindo dos
valores corretos. Baseados nos resultados da tabela III,
o tempo de processamento e o consumo de recursos da
FPGA diminui proporcionalmente ao nimero de iteragdes.
A escolha do numero de iteracdes vem dependendo de
onde vai ser empregado o CORDIC, por exemplo, em
aplicacdes da arquitetura CORDIC para estimar o desvio de
frequéncia em sistema OFDM, emprega-se um nimero maior
o igual que 10 [7], mantendo um bom desempenho do circuito.

Também, é evidente que a drea da FPGA serd afetada
pelo uso da arquitetura paralela desenvolvida, haja vista
que estd se fazendo uma copia da iteracdo principal por um
determinado niimero de itera¢des, as quais sdo cépias da
iteracdo principal. Portanto, a arquitetura apresentada tem
vantagens pelo o fato de ser simples de se implementar, jd que
ndo precisa de uma unidade de controle, como € o caso da
arquitetura iterativa [10]. Por outro lado, a arquitetura paralela
atinge velocidades de processamento maiores comparadas
com a arquitetura iterativa, a qual requer um alto fan-in, o
que reduz a velocidade mdxima de operacdo do dispositivo [2].
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. 10. Resultado do fest bench com 16 iteracdes.

TABELA 1III

RESUMO DA SIMULA(;AO EM CONSIDERAQ;\O A AREA E VELOCIDADE

Utilizacao Iteracoes
16 14 12 10 8 6 4
Slices 901 683 | 512 | 356 | 214 | 122 49
4 input LUTs | 1590 | 1207 | 901 | 630 | 376 | 214 87
10Bs 80 70 60 50 40 30 20
Delay (us) | 039 | 0.30 | 0.23 | 0.16 | 0.10 | 0.06 | 0.03
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