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ABSTRACT

E bastante conhecido quedigos convolucionais invari-

minimo de Hamming de qualquer palavradijo) é deno-
tada pord. Assim, diremos que oodigo (n, k,m) C de
distAncia livred € um @digo (n, k, m,d). A seguir, usare-

antes no tempo podem ser representados por umaatrelic mos a notao adotada em [1] e [2].

semi-infinita, formada pela concateade opias idnticas
de um nodulo regular, chamado deauitillo convencional de
trelica. Em 1996, McEliece e Lin definiram “a” complexi-
dade de uma treleccomo sendo ourhero de shbolos (no
mabdulo) por bit de informgio e, segundo essa medida, de-
terminou que o radulo de menor complexidade, chamado
de nodulo “minimo”, &€ aquele baseado na traliBCJIR

Um cddigo(n, k, m, d) C pode ser representado por uma
trelica semi-infinita que, ays um breve transiente, consiste
na concaten@o de opias i&nticas de uma estruturafica
chamadanodulo. O méduloM €& portanto o menor pexdo
da treli@ semi-infinita. A trelja “convencional” par& é
aquela cujo mdulo, denotado pa# ..., CONsiste em™
estados iniciais ™ estados finais; de cada estado inicial

para odigos de bloco. Dois anos mais tarde, Hole sugeriu partem2* ramos conectando este estado a estados finais

uma representao alternativa paraotgligos convolucionais,
baseada num adulo BCJR estendido e numa vaospo-
dada do mdulo convencional, cuja complexidagleferior
aquela do mdulo “minimo” para \drios casos considera-

(normalmente distintos, mas trajfis paralelasa® admi-
tidas). Cada rame fotulado conn bits, correspondentes
aosn bits de saida do codificador pafa M ,,, pode
ser obtido diretamente a partir d@triz geradora candnica

dos na literatura. Neste artigo, apresentamos exemplos dg; (D), que€ uma matriz de dimesik x n cujos elementos
codigos convolucionais e adulos associados, baseados em g5 polirsmiose F(D). Por falta de espac e por serem

codigos variantes no tempo, cuja complexidade, segundo apastante conhecidas, aeraqui omitidas (veja, por exem-

medida de McEliece e Lirg bastante infericaguelas obti-
das por Hole e por McEliece e Lin. Estes resultados suge-
rem que seja dada uma especial gengara estas represen
tagdes, no intuito de se estabelecer a represéatatenos
complexa para umagligo convolucional com taxa e dis-
tancia livre fixadas.

1. INTRODUGAO

Considere o corpo de Galois G 2 F. Um oddigo con-
volucional birgrio C com comprimento de bloco, £ bits
de informaéo, e merofia m (ondem & o menor inteiro
para que exista um codificador que géreom apenasn
unidades de atraso), dito ser ummd@o (n, k,m), € um
sub-espge de dimenad k do espac F'(D)™, ondeF' (D)

é corpo das fur@ies racionais na vavel D sobreF' [1].

A distancia livre do addigo convolucional (ou seja, 0 peso

plo, Lin e Costello [3]) a descj@m deG (D), a rela@o en-

tre G(D) e a realizago na forma direta do codificador, a
segiéncia de informgio de entrada e a sgfyicia codifi-
cada. Entretanto, precisaremos definir a eqaival entre
duas matrizes geradoras (ou dois codificadores). Dizemos
que G(D) e G'(D) sdo matrizes geradorasjuivalentes

se e somente se elas geram 0 mesothgo convolucional

(n, k,m,d). Para tantoe necesatio e suficiente que exista
uma matrizk x k ndo singularT(D) sobreF'(D) tal que

[6, Teorema 2.14]:

@)

McEliece e Lin [1] determinaram que o esforcom-
putacional requerido pelo algoritmo de Viterbi para deco-
dificar um hité proporcional ao urhero de shbolos (no
maodulo) por bit de informgio. Esta medida dita ser “a”
complexidade de trelica (CT) para o nodulo M do addigo



convolucional E facil verificar que a complexidade de tralic
para o nodulo convencionad

ﬁ.2k+m

- @

CT(Mconv) =

simbolos por bit.

McEliece e Lirt definiram o nodulo “minimo” como
sendo aquele baseado na tr@ BCJR paraadigos de bloco
[4]. Seguindo a notgdm em [2], o nodulo BCJR sexdeno-
tado porP. Foi verificado em [1] qué&€T'(P) é siginifica-
tivamente menor do qu€T (M ..,,) para \drios @digos
convolucionais. Dois anos mais tarde, Hole [2] sugeriu uma
representgo alternativa pareoeligos convolucionais, base-
ada num rodulo BCJR estendidd?,,;, € huma verad po-
dada do mdulo convencional}/ ;.. Hole mostrou que a
complexidade resultant€ T (P.y:) + CT(Mprun), € infe-
rior aquela do radulo “minimo” para \drios @digos con-
volucionais. Neste artigo, apresentamos exemplo®de ¢’
gos convolucionais e agulos associados, baseados @ ¢’

digos variantes no tempo, cuja complexidade, segundo a

medida de McEliece e Lirg bastante infericaguelas obti-
das por Hole e por McEliece e Lin. Estes resultados su-
gerem que seja dada uma especial gtenmara estas repre-
sentades, no intuito de se estabelecer a represantaenos
complexa para umaziigo convolucional com taxa e dist™

cia livre fixadas.

Na p©xima se@o, consideraremos a represeatade
Hole [2]. Tomaremos como base para a disaoss™ex-
emplo do odigo convolucional (3,2,1,2) adotado em [2].
Veremos que, atr@s de uma transformac T(D) apro-

A descri@o gerrica do netodo de obterdm dos nodulos
pode ser encontrada em [2], [7] e [8]. Considerendigb
convolucional demembria unitéaria parcial (veja [9]) cuja
matriz geradora camica€:
0
|20 v 1]

Note quem = 1, queé€ orank da matrizG;. Se a ma-
triz G, & derank cheio, o ©digo € dito ser dememoria

unitéria [10]. O mddulo convencionalM .,,,, para este
codigo (3,2,1,2)e"mostrado na Fig. 1. Owfilos sobre

1 11
1 01

0

G(D) = Go + D-Gy = [ 0

Figure 1: M3dulo convencional/ ., para o odigo con-
volucional (3,2,1,2) B, = {000,111} & o @digo de bloco
linear relativoas transjdes do estado inicial zero ao estado
final zero. By, By e B; S0 0s tEscosets relativos aos de-
mais conjuntos de trangies paralelas.

0s ramos que partem do estado incial zero em, @oeo
estado final zero constituem uradigo de bloco linear, de-

priada, podemos ter uma matriz geradora equivalente quenotado potB,. No exemplo B, = {000,111}. Os demais

leva naturalmente a umadilo (baseado enodigos vari-

conjuntos de trangies paralelas correpondem amsets

antes no tempo) menos complexo que aquele apresentad®: = {010,101}, B, = {011,100} e B3 = {110,001}

por Hole. Na Se&o 3, consideraremos oaatlo “minimo”
de McEliece e Lin [1]. Adotaremos um exemplo encon-
trado em [1] para umadigo convolucional (8,4,3,8). Neste
caso, @0 existe uma transform@e T(D) que possibilite
a obtenéo de uma menor CT, como no caso dadee?.
Por outro lado, apresentaremos undigo convolucional
(8,4,4,8), ou seja, com mesma taxa 4/8 e mesmardist”
livre 8, poem com um mdulo convencional mais comple-
x0?. Apesar disto, esteodigo tem um rodulo baseado em
codigos variantes no tempo cuja @bastante inferiaa CT
“minima” do adigo (8,4,3,8) adotado por McEliece e Lin.
Por fim, na Se&o 4, faremos alguns conagits finais.

2. OS MODULOS DE HOLE

Por quesit de simplicidade, nesta,@&; mostraremos 0s
mOodulosP,,: € My, de Hole [2] atraes de um exemplo.

I Deve ser citado o trabalho de Sidorenko e Zyablov [5], semelhante ao

de McEliece e Lin e publicado anteriormente.
2Note que este adigo temm 4, enquanto que no exemplo de
McEliece e Linm = 3.

Como oscosets representam apenas transles do odigo
By, pode-se facilmente estender a tr@lBCJR do odigo
By para representar todos ossets, dando origem ao que
Hole chamou de wdulo estendidoP,.,;. Este€ mostrado
na Fig. 2. No seu procedimento de decodiffmgacHole
tambEm considerou uma veas podada do odulo conven-
cional da Fig. 1, denotado pad,,,, (puned=podado).
Neste nodulo, apenas um ran@mantido de cada conjunto
de transjdes paralelas, sendo este ramo rotuladaipgro
nome dacoset ao qual ele pertence. Oadulo convencional
podado do exemplo em quas€ mostrado na Fig. 3.
Iniciando com uma mtrica zero no estado incial doom”
dulo da Fig. 2, o algoritmo de Viterbi pode ser utilizado
neste nodulo para determinar asetmicas nos quatro esta-
dos finaisBy, B;, B> € B3. Como estesatulos 10 os mes-
mos da Fig. 3, essasatricas podem ser consideradas como
as netricas de ramo no auulo M, & partir das quais o
algoritmo de Viterbi determina as novagtricas de estado
da treli@ Mp,.,,. O procedimente repetido para os ca-
minhos sobreviventes, sendo que agoreetrice no estado
incial do nodulo da Fig. 2 deve correpondas hE€tricas



B3

Figure 2: Mdulo BCJR estendidoP,,;, para todos os
cosets de By = {000,111}.

BO
Bl

B2

B3

Figure 3: Mddulo convencional podado para@dijo con-
volucional (3,2,1,2).

acumuladas nos estados finais dodulo M ,,;..,. Pode-se
verificar facilmente qu&'T (P.,:) = 14/2 = 7, pois g
14 smbolos emP,,; parak = 2 bits de informago. O
modulo M, por sua €z temCT (Mpryn) = 4/2 = 2,
pois b quatro shbolos par& = 2 bits de informaéo (cada
rotulo em M., &€ considerado como unmico smbolo,
pois neste radulo cada refrica de rame umunico nimero

real previamente computado). A complexidade de zelic

resultant@’CT (Peyt) + CT (Mprun) = 9.

Sem grandes esfars, podemos constatar que com a

matriz
1 0
T(D) = { 14D 1 ]
obtemos a matriz geradora @anca equivalente

G/(D) = T(D)G(D)

111 0
{ 01 0 } +D { 1

De acordo com os trabalhos [11] e [12] sobogligos pun-

0X 00
1X 11

1X

1 0X 01 1

Figure 4: Mddulo para o adigo convolucional (3,2,1,2)
baseado emadligo (puncionado) variante no tempo.

simbolos por bit, ques ‘inferior aos 9 shbolos por bit do
exmeplo em [2].

3. O MODULO “M’" INIMO”

Considere o adigo convolucional de meonia uni@ria par-
cial apresentado por Lauer [9] cuja matriz gerador@anaa”
é:

11111111 00000000
11101000 11011000
GD) = | 1110100 | ¥ | 10101100
10011010 10010110
Note quem = 3, que€ orank da segunda matriz. A

distincia livre desseatligoé 8. O nodulo convencional,
M,n., para esteadigo (8,4,3,8) ten®'T = 8/4-2(3+4) =
256 simbolos por bit. Esta matriz geradora foi modificada
por McEliece e Lin [1], atra®$ de uma matriZ’(D) apro-
priada, produzindo umatiigo (8,4,3,8) equivalente para o
gual a complexidade de tredicdo nodulo “minimo” BCJR

€ 104 smbolos por bit. Neste casoanexiste uma transfor-
mag@o T (D) que possibilite a obtedo de uma CT ainda
menor, como no caso da $ec2. Por outro lado, obtemos
um resultado surpreendente ao consideradigo convolu-
cional (8,4,4,8) com mesma taxa 4/8 e mesmadist livre

8 gerado por:

11110110 11000000
00111001 11110000
GD) =1 gooor110 | T2 | 11101100
00000011 10111011

Note que aank da segunda matriz 4, logom = 4. Ape-
sar de o mdulo convencional para estedigo de merofia
unitaria ser mais complexo (CT=512) que o do seu concor-
rente (CT=256), a CT do seuadullo baseado enodigos
variantes no tempe ¢onsideravelmente inferiarCT “mi-
nima” do adigo (8,4,3,8) adotado por McEliece e Lin [1],
como veremos a seguir. Uah-Filho e Palazzo [11], [12]

cionados variantes no tempo, a matriz geradora semi-infinitaconsideraramadigos convoluionais puncionados quando o
binaria [3] deste odigo pode ser adaptada para uma ma- cédigo mée (i.e., aquele em cujas safyicias codificadas

triz equivalente de umatligo puncionado, cujo adulo de
trelica corresponde a duas,8es, como mostrado na Fig.
4. Claramente, estegdulo temumal'T = (4 +8)/2 =6

€ aplicado o puncionamente)periodicamente variante no
tempo. Naqueles trabalhos o objetivo foi encontoatigds
com a mesma diaticia livred obtida no caso invariante no



tempo, poem com um menor peso total de inforfaaas-
sociado a sagfncias codificadas de peso de Hamming igual

ad, visando um melhor desempenho em termos de proba-

bilidade de erro de bit. Adotando atiicas em [11], [12],
podemos construir um oadulo de trelja consistindo em 4
sedes, ou seja, 0 menor pedo da trelj@ semi-infinitae”

4. Cada sgio do nodulo tem 16 estados, e de cada estado
partem dois ramos, cada um contendo 2 bits codificados.
PortantoC'T é:

16 (est./sec.x 2 (ram./est.)x 2 (bits/ram.)x 4 (sec.)
4 (bits de informago)

Ou seja,C'T = 64 simbolos por bit. Este oduloé cons-

truido a partir da matriz geradora semi-infinita doiia [3],

que€ obtida trivialmente a partir da matrz(D) acima.

O procedimente ‘ilustrado na Fig. 5. Por fim, devemos
(111101 10] LY

[11] [10] [01] [11] [11]

[11] [10Q] [11] [10] [11]

=

[La] o] [ra][ro][24]

[11][11] [o1] [r0][11]

[11) [10] [01] [11] [11]
[11] [10

[

1 (1] [10] [11]

=

i1[Lopraoyie

G0:G1
G0:G1

Figure 5: Obteng&o do ©digo variante no tempo (pedo 4)
equivalente a partir da matriz geradora semi-infinitahban”
do dddigo convolucional (8,4,4,8) [11], [12]. Os espaem
branco denotam zeros.

mencionar que a matriz geradora (ou codificada()D)
acima, que gera unodigo de merofia unitria, é inteira-
mente equivalente® [12] a um codificador variante no tempo
obtido por Pil Lee [13].

4. COMENTARIOS FINAIS

E 6bvia a necessidade de se realizar estudos adicionais no

sentido de se estabelecer a repres@atacenos complexa
para um odigo convolucional com taxa e distCia livre
fixadas. E importante observar que a meriam hao pre-
cisa ser fixadagque ela se refere especificamemieim-
plexidade da trejia segundo o crEtio (aparentemente ob-
soleto) do mimero de estados. Com base nos resultados

3Dois codificadores (ou matrizes geradoras) #iteiramente equiva-
lentes [12] se para uma mesma &Lia de informa&o os codificadores
(ou as matrizes geradoras) produzem a mesmzeseg codificada.

das Se@es 2 e 3, podemos afirmar qua basos especi-
ais nos quais a treiicBCJIR @6 apresenta complexidade
minima. A estratgiatwo-step de Hole [2] tamlein aponta
para esta dirdm. Aparentemente, para uma matriz gera-
doraG(D) qualquerg correto afirmar que, em geral, uma
transforma&oT (D) existe tal que a treleBCIRE a menos
complexa. Pa@m, pode haver um codificador equivalente
cujo modulo baseado enodigos variantes no tempo seja
0 menos complexo, como aconteceu ho exemplo dadsec
2. Por outro lado, casan’exista uma transform@asT (D)

que atuando na mesma mat€ D) proporcione uma es-
trutura como a da Fig. 5, se for encontrada uma outra ma-
triz G'(D) que produza a mesma taxa e mesmaadistl
livre porém com uma estrutura como a da Fig. 5, provavel-
mente teremos a menor CT, como aconteceu no exemplo
da Se@o 3. A dificuldade, quead’€ nova quando se trata
de a@digos convolucionaiss a aparente falta de estrutura
algébrica dessa classe dedigos, que torna difil a elabora-
¢do de uma teoria determinando em que cgieBoessa ou
aquela abordagem produzio'melhor resultado. Em todos
os trabalhos citados acima, foi inew€l uma busca com-
putacional. Ainda assim, acreditamos que sejaigeksm
breve a constri@ de uma tabela, como disse McEliece,
“no espfito de Brouwer e Verhoeff [14]", listando um bom
nimero de otligos convolucionais com as respectivas repre-
sentades verdadeiramenteinimas.
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