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ABSTRACT

É bastante conhecido que c´odigos convolucionais invari-
antes no tempo podem ser representados por uma trelic¸a
semi-infinita, formada pela concatenac¸ão de c´opias idênticas
de um módulo regular, chamado de m´odulo convencional de
treliça. Em 1996, McEliece e Lin definiram “a” complexi-
dade de uma trelic¸a como sendo o n´umero de s´ımbolos (no
módulo) por bit de informac¸ão e, segundo essa medida, de-
terminou que o m´odulo de menor complexidade, chamado
de módulo “mı́nimo”, é aquele baseado na trelic¸a BCJR
para códigos de bloco. Dois anos mais tarde, Hole sugeriu
uma representac¸ão alternativa para c´odigos convolucionais,
baseada num m´odulo BCJR estendido e numa vers˜ao po-
dada do m´odulo convencional, cuja complexidade ´e inferior
àquela do m´odulo “mı́nimo” para vários casos considera-
dos na literatura. Neste artigo, apresentamos exemplos de
códigos convolucionais e m´odulos associados, baseados em
códigos variantes no tempo, cuja complexidade, segundo a
medida de McEliece e Lin, ´e bastante inferior `aquelas obti-
das por Hole e por McEliece e Lin. Estes resultados suge-
rem que seja dada uma especial atenc¸ão para estas represen
taç̃oes, no intuito de se estabelecer a representac¸ão menos
complexa para um c´odigo convolucional com taxa e dis-
tância livre fixadas.

1. INTRODUÇÃO

Considere o corpo de Galois GF���
�
� � . Um código con-

volucional binário � com comprimento de bloco�, � bits
de informac¸ão, e mem´oria � (onde� é o menor inteiro
para que exista um codificador que gere� com apenas�
unidades de atraso), dito ser um c´odigo ��� ����, é um
sub-espac¸o de dimens˜ao� do espac¸o � ����, onde� ���
é corpo das func¸ões racionais na vari´avel� sobre� [1].
A distância livre do código convolucional (ou seja, o peso

mı́nimo de Hamming de qualquer palavra-c´odigo)é deno-
tada por�. Assim, diremos que o c´odigo ��� ���� � de
distância livre� é um código��� ���� ��. A seguir, usare-
mos a notac¸ão adotada em [1] e [2].

Um código��� ���� �� � pode ser representado por uma
treliça semi-infinita que, ap´os um breve transiente, consiste
na concatenac¸ão de c´opias idênticas de uma estrutura b´asica
chamadamódulo. O módulo� é portanto o menor per´ıodo
da treliça semi-infinita. A trelic¸a “convencional” para� é
aquela cujo m´odulo, denotado por� ����, consiste em��

estados iniciais e�� estados finais; de cada estado inicial
partem�� ramos conectando este estado a estados finais
(normalmente distintos, mas transic¸ões paralelas s˜ao admi-
tidas). Cada ramo ´e rotulado com� bits, correspondentes
aos� bits de saida do codificador para�. ����� pode
ser obtido diretamente a partir damatriz geradora canônica
����, queé uma matriz de dimes˜ao��� cujos elementos
são polinômios� � ���. Por falta de espac¸o, e por serem
bastante conhecidas, ser˜ao aqui omitidas (veja, por exem-
plo, Lin e Costello [3]) a descric¸ão de����, a relaç̃ao en-
tre���� e a realizac¸ão na forma direta do codificador, a
seqüência de informac¸ão de entrada e a seq¨uência codifi-
cada. Entretanto, precisaremos definir a equivalˆencia entre
duas matrizes geradoras (ou dois codificadores). Dizemos
que���� e ����� são matrizes geradorasequivalentes
se e somente se elas geram o mesmo c´odigo convolucional
��� ���� ��. Para tanto, ´e necess´ario e suficiente que exista
uma matriz� � � não singular���� sobre� ��� tal que
[6, Teorema 2.14]:

�
���� � �������� (1)

McEliece e Lin [1] determinaram que o esforc¸o com-
putacional requerido pelo algoritmo de Viterbi para deco-
dificar um bit é proporcional ao n´umero de s´ımbolos (no
módulo) por bit de informac¸ão. Esta medida ´e dita ser “a”
complexidade de treliça (CT) para o m´odulo� do código



convolucional.É fácil verificar que a complexidade de trelic¸a
para o m´odulo convencional ´e:

	
 ������� �
�

�
����� (2)

sı́mbolos por bit.
McEliece e Lin� definiram o m´odulo “mı́nimo” como

sendo aquele baseado na trelic¸a BCJR para c´odigos de bloco
[4]. Seguindo a nota c¸ão em [2], o m´odulo BCJR ser´a deno-
tado por� . Foi verificado em [1] que	
 �� � é siginifica-
tivamente menor do que	
 ������� para vários códigos
convolucionais. Dois anos mais tarde, Hole [2] sugeriu uma
representac¸ão alternativa para c´odigos convolucionais, base-
ada num m´odulo BCJR estendido,���	, e numa vers˜ao po-
dada do m´odulo convencional,�
���. Hole mostrou que a
complexidade resultante,	
 ����	� � 	
 ��
����, é infe-
rior àquela do m´odulo “mı́nimo” para vários códigos con-
volucionais. Neste artigo, apresentamos exemplos de c´odi-
gos convolucionais e m´odulos associados, baseados em c´o-
digos variantes no tempo, cuja complexidade, segundo a
medida de McEliece e Lin, ´e bastante inferior `aquelas obti-
das por Hole e por McEliece e Lin. Estes resultados su-
gerem que seja dada uma especial atenc¸ão para estas repre-
sentac¸ões, no intuito de se estabelecer a representac¸ão menos
complexa para um c´odigo convolucional com taxa e distˆan-
cia livre fixadas.

Na próxima sec¸ão, consideraremos a representac¸ão de
Hole [2]. Tomaremos como base para a discuss˜ao o ex-
emplo do c´odigo convolucional (3,2,1,2) adotado em [2].
Veremos que, atrav´es de uma transformac¸ão���� apro-
priada, podemos ter uma matriz geradora equivalente que
leva naturalmente a um m´odulo (baseado em c´odigos vari-
antes no tempo) menos complexo que aquele apresentado
por Hole. Na Sec¸ão 3, consideraremos o m´odulo “mı́nimo”
de McEliece e Lin [1]. Adotaremos um exemplo encon-
trado em [1] para um c´odigo convolucional (8,4,3,8). Neste
caso, n˜ao existe uma transformac¸ão���� que possibilite
a obtenc¸ão de uma menor CT, como no caso da Sec¸ão 2.
Por outro lado, apresentaremos um c´odigo convolucional
(8,4,4,8), ou seja, com mesma taxa 4/8 e mesma distˆancia
livre 8, porém com um m´odulo convencional mais comple-
xo�. Apesar disto, este c´odigo tem um m´odulo baseado em
códigos variantes no tempo cuja CT ´e bastante inferior `a CT
“mı́nima” do código (8,4,3,8) adotado por McEliece e Lin.
Por fim, na Sec¸ão 4, faremos alguns comet´arios finais.

2. OS MÓDULOS DE HOLE

Por quest˜ao de simplicidade, nesta sec¸ão, mostraremos os
módulos���	 e�
��� de Hole [2] atrav´es de um exemplo.

�Deve ser citado o trabalho de Sidorenko e Zyablov [5], semelhante ao
de McEliece e Lin e publicado anteriormente.

�Note que este c´odigo tem� � �, enquanto que no exemplo de
McEliece e Lin� � �.

A descriç̃ao genérica do método de obtenc¸ão dos m´odulos
pode ser encontrada em [2], [7] e [8]. Considere o c´odigo
convolucional dememória unitária parcial (veja [9]) cuja
matriz geradora canˆonicaé:

���� ��� ����� �

�
� � �
� � �

�
��

�
� � �
� � �

�

Note que� � �, queé o rank da matriz��. Se a ma-
triz �� é derank cheio, o código é dito ser dememória
unitária [10]. O módulo convencional,�����, para este
código (3,2,1,2) ´e mostrado na Fig. 1. Os r´otulos sobre

000

111

011
100

010 101

110

001

B0:

B2: B1:

B3:

Figure 1: Módulo convencional,�����, para o c´odigo con-
volucional (3,2,1,2).�� � ����� ���� é o código de bloco
linear relativoàs transic¸ões do estado inicial zero ao estado
final zero.��, �� e�� são os trêscosets relativos aos de-
mais conjuntos de transic¸ões paralelas.

os ramos que partem do estado incial zero em direc¸ão ao
estado final zero constituem um c´odigo de bloco linear, de-
notado por��. No exemplo,�� � ����� ����. Os demais
conjuntos de transic¸ões paralelas correpondem aoscosets
�� � ����� ����, �� � ����� ���� e�� � ����� ����.
Como oscosets representam apenas translac¸ões do c´odigo
��, pode-se facilmente estender a trelic¸a BCJR do c´odigo
�� para representar todos oscosets, dando origem ao que
Hole chamou de m´odulo estendido,���	. Esteé mostrado
na Fig. 2. No seu procedimento de decodificac¸ão, Hole
também considerou uma vers˜ao podada do m´odulo conven-
cional da Fig. 1, denotado por�
��� (puned=podado).
Neste m´odulo, apenas um ramo ´e mantido de cada conjunto
de transic¸ões paralelas, sendo este ramo rotulado por� 
, o
nome docoset ao qual ele pertence. O m´odulo convencional
podado do exemplo em quest˜aoé mostrado na Fig. 3.

Iniciando com uma m´etrica zero no estado incial do m´o-
dulo da Fig. 2, o algoritmo de Viterbi pode ser utilizado
neste m´odulo para determinar as m´etricas nos quatro esta-
dos finais��,��,�� e��. Como estes r´otulos são os mes-
mos da Fig. 3, essas m´etricas podem ser consideradas como
as métricas de ramo no m´odulo�
���, a partir das quais o
algoritmo de Viterbi determina as novas m´etricas de estado
da treliça �
���. O procedimento ´e repetido para os ca-
minhos sobreviventes, sendo que agora a m´etrica no estado
incial do módulo da Fig. 2 deve correponder `as métricas
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Figure 2: Módulo BCJR estendido,���	, para todos os
cosets de�� � ����� ����.
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Figure 3: Módulo convencional podado para o c´odigo con-
volucional (3,2,1,2).

acumuladas nos estados finais do m´odulo�
���. Pode-se
verificar facilmente que	
 ����	� � ��
� � 	, pois há
14 sı́mbolos em���	 para� � � bits de informac¸ão. O
módulo�
��� por sua vêz tem	
 ��
���� � �
� � �,
pois há quatro s´ımbolos para� � � bits de informac¸ão (cada
rótulo em�
��� é considerado como um ´unico s´ımbolo,
pois neste m´odulo cada m´etrica de ramo ´e umúnico número
real previamente computado). A complexidade de trelic¸a
resultante ´e	
 ����	� � 	
 ��
���� � 
.

Sem grandes esforc¸os, podemos constatar que com a
matriz

���� �

�
� �

� �� �

�

obtemos a matriz geradora canˆonica equivalente

�
���� � ��������

�

�
� � �
� � �

�
��

�
� � �
� � �

�

De acordo com os trabalhos [11] e [12] sobre c´odigos pun-
cionados variantes no tempo, a matriz geradora semi-infinita
binária [3] deste c´odigo pode ser adaptada para uma ma-
triz equivalente de um c´odigo puncionado, cujo m´odulo de
treliça corresponde a duas sec¸ões, como mostrado na Fig.
4. Claramente, este m´odulo tem uma	
 � �� � ��
� � �
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Figure 4: Módulo para o c´odigo convolucional (3,2,1,2)
baseado em c´odigo (puncionado) variante no tempo.

sı́mbolos por bit, que ´e inferior aos 9 s´ımbolos por bit do
exmeplo em [2].

3. O MÓDULO “M´ıNIMO”

Considere o c´odigo convolucional de mem´oria unitária par-
cial apresentado por Lauer [9] cuja matriz geradora canˆonica
é:

���� �
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Note que� � 
, que é o rank da segunda matriz. A
distância livre desse c´odigo é 8. O módulo convencional,
�����, para este c´odigo (8,4,3,8) tem	
 � �
� ������	 �
��� sı́mbolos por bit. Esta matriz geradora foi modificada
por McEliece e Lin [1], atrav´es de uma matriz
 ��� apro-
priada, produzindo um c´odigo (8,4,3,8) equivalente para o
qual a complexidade de trelic¸a do módulo “mı́nimo” BCJR
é 104 s´ımbolos por bit. Neste caso, n˜ao existe uma transfor-
maç̃ao���� que possibilite a obtenc¸ão de uma CT ainda
menor, como no caso da Sec¸ão 2. Por outro lado, obtemos
um resultado surpreendente ao considerar o c´odigo convolu-
cional (8,4,4,8) com mesma taxa 4/8 e mesma distˆancia livre
8 gerado por:

���� �

�
���

��������
��������
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�
�����

�
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Note que orank da segunda matriz ´e 4, logo� � �. Ape-
sar de o m´odulo convencional para este c´odigo de mem´oria
unitária ser mais complexo (CT=512) que o do seu concor-
rente (CT=256), a CT do seu m´odulo baseado em c´odigos
variantes no tempo ´e consideravelmente inferior `a CT “mı́-
nima” do código (8,4,3,8) adotado por McEliece e Lin [1],
como veremos a seguir. Uchˆoa-Filho e Palazzo [11], [12]
consideraram c´odigos convoluionais puncionados quando o
código mãe (i.e., aquele em cujas seq¨uências codificadas
é aplicado o puncionamento) ´e periodicamente variante no
tempo. Naqueles trabalhos o objetivo foi encontrar c´odigos
com a mesma distˆancia livre� obtida no caso invariante no



tempo, por´em com um menor peso total de informac¸ão as-
sociado a seq¨uências codificadas de peso de Hamming igual
a �, visando um melhor desempenho em termos de proba-
bilidade de erro de bit. Adotando as t´ecnicas em [11], [12],
podemos construir um m´odulo de trelic¸a consistindo em 4
seç̃oes, ou seja, o menor per´ıodo da trelic¸a semi-infinitaé
4. Cada sec¸ão do módulo tem 16 estados, e de cada estado
partem dois ramos, cada um contendo 2 bits codificados.
Portanto,	
 é:

�� (est./sec.)� � (ram./est.)� � (bits/ram.)� � (sec.)
� (bits de informac¸ão)

Ou seja,	
 � �� sı́mbolos por bit. Este m´odulo é cons-
truido a partir da matriz geradora semi-infinita bin´aria [3],
queé obtida trivialmente a partir da matriz���� acima.
O procedimento ´e ilustrado na Fig. 5. Por fim, devemos

[1 1]  [1 1]  [0 1]  [1 0]   [1 1]

          [1 1]  [1 0]  [0 1]   [1 1]  [1 1]

                    [1 1]  [1 0]   [1 1]  [1 0]  [1 1]

                              [1 1]  [1 0]  [1 1]  [1 0]  [1 1]

          [1 1]  [1 0]  [0 1]  [1 1]  [1 1]

[1 1]  [1 1]  [0 1]  [1 0]  [1 1]

                    [1 1]  [1 0]  [1 1]  [1 0]  [1 1]

                              [1 1]  [1 0]  [1 1]  [1 0]  [1 1]

G0 : G1
        G0 : G1

Figure 5: Obtenc¸ão do código variante no tempo (per´ıodo 4)
equivalente a partir da matriz geradora semi-infinita bin´aria
do código convolucional (8,4,4,8) [11], [12]. Os espac¸os em
branco denotam zeros.

mencionar que a matriz geradora (ou codificador)����
acima, que gera um c´odigo de mem´oria unitária,é inteira-
mente equivalente� [12] a um codificador variante no tempo
obtido por Pil Lee [13].

4. COMENTÁRIOS FINAIS

É óbvia a necessidade de se realizar estudos adicionais no
sentido de se estabelecer a representac¸ão menos complexa
para um c´odigo convolucional com taxa e distˆancia livre
fixadas. É importante observar que a mem´oria� não pre-
cisa ser fixada, j´a que ela se refere especificamente `a com-
plexidade da trelic¸a segundo o crit´erio (aparentemente ob-
soleto) do n´umero de estados. Com base nos resultados

�Dois codificadores (ou matrizes geradoras) s˜ao inteiramente equiva-
lentes [12] se para uma mesma seq¨uência de informac¸ão os codificadores
(ou as matrizes geradoras) produzem a mesma seq¨uência codificada.

das Sec¸ões 2 e 3, podemos afirmar que h´a casos especi-
ais nos quais a trelic¸a BCJR não apresenta complexidade
mı́nima. A estrat´egiatwo-step de Hole [2] tamb´em aponta
para esta direc¸ão. Aparentemente, para uma matriz gera-
dora���� qualquer, ´e correto afirmar que, em geral, uma
transformac¸ão���� existe tal que a trelic¸a BCJRé a menos
complexa. Por´em, pode haver um codificador equivalente
cujo módulo baseado em c´odigos variantes no tempo seja
o menos complexo, como aconteceu no exemplo da Sec¸ão
2. Por outro lado, caso n˜ao exista uma transformac¸ão����
que atuando na mesma matriz���� proporcione uma es-
trutura como a da Fig. 5, se for encontrada uma outra ma-
triz ����� que produza a mesma taxa e mesma distˆancia
livre porém com uma estrutura como a da Fig. 5, provavel-
mente teremos a menor CT, como aconteceu no exemplo
da Sec¸ão 3. A dificuldade, que n˜aoé nova quando se trata
de códigos convolucionais, ´e a aparente falta de estrutura
algébrica dessa classe de c´odigos, que torna dif´ıcil a elabora-
ção de uma teoria determinando em que condic¸ões essa ou
aquela abordagem produzir´a o melhor resultado. Em todos
os trabalhos citados acima, foi inevit´avel uma busca com-
putacional. Ainda assim, acreditamos que seja poss´ıvel em
breve a construc¸ão de uma tabela, como disse McEliece,
“no esp´ırito de Brouwer e Verhoeff [14]”, listando um bom
número de c´odigos convolucionais com as respectivas repre-
sentac¸ões verdadeiramente m´ınimas.

AGRADECIMENTOS

Esse trabalho teve o apoio financeiro do Conselho Na-
cional de Desenvolvimento Ciet´ıfico e Tecnol´ogico (CNPq),
processos 301593/96-5 e 462450/00-7.

5. REFERENCES

[1] R. J. McEliece and W. Lin, “The trellis complexity
of convolutional codes,”IEEE Trans. on Inform. The-
ory, vol. 42, no. 6, pp. 1855-1864, Nov. 1996.

[2] K. J. Hole, “A comparison of trellis modules for bi-
nary convolutional codes,”IEEE Trans. on Inform.
Theory, vol. 46, no. 10, pp. 1245-1249, Oct. 1998.

[3] S. Lin and D. J. Costello, Jr.,Error Control Coding,
Fundamentals and Applications, Prentice-Hall, En-
glewood Cliffs, 1983.

[4] L. R. Bahl, J. Cocke, F. Jelinek, and J. Raviv, “Opti-
mal decoding of linear codes for minimizing symbol
error rate,”IEEE Trans. on Inform. Theory, vol. IT-
20, pp.284-287, Mar. 1974.

[5] V. Sidorenko and V. Zyablov, “Decoding of convolu-
tional codes using a syndrome trellis,”IEEE Trans.
on Inform. Theory, vol. 40, no. 5, pp. 1663-1666,
Sept. 1994.



[6] R. Johannesson and K. S. Zigangirov,Fundamen-
tals of Convolutional Coding, IEEE Press, New York,
NY, 1999.

[7] M. F. Hole and O. Ytrehus, “Two-step trellis de-
coding of partial unit-memory convolutional codes,”
IEEE Trans. on Inform. Theory, vol. 43, pp. 324-330,
Jan. 1997.

[8] M. F. Hole and K. J. Hole, “Low-complexity decod-
ing of partial unit-memory convolutional codes on
precoded partial-response channels,”IEEE Trans. on
Inform. Theory, vol. 43, pp. 1052-1058, May. 1997.

[9] G. S. Lauer, “Some optimal partial unit-memory
codes,”IEEE Trans. on Inform. Theory, vol. IT-25,
pp. 240-242, Mar. 1979.

[10] L. N. Lee, “Short unit-memory byte-oriented convo-
lutional codes having maximal free distance,”IEEE
Trans. on Inform. Theory, vol. IT-22, pp. 349-352,
May 1976.
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