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RESUMO

Neste artigo, um novo algoritmo para o cálculo das trans-
formadas discretas de Hartley e de Hadamard é apresenta-
do, unindo as idéias propostas por Hsu-Wu e por Guo. Uma
implementação emhardwareutilizando somadores em pa-
ralelo é apresentada.

1. INTRODUÇÃO

Transformadas discretas definidas em corpos finitos ou in-
finitos ocupam um papel de destaque em engenharia. Nes-
te artigo, são focalizadas duas transformadas em particular:
a transformada de Hadamard e a transformada discreta de
Hartley.

A transformada de Hadamard é uma ferramenta clássica
utilizada principalmente em codificação algébrica, reconhe-
cimento de padrões, análise espectral [13] e processamento
de imagens [10].

A transformada discreta de Hartley, versão discretiza-
da da transformada integral introduzida em 1942 por R. V.
L. Hartley, foi definida em 1983 por R. Bracewell e encon-
trou aplicações iniciais no cálculo eficiente da transformada
de Fourier [2] e em óptica (interferometria) [14].

Mais recentemente, no final da década de ‘90, a transfor-
mada de Hartley vem sendo usada em diversas aplicações,
tais como:

� compressão de imagens biomédicas [9],

� sistemas de comunicação utilizando multiportadora
(OFDM) e acesso múltiplo (CDMA) [1],

� modems ADSL [11, 15].

O crescente interesse na transformada de Hartley, im-
pulsionado pela definição da transformada de Hartley de
Corpo Finito [3], levou à introdução de recentes e impor-
tantes resultados no projeto de sistemas de multiplexação
digital, de sistemas de múltiplo acesso e no estabelecimento
de seqüências de espalhamento espectral [5].

Em 1987, Hsu e Wu introduziram um algoritmo para o
cálculo da transformada de Walsh-Hadamard conjuntamen-
te com o cálculo da transformada de Hartley [12].

Trabalhos recentes [7, 6] introduziram novos algoritmos
rápidos para a transformada discreta de Hartley que atingem
complexidades multiplicativas mínimas. Este cenário levou
a uma revisão do algoritmo proposto por Hsu-Wu, visando
otimizá-lo.

Outro trabalho recente realizado por Guo [11] introduz
um projeto eficiente para a transformada discreta de Hartley
através de uma implementação que se utiliza de adições pa-
ralelas.

Assim, no presente trabalho, o algoritmo de Hsu-Wu é
revisado à luz dos novos algoritmos rápidos e é delinea-
da uma implementação utilizando a técnica introduzida por
Guo.

O espírito do algoritmo proposto é obter uma transfor-
mação que leve vetores do domínio de Hadamard ao do-
mínio de Hartley e, assim, ter um algoritmo bifuncional.
Este algoritmo é particularmente atrativo para implementa-
ção em CI’s dedicados de baixo custo. O usuário tem op-
ção de acessar diretamente a transformada de Hadamard ou
a transformada de Hartley no mesmochip, a depender da
aplicação.

2. O ALGORITMO

A transformada discreta de Hartley de comprimento� re-

laciona dois vetores�
��� � e é definida por [2]
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A transformada de Hadamard é dada por [13]
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onde���� é a matriz de Hadamard de comprimento� .
Para que essa transformada se preste para o cálculo da

transformada de Hartley, deve-se ter

� � ��������

onde�� � ������ . A matriz� realiza o “ajuste” ne-
cessário à transformada de Hadamard para que ela se torne
uma transformada de Hartley. É fácil verificar que

�� � �� ����� 
� � (1)

Uma restrição quanto aos comprimentos de transforma-
da a serem considerados pode ser identificada, pois para to-
do comprimento� existe uma transformada de Hartley as-
sociada. Fato que não é verificado para as transformadas de
Hadamard, conforme o seguinte teorema.

Teorema 1 (Ordem da Matriz de Hadamard) Se uma ma-
triz de Hadamard de ordem� existir, então� é igual a�,
� ou é múltiplo de 4 [13].

Neste artigo, são consideradas matrizes cujas ordens são
potência de 2 (construção clássica de Sylvester). Para es-
sas matrizes de Hadamard do tipo de Sylvester, tem-se que
����� 
� � ���� , o que nos permite escrever� � �
�� ����� .

O método utilizado para obter o algoritmo rápido será
ilustrado através de um exemplo. Assim, seja a transfor-
mada discreta de Hartley de comprimento 8, cuja matriz de
transformação é descrita por [2]
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e a transformada de Hadamard de comprimento 8 que é dada
por

���� �

�
�����������

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

	










�
�

Base−2

Hadamard

��
��
��
��

��
��
��
��

��

��
��

��

��

��

��

��

�	�


Figura 1: Diagrama do algoritmo para� � �.

onde “�” representa�� e os espaços em branco contêm o
elemento zero.

Utilizando a Equação 1, encontra-se facilmente a matriz
que se segue:
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(2)

Realizando-se uma permutação na matriz� � de modo
a trocar a posição das linhas segundo uma reversão dosbits
do número da linha em binário, obtem-se a seguinte matriz:
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Observa-se que a matriz�� tem a seguinte descrição:
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, i.e., uma matriz diagonal em que os ele-

mentos da diagonal são matrizes. Este comportamento é
verificado para qualquer comprimento potência de dois [8].
Para comprimento de bloco� � ��, tem-se a forma geral
��� � ����
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A Figura 1 apresenta um diagrama esquemático do algo-
ritmo. É necessário agora desenvolver um algoritmo rápido



para realizar o cálculo da matriz�� ��� , dada por�
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Utilizando o mesmo procedimento descrito em [7], pode-
se fatorar a matriz�� ��� na forma:�
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Esta fatoração reduz a complexidade aritmética de�� ��� para
2 multiplicações, 2 deslocamentos e 10 adições. A Figura 2
exibe um diagrama com esta implementação.

Numa implementação em arquitetura de 8bits, o termo�
��� é truncado da seguinte forma:
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Isto corresponde a um erro de cálculo de
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aproximadamente������ vez menor do que o erro ofere-
cido pelo algoritmo anterior descrito na literatura [12]. O
termo��� não contribui com erros, pois é um simples des-
locamento à direita nos registradores. Esta análise de erro é
mostrada na Tabela 1.

Tabela 1: Análise do erro cometido pelo algoritmo em ar-
quitetura de 8bits.

Número Hsu-Wu Proposto
����� ������ -
����� ������ -
��� - 0�
��� - �������

Complexidade Computacional. A complexidade aditiva
do algoritmo completo é limitada inferiormente pelo núme-
ro de adições necessárias para a transformada de Hadamard.
Para comprimentos que são potência de dois, esse limite é
� ����� , que é obtido através do uso de algoritmos de di-
zimação base-2. Assim, a complexidade aritmética desse
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Figura 2: Diagrama do algoritmo para o cálculo da matriz
�� ���

algoritmo é:
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onde ��� e �
� são, respectivamente, as complexidades mul-
tiplicativa e aditiva de cada matriz�� �	� .

3. IMPLEMENTAÇÃO POR SOMADORES

Uma implementação alternativa à exibida na Figura 2 para
o cálculo da matriz�� ��� pode ser feita através do uso de
somadores (adderse carry saver adders- CSA) [11]. O
método baseia-se na observação de que�
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No exemplo em questão, a matriz�� ��� possui os ele-

mentos
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procedimento sugerido pela Equação 8, os elementos da
matriz de transformação são invertidos. Antes disso, os ele-
mentos de�� ��� são representados em binário, visando a im-
plementação final. Por simplicidade, usa-se nesse exemplo
uma aritmética binária com palavras de 4bits. Assim,�
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Figura 3: Implementação da matriz�� ��� via somadores.

Dessa maneira, tem-se que:
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As equações acima reafirmam o fato de que todas as
componentes espectrais relativas à matriz�� ��� podem ser
calculadas usando a mesma arquitetura. A Figura 3 exibe a
implementação do cálculo da transformada.

Um diagrama esquemático geral para o algoritmo é apre-

� � �� � � � � �

���

HartleyHadamard

...
...

... ����

Figura 4: Diagrama esquemático do algoritmo geral.

sentado na Figura 4, enfatizando que ambas transformadas
são disponibilizadas simultaneamente.

4. CONCLUSÕES

Foi apresentado um novo algoritmo que computa a transfor-
mada de Hadamard e a de Hartley simultanemente. Limi-
tações sobre os comprimentos de bloco para os quais este
algoritmo pode ser aplicado foram evidenciadas. Uma im-
plementação prosposta revelou uma vantagem na análise de
erro em relação ao já existente na literatura. Foi também su-
gerida uma implementação emhardwarepor meio de soma-
dores paralelos. O cálculo da transformada inversa é trivial
já que a transformada de Hartley é involucionária. Ademais
cada uma das matrizes envolvidas,��� e� , também é in-
volucionária (a menos de um possível ajuste de escala).
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