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RESUMO

Neste artigo, um novo algoritmo para o célculo das trans-
formadas discretas de Hartley e de Hadamard é apresent
do, unindo as idéias propostas por Hsu-Wu e por Guo. Uma
implementacéo erhardwareutilizando somadores em pa-
ralelo é apresentada.

1. INTRODUCAO

Transformadas discretas definidas em corpos finitos ou in-
finitos ocupam um papel de destaque em engenharia. Nes
te artigo, sdo focalizadas duas transformadas em particular

a transformada de Hadamard e a transformada discreta de

Hartley.

A transformada de Hadamard é uma ferramenta classic
utilizada principalmente em codificacéo algébrica, reconhe-
cimento de padrdes, andlise espectral [13] e processament
de imagens [10].

A transformada discreta de Hartley, versdo discretiza-
da da transformada integral introduzida em 1942 por R. V.
L. Hartley, foi definida em 1983 por R. Bracewell e encon-
trou aplicacdes iniciais no calculo eficiente da transformada
de Fourier [2] e em éptica (interferometria) [14].

Mais recentemente, no final da década de ‘90, a transfor-

a

Em 1987, Hsu e Wu introduziram um algoritmo para o
célculo da transformada de Walsh-Hadamard conjuntamen-
te com o calculo da transformada de Hartley [12].

Trabalhos recentes [7, 6] introduziram novos algoritmos
rapidos para a transformada discreta de Hartley que atingem
complexidades multiplicativas minimas. Este cenario levou
a uma revisao do algoritmo proposto por Hsu-Wu, visando
otimiza-lo.

Outro trabalho recente realizado por Guo [11] introduz
um projeto eficiente para a transformada discreta de Hartley
através de uma implementac¢éo que se utiliza de adi¢des pa-
ralelas.

" Assim, no presente trabalho, o algoritmo de Hsu-Wu é
fevisado a luz dos novos algoritmos rapidos e é delinea-
da uma implementacao utilizando a técnica introduzida por
uo.
o O espirito do algoritmo proposto é obter uma transfor-
macéo que leve vetores do dominio de Hadamard ao do-
minio de Hartley e, assim, ter um algoritmo bifuncional.
Este algoritmo é particularmente atrativo para implementa-
¢do em Cl's dedicados de baixo custo. O usuério tem op-
¢do de acessar diretamente a transformada de Hadamard ou
a transformada de Hartley no mesitiup, a depender da
aplicacéo.

mada de Hartley vem sendo usada em diversas aplicacdes,

tais como:
e compressédo de imagens biomédicas [9],

e sistemas de comunicacéo utilizando multiportadora
(OFDM) e acesso mltiplo (CDMA) [1],

e modems ADSL [11, 15].

2. O ALGORITMO

A transformada discreta de Hartley de comprimeNtoe-
laciona dois vetores - V e é definida por [2]

= 2rki
VkéZvicas,(N), k=0,1,...,N —1,
i=0

O crescente interesse na transformada de Hartley, im-ondecast £ cost + sent. Esta transformada pode ser es-
pulsionado pela definicdo da transformada de Hartley decrita em forma matricial da seguinte maneira:
Corpo Finito [3], levou & introducdo de recentes e impor-
. . . ~ V = HNV,
tantes resultados no projeto de sistemas de multiplexagéo
digital, de sistemas de mdltiplo acesso e no estabelecimentmndeH y € a matriz de Hartley, cujos elementpg; sdo da
de seqiiéncias de espalhamento espectral [5]. formacas (2ZEL).

N



A transformada de Hadamard € dada por [13] vy —) Vo

v Va

_ vy Vs

A= Hade’ vy _,| Hadamar Ve

ondeHad y € a matriz de Hadamard de comprimento va _J |1
Para que essa transformada se preste para o calculo da vs — Base-2 < g —Vs
transformada de Hartley, deve-se ter Z? ] “gi

V = HNHadNV,

) . ) Figura 1: Diagrama do algoritmo paMa = 8.
ondeHy = Hy Hady. A matrizH realiza o “ajuste” ne-

cessario a transformada de Hadamard para que ela se torne
uma transformada de Hartley. E facil verificar que onde “-” representa_]_ € 0S espagos em branco contém o
elemento zero.

— T
Hy = Hy(Hady)". (1) Utilizando a Equacéo 1, encontra-se facilmente a matriz

Uma restricdo quanto aos comprimentos de transforma-du€ S€ Segue:
da a serem considerados pode ser identificada, pois parato-.

do comprimentadV existe uma transformada de Hartley as- He =
sociada. Fato que néo é verificado para as transformadas de 1 1
Hadamard, conforme o seguinte teorema. 1+ % - @ @ -2
Teorema 1 (Ordem da Matriz de Hadamard) Se uma ma- ! Ne V2 1_v2 1,
triz de Hadamard de ordenV existir, entdaV € igual al, 1 4 4 2 4 2 4
2 ou é mdltiplo de 4 [13]. L V3 1.y 3 V2

2 4 2 + 4 4 4

Neste artigo, sdo consideradas matrizes cujas ordens saqg 1

poténcia de 2 (construcao classica de Sylvester). Para es-| —% @ 1y @ 1 @ |
sas matrizes de Hadamard do tipo de Sylvester, tem-se que )

(Hady)? = Hady, 0 que nos permite escrevliy =

Hy - Ha,dN- - ) . i Realizando-se uma permutacdo na mdifizde modo
O método utilizado para obter o algoritmo rapido sera 4 rocar a posicao das linhas segundo uma reversaait$os

llustrado atraves de um exemplo. Assim, seja a transfor- 4, ngmero da linha em binario, obtem-se a seguinte matriz:
mada discreta de Hartley de comprimento 8, cuja matriz de

transformacéo é descrita por [2] Hy =
r11 1 1 1 1 1 1 7 [ 1 1
1 V2 1 - V2 - 1
1 1 - - 1 1 - - 1
1 - V2 - 1 =2 1
Hs = L, VE 1_ VI 2 V2
1 —v2 1 - V2 - :-1 :t7 T T
I | 1 - - 1 V2 V2 1 _ V2 1, V2
4 4 2 4 2 + 4
|1 V2 - 1 V2 ] _V2 V2 1,2 1_\3
L 4 4 2 4 2 4 4
e a transformada de Hadamard de comprimento 8 que € dada ®)
por

Observa-se que a matri# tem a seguinte descrigéo:

111 1 1 1 1 1 diag (14,]EI(1)), i.e., uma matriz diagonal em que os ele-

} I - } I L= mentos da diagonal sdo matrizes. Este comportamento €

. : I . : ; verificado para gualquer comprimento poténcia de dois [8].
Hadg = 1101 1 — — — _ | Fjara comprlmerlto de bIoEM = 2™ tem-se a forma geral

| LD D iy = diag (14,H(1> .. ,H<m*2>).

1 1 — - - 1 1 AFigura 1 apresenta um diagrama esquematico do algo-

1 — — 1 — 1 1 = ritmo. E necessario agora desenvolver um algoritmo rapido




para realizar o calculo da matfi&!) , dada por
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. . . Figura 2: Diagrama do algoritmo para o céalculo da matriz
Utilizando o mesmo procedimento descrito em [7], pode- HE) g g P

se fatorar a matri#l(!) na forma:

1 1 : 4.
algoritmo é:
. o (1 VRV J
11 | e Ty ) m—2
1 - Mg(N) = Y Mg (2041}, (5)
- 4) =1
1 1 1 )
1 1 L - o (o)
. Lo Ar(N) = Nlog, N + 3 g (2 ) (6)
1 _ 1 - Limite inferior =1

ondeMy e A séo, respectivamente, as complexidades mul-

Esta fatoracéo reduz a complexidade aritméticalde para S > 0
Htiplicativa e aditiva de cada matri").

2 multiplicacdes, 2 deslocamentos e 10 adi¢bes. A Figura
exibe um diagrama com esta implementacao.

Numa implementacédo em arquitetura deit8, o termo
v/2/4 é truncado da seguinte forma:

V2

T~ 2724244275 4+2°7=0,3515625.

3. IMPLEMENTACAO POR SOMADORES

Uma implementacdo alternativa a exibida na Figura 2 para
o célculo da matriZi") pode ser feita através do uso de
somadoresgdderse carry saver adders CSA) [11]. O

, método baseia-se na observacgéo de que
Isto corresponde a um erro de calculo de

W x y z w| |vo
V2/4 - 03515625 0,5631%, Vil _|w oz oy z||w @)
V2/4 Vs z w oz y| |va
: Vs y z w x| |v3
aproximadamente,7847 vez menor do que o erro ofere-
cido pelo algoritmo anterior descrito na literatura [12]. O g equivalente a
termo1/2 n&o contribui com erros, pois € um simples des-
locamento a direita nos registradores. Esta analise de erro é Vo vog vi v w3| |w
mostrada na Tabela 1. Vil (v v2 vz wol |y 8
Vol = |va wvg vg v |2 ®)
Vs v3 vy v V| |w

Tabela 1: Analise do erro cometido pelo algoritmo em ar-
quitetura de &its.

No exemplo em questdo, a matfi#!) possui os ele-

NUmero Hsu-Wu Proposto
0854 0,254% N mentos{% + %,% - @, %, —‘/Tg}. Seguindo ent&o o
0,146 1,005% - procedimento sugerido pela Equacado 8, os elementos da
1/2 - 0 matriz de transformacé&o sao invertidos. Antes disso, os ele-
V2/4 - 0,5631% mentos dél(!) s&o representados em binério, visando a im-

plementacdo final. Por simplicidade, usa-se nesse exemplo

Complexidade Computacional. A complexidade aditiva uma aritmética binaria com palavras dbits. Assim,

do algoritmo completo é limitada inferiormente pelo nime-

1,2
ro de adigGes necessarias para a transformada de Hadamard.| 2 T % 0,85355 01101,
_ K -l ) L e 0,14644 0,0010
Para comprimentos que sdo poténcia de dois, esse limite & |2 — 71 | ’ = ’ @1 +erro. (9)
Nlog, N, que é obtido através do uso de algoritmos de di- ‘/TE 0,35355 0,01013)
zimag&o base-2. Assim, a complexidade aritmética desse | —2 —0,33355 ~0.010%e
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Figura 3: Implementagéo da matfi#!) via somadores.

Dessa maneira, tem-se que:

Vi =0,1101()A1 + 0,0010(5)A5 + 0,0101 () A3 —
0,0101(2) A~
=271A; +27%(AL + A — A7) + 273 A5+
274 (Ay + As — Ay)
Vs =0,1101(2)A5 + 0,0010(5)A; + 0,0101 () A7 —
0,0101 () A3
=27TA; + 272 (As + Ay — A3) + 2730+
274 (As + Ay — Ag)
V3 =0,1101(2)A7 + 0,0010(5)A3 + 0,0101 () A; —
0,0101()As
=271A; + 272 (A7 + Ay — As) + 273 A5+
274 (A7 + Ay — As)
V7 =0,1101 (5 A3 + 0,0010(2) A7 + 0,0101 () A5 —
0,0101 () A
=27A + 272 (As + A5 — Ay) + 273+
274 (Ag + As — Ay).

(10)
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Figura 4: Diagrama esquematico do algoritmo geral.

sentado na Figura 4, enfatizando que ambas transformadas
sdo disponibilizadas simultaneamente.

4. CONCLUSOES

Foi apresentado um novo algoritmo que computa a transfor-
mada de Hadamard e a de Hartley simultanemente. Limi-
tacBes sobre os comprimentos de bloco para os quais este
algoritmo pode ser aplicado foram evidenciadas. Uma im-
plementacéo prosposta revelou uma vantagem na andlise de
erro em relacdo ao ja existente na literatura. Foi também su-
gerida uma implementacé&o drardwarepor meio de soma-
dores paralelos. O célculo da transformada inversa € trivial
ja que a transformada de Hartley é involucionaria. Ademais
cada uma das matrizes envolvidEgad e H, também é in-
volucionaria (a menos de um possivel ajuste de escala).
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