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RESUMO

Transformadas discretas desempenham um importante
papel em muitas aplicações em Engenharia Elétrica.
Especificamente, transformadas discretas definidas sobre
corpos finitos são atraentes por não introduzirem erros de
truncagem ou arredondamento, e por permitirem
aplicações com aritmética de baixa complexidade. Neste
artigo, algumas estruturas algébricas finitas relacionadas
com a Transformada de Hartley de Corpo Finito são
introduzidas. Em particular, os grupos dos módulos e das
fases de um corpo finito são introduzidos e a
representação polar dos elementos do corpo finito GF(p2)
é definida. Aplicações envolvendo a Transformada
Numérica de Hartley são apresentadas.

1. INTRODUÇÃO

Transformadas Discretas definidas sobre corpos finitos
são ferramentas que, embora recentes, desempenham um
papel importante em Engenharia. A transformada de
Fourier em um corpo finito foi introduzida em [1] como
uma ferramenta para efetuar convoluções discretas finitas
usando aritmética inteira. Recentemente, a transformada
de Hartley sobre corpos finitos foi introduzida [2], a qual
apresenta propriedades de simetria que a tornam mais
atraente, para diversas aplicações, que a transformada de
Fourier de corpo finito, e tem importantes aplicações no
campo da multiplexação digital [3].
Transformadas em corpos finitos que mapeiam vetores
com elementos em GF(p) e, portanto, empregam
aritmética modulo p, são chamadas transformadas
numéricas. Tais transformadas não provocam erros de
arredondamento ou truncagem e tem, em muitos casos de
interesse, uma implementação em hardware
consideravelmente  simples. Um exemplo bem conhecido
de uma tal Transformada é a Transformada Numérica de
Fourier [4]. Um outro exemplo mais recente é a chamada
Transformada Numérica de Hartley [5], a qual é

construída a partir da Transformada de Hartley de Corpo
Finito.
 Neste artigo, algumas estruturas algébricas finitas
relacionadas com a transformada de Hartley de Corpo
Finito são introduzidas. Em particular, os grupos dos
módulos e das fases de um corpo finito são introduzidos e
uma representação polar dos elementos do corpo finito
GF(p2) é definida. Aplicações envolvendo a Transformada
Numérica de Hartley são apresentadas.  Na próxima seção
é introduzida a idéia de uma representação polar para
corpos finitos. Isto requer uma nova definição de módulo
que seja adequada para os elementos de um corpo finito
GF(p2), a qual é obtida vinculando-se o módulo do
elemento à condição de resíduo quadrático módulo p.  Na
seção 3 o conceito de grupo unimodular é estendido e a
estrutura algébrica denominada grupo supra-unimodular é
definida e algumas de suas propriedades investigadas.
Aplicações dos conceitos introduzidos são consideradas na
seção 4 no contexto das transformadas numéricas. A seção
5 apresenta as conclusões do trabalho.

2. FORMA POLAR PARA INTEIROS
GAUSSIANOS EM CORPOS FINITOS

É um fato bem conhecido, na aritmética usual dos
números complexos, que a chamada representação polar
apresenta aspectos que a tornam atraente em muitas
aplicações, principalmente quando as operações usuais de
multiplicação e exponenciação estão presentes. Mantendo
este mesmo ponto de vista, e objetivando a implementação
de uma aritmética módulo p mais eficiente, uma
representação polar para os elementos do corpo finito
GF(p2) é proposta nesta seção. Inicialmente os inteiros
gaussianos sobre o corpo finito GF(p) são definidos.

Definição 1 -  O conjunto dos inteiros gaussianos sobre
GF(p) é o conjunto G(p) = {a + jb, a, b ∈  GF(p)}, onde p



é um primo para o qual j2 = -1 é um resíduo não-
quadrático em GF(p).
Apenas os primos  da forma p ≡ 3 (mod 4) satisfazem esse
requisito [6]. Seja ⊗  o produto cartesiano. Pode-se
mostrar que G(p), juntamente com as operações ⊕   e *, é
um corpo.

Proposição 1 – Sejam ⊕   e  *  operações definidas por
⊕  : G(p) ⊗  G(p) → G(p)
(a + jb, c + jd) → (a + jb) ⊕  (c + jd) = (a + c) + j(b + d)
e
* : G(p) ⊗  G(p) → G(p)
(a + jb, c + jd) → (a + jb) * (c + jd) = (ac - bd) + j(ad +
bc).
A estrutura GI(p) := <G(p); ⊕ , *> é um corpo. De fato,
GI(p) é isomorfo a GF(p2) [4].

Na definição de GI(p) acima, os elementos são
representados na forma a + jb, que é chamada de forma
retangular. No que se segue, é proposta uma nova
representação que permite escrever os elementos do grupo
multiplicativo de GI(p) na forma rεθ. Por analogia com
o contínuo, esta representação será chamada de polar.

Proposição 2 - Sejam GA e GB subgrupos do grupo
multiplicativo GC dos elementos não nulos de GI(p), de
ordens NA=(p-1)/2 e NB=2(p+1), respectivamente. Todos
os elementos de GI(p), com exceção do zero, podem ser
escritos na forma ζ = AB, onde A ∈  GA e B ∈  GB.
Prova: Sendo GC  um grupo cíclico, então os subgrupos
GA e GB de GI(p) existem, pois NA e NB são divisores de
p2-1, a ordem do grupo multiplicativo de GI(p). Além
disso, o grupo GZ formado pelo produto direto [9] entre os
grupos GA e GB, tem ordem p2-1, uma vez que, como p é
da forma 4k+3, então o máximo divisor comum entre NA

e NB satisfaz MDC(NA, NB) = MDC(2k+1, 4(2k+2)) = 1;
ou seja,  o número de elementos de GZ, que é dado pelo
mínimo múltiplo comum das ordens de GA e GB, é |GZ| =
mmc(|GA|, |GB|) = NANB = p2-1. Assim, GZ é o próprio
grupo multiplicativo de GI(p), ou seja, todos os elementos
deste último grupo podem ser escritos na forma ζ = AB,
onde A ∈  GA e B ∈  GB.      €

Tendo em vista que qualquer elemento de um grupo
cíclico pode ser escrito como potência de um elemento
gerador desse grupo, podemos fazer r = A e εθ = B, onde ε
é um gerador de GB. Assim, a representação polar adquire
a forma procurada, ζ = rεθ.

Antes de prosseguir com as propriedades da
representação polar, precisamos introduzir o conceito de
módulo de um elemento em um corpo finito.
Considerando os elementos não nulos de GF(p), metade
deles possui raiz quadrada e são chamados de resíduos

quadráticos (RQ) de p [6]. Os que não possuem são
chamados de resíduos não-quadráticos (RNQ). Da mesma
forma, no corpo infinito dos reais, os números são
divididos em postivos  e negativos, que são,
respectivamente, os que possuem e os que não possuem
raiz quadrada. A operação convencional de módulo, nos
reais, produz sempre um resultado positivo. Por analogia,
definiremos a operação de módulo em GF(p) para que
produza sempre um resíduo quadrático.

Definição 2 - O módulo de um elemento de GF(p), onde
p=4k+3, é dado por:
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Proposição 3 - O módulo de qualquer elemento de GF(p)
é sempre um resíduo quadrático.
Prova: Como p=4k+3, temos que (p-1)/2=2k+1, e portanto
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Definição 3 - O módulo de um elemento de GI(p), onde
p=4k+3, é dado por:

22 ba|jba| +=+

O módulo interior na expressão acima é necessário
para que sempre se possa extrair a raiz quadrada da
norma a2+b2, e o módulo exterior garante que essa
operação forneça um único resultado apenas. No contínuo,
essas expressões se reduzem às conhecidas, pois tanto
a2+b2 quanto a operação de raiz quadrada fornecem
apenas resíduos quadráticos.

Nesse ponto, podemos substituir GA e GB por
denominações mais adequadas à representação polar.

Definição 4 - O grupo dos módulos de GI(p), denotado
por Gr, é definido como sendo o subgrupo de ordem (p-
1)/2 de GI(p).

Definição 5 - O grupo das fases de GI(p), denotado por
Gθ, é definido como sendo o subgrupo de ordem 2(p+1) de
GI(p).



Proposição 4 - Se ζ = a + jb = rεθ, onde r ∈  Gr e εθ ∈  Gθ,
então r = |ζ|.
Prova: Todos os elementos de Gr possuem ordem que

divide (p-1)/2. Assim, se r∈  Gr, então )p(mod1r 2

1p

≡
−

, e

portanto |r|=r. Além disso, como mostrado na seção
seguinte, o grupo Gθ é formado pelos elementos a+jb tais
que a2 + b2 ≡ ±1 (mod p). Portanto, de acordo com a
definição 3, o módulo desses elementos é igual a 1. Temos
então que |ζ| = |rεθ| = |r||εθ| = r⋅1=r.       €

Uma expressão para a fase θ em função de a e b pode
ser  encontrada   normalizando-se o elemento (ζ/r = εθ), e
em seguida resolvendo-se o problema do logaritmo
discreto de ζ/r na base ε, que é viável para valores não
muito elevados de p. Assim, é possível a conversão da
representação retangular para a polar. A conversão
inversa é feita simplesmente efetuando-se as potenciações.

Como se pode observar, a representação proposta é
consistente com a representação polar no contínuo: o
módulo r pertence a GF(p) (o módulo é um número real) e
é um resíduo quadrático (número positivo), e a
componente exponencial εθ (ejθ) tem módulo 1 e pertence
a GI(p) (ejθ pertence ao corpo dos complexos).

3. GRUPOS SUPRA-UNIMODULARES

Um subconjunto de GI(p) já estabelecido na literatura [5]
é o conjunto unimodular, definido a seguir.

Definição 6 - O conjunto unimodular de GI(p), denotado
por GU, é o conjunto dos elementos ζ=a+jb ∈  GI(p) que
satisfazem a2 + b2 ≡ 1 (mod p).

É possível provar que, juntamente com a operação de
multiplicação, esse conjunto forma um grupo cíclico de
ordem p+1 [5].

Definição 7 -  O conjunto supra-unimodular de GI(p),
denotado por GS, é o conjunto dos elementos ζ = a + jb ∈
GI(p) tais que (a2 + b2)2 ≡ 1 (mod p).

Proposição 5 - Se ζ = a + jb, então ζ2(p+1) ≡ (a2 + b2)2

(mod p).
Prova - ζp = (a + jb)p ≡ ap + jpbp (mod p), pois GI(p) é
isomorfo a GF(p2), um corpo de característica p. Como p
= 4k+3, jp=-j, de modo que ζp ≡ a - jb (mod p). Portanto,
ζp+1 ≡ (a + jb)(a - jb) ≡ a2 + b2 (mod p). Assim, ζ2(p+1) ≡ (a2

+ b2)2 (mod p).      €

Proposição 6 – A estrutura <GS,*>, denominada supra-
unimodular, é um grupo cíclico de ordem 2(p+1).

Prova: GS é fechado em relação à multiplicação, pois se
(a+jb) e (c+jd) estão em GS, isto é, se

(a2 + b2)2 ≡ (c2 + d2)2 ≡ 1 (mod p),
então

e + jf = (a + jb)(c + jd) = (ac - bd) + j(ad + bc).

Deste modo

(e2 + f2)2 = (a2c2 - 2abcd + b2d2 + a2d2 + 2abcd + b2c2)2 =
= ((a2 + b2)(c2 + d2))2 = (a2 + b2)2(c2 + d2)2 ≡ 1 (mod p),

e portanto (e + jf) ∈  GS. Como GS é um subconjunto
fechado de um grupo cíclico (o grupo multiplicativo de
GI(p)), GS é um subgrupo cíclico. Além disso, da
proposição 5, ζ ∈  GS satisfaz ζ2(p+1) ≡ 1 (mod p). Assim, ζ
é uma das raízes 2(p+1)-ésimas da unidade em GI(p).
Existem 2(p+1) tais raízes e portanto GS tem ordem
2(p+1).       €

Reconhece-se que no grupo supra-unimodular os
elementos ζ = a + jb são tais que (a2 + b2)2 ≡ 1 (mod p),
ou seja, a2 + b2 ≡ ±1 (mod p), e portanto todos têm
módulo igual a 1, assim como no grupo unimodular.
Porém, para preservar a definição já estabelecida e
ressaltar que o mesmo possui ordem maior, o grupo de
ordem 2(p+1) recebeu o nome de supra-unimodular. É
importante observar que, devido ao fato de que um grupo
cíclico não possui mais de um subgrupo distinto de
mesma ordem [8], o grupo supra-unimodular é
exatamente o grupo das fases definido na seção anterior.

O problema de encontrar um elemento gerador do grupo
supra-unimodular é tratado a seguir.

Proposição 7 - Se p é um primo de Mersenne, isto é, um
primo da forma p = 2n - 1, então os elementos ζ=a+jb tais
que a2+b2≡-1 (mod p) são geradores do grupo supra-
unimodular de GI(p).
Prova. Seja N a ordem do elemento ζ. Como a2+b2≡-1
(mod p), ζ é um elemento supra-unimodular, ou seja, N
divide 2(p+1)=2n+1. Entretanto, pelo mesmo motivo, ζ não
é unimodular, isto é, N não divide p+1=2n. Dessa forma,
N = 2n+1 = 2(p+1), e portanto ζ é um gerador do grupo
supra-unimodular.      €

Assim, se p for um primo de Mersenne, um elemento de
ordem 2(p+1) em GI(p) pode ser encontrado da seguinte
forma: escolhe-se um elemento aleatório de GI(p), divide-
se este elemento por seu módulo, e por fim calcula-se sua
norma (a2+b2). Se o resultado for -1, tem-se o elemento
desejado; caso contrário, repete-se o processo.



3. APLICAÇÕES

Desde a introdução da transformada de Fourier em corpo
finito, concebida inicialmente para auxiliar o cálculo de
convoluções discretas, muitas outras aplicações da mesma
foram propostas, não apenas nas áreas de processamento
digital de sinais e imagem [9], mas também em diferentes
contextos tais como codificação de canal e criptografia
[10-12]. Um outro exemplo relevante é a transformada
discreta de Hartley (DHT) introduzida em 1983 [13], que
tem se mostrado um instrumento útil com muitas
aplicações interessantes [14-18].

Recentemente, uma versão da DHT para corpos finitos
(a transformada de Hartley de corpo finito – THCF) foi
introduzida [2], a qual tem importantes aplicações no
campo da multiplexação digital [3]. Uma THCF de
especial interesse é a chamada Transformada Numérica
de Hartley (TNH), a qual é construída a partir de uma
escolha apropriada do núcleo da THCF, escolha esta que
resulta em uma transformada com componentes em
GF(p). Dessa forma, não é necessário restringir o corpo de
extensão a GF(p) para se obter uma transformada
numérica, o que é feito para a Transformada Numérica de
Fourier (TNF). Neste caso, isto significa que N, o
comprimento da transformada, é um divisor de (p2-1) =
(p-1)(p+1) e não apenas de (p-1) como no caso da TNF.
Assim, para um dado p, a TNH apresenta uma maior
flexibilidade de aplicação em relação à TNF, uma vez que
um número  maior de escolhas para o valor de N, o
comprimento da transformada, é possível.

Um caso particular de interesse prático da TNH é obtido
quando p é um primo de Mersenne, isto é, um primo da
forma p=2s-1. As transformadas correspondentes,
denominadas Transformadas Numéricas de Hartley-
Mersenne, permitem implementações com complexidade
multiplicativa nula, bem como comprimentos que
permitem a utilização da FFT de Cooley-Tukey, algo que
não é possível para a Transformada Numérica de Fourier,
uma vez que p-1 = 2s-2 não admite potências não triviais
de 2 como divisores [19].

A TNH, sendo uma transformada de Hartley em corpo
finito, emprega como núcleo a função trigonométrica
cas(.) sobre um corpo finito definida a seguir.

Definição 8 - Seja ζ um elemento de ordem N de GI(p).
As funções trigonométricas seno, cosseno e cas sobre
GI(p) são definidas a seguir [2]:
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A função cas(.) é periódica de período N e possui várias
propriedades, dentre elas a de ortogonalidade [7]. A partir
desta função pode-se definir a TNH [19].
Definição 9 - Seja v = (v0 , v1 , ... , vN-1) um vetor de
comprimento N com componentes em GF(p). A
Transformada Numérica de Hartley (TNH) de v é o vetor
V = (V0 , V1 , ... , VN-1) com componentes Vk ∈  GF(p),
relacionadas com os vi através das expressões
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onde ζ, implícito na definição de cas(.), é um elemento
unimodular de ordem N de GI(p). O valor de N é o
comprimento da transformada.

Assim, para implementar uma TNH de comprimento N,
é necessário primeiramente encontrar um elemento
unimodular de ordem N de GI(p). Se p é um primo de
Mersenne, isto pode ser feito através do método descrito
na seção anterior.
Exemplo 1 - p = 11. Como p não é da forma 2n-1, o
método descrito não resulta necessariamente em geradores
de GS. Temos que 2(p+1) = 24 e (p+1) = 12; assim, os
elementos tais que a2+b2

 ≡ -1 (mod p) possuem ordem 8
ou 24, pois ambos valores dividem 24 mas não dividem
12. Por exemplo, 3 + j tem ordem 24, enquanto 4 + 4j tem
ordem 8, apesar de ambos possuírem norma igual a -1.
Exemplo 2 - p = 31 (primo de Mersenne). Como p = 25-1,
pode-se usar o método descrito. Escolhe-se aleatoriamente
um elemento de GI(p), por exemplo, ζ = 9 + 11j, após o
que seu módulo é calculado através da definição 3:

)p(mod4416119r 22 ≡≡≡+= . Em seguida o

elemento é  normalizado: ε = ζ/r = 10 + 26j. Finalmente,
sua norma é calculada: a2+b2 = 102 + 262 ≡ 1 (mod 31).
Escolhendo um novo elemento, por exemplo, ζ = 6 + 16j,
tem-se que

)p(mod771813166r 22 ≡≡≡≡+= ,

ε = ζ/r = 23 + 20j e a2+b2 = 62 + 162 ≡ -1 (mod p).
Portanto, ε tem ordem 2(p+1) = 64. Um elemento
unimodular β de ordem N, tal que N | 25, pode ser

encontrado fazendo-se N

64

N

)1p(2

ε=ε=β
+

.



Por exemplo, β = ε2 = 5 + 21j é unimodular de ordem 32;
assim, pode ser usado como núcleo de uma TNH de
comprimento 32.

5. CONCLUSÕES

As chamadas Transformadas Numéricas relacionam
vetores com componentes no corpo finito GF(p) e, assim,
empregam aritmética módulo p. Embora com
características interessantes sob o ponto de vista de sua
implementação, a Transformada Numérica de Fourier tem
um comprimento N que é um divisor de (p-1), o que
limita a escolha dos comprimentos e aplicações possíveis.
Por outro lado, a Transformada Numérica de Hartley,
introduzida recentemente,  permite valores de N  que são
divisores de (p-1)(p+1), de modo que, para um dado p, um
número  maior de escolhas para o valor de N é possível.

Neste artigo, algumas estruturas algébricas finitas,
relacionadas com a Transformada Numérica de Hartley  e
relevantes para sua concepção, são introduzidas. Em
particular, os grupos dos módulos e das fases de um corpo
finito são definidos e, através de uma nova definição de
módulo, conveniente para os elementos de um corpo finito
GI(p), uma representação polar dos elementos do corpo
finito GI(p) é proposta pela primeira vez na literatura.
Aplicações dos conceitos introduzidos são consideradas na
construção de Transformadas Numérica de Hartley.
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