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Resumo

Discute-se a questdo da confiabilidade de estimativas obtidas via
simulago de probabilidade de erro em sistemas de transmisséo
com memoéria, tendo como base o caso especifico de canais com
desvanecimento plano. Uma expressdo andlitica para o valor
RMS do erro relativo de estimaco é obtida e particularizada para
0 caso de demodulagdo FSK-4 ndo-coerente. Alguns resultados
numeéricos sdo apresentados, considerando-se dois formatos
usua mente adotados para o espectro Doppler do cana e diversos
valores dos par@metros associados a estes modelos. Fica
evidenciado em todo o trabalho o impacto da meméria do cana
sobre a confiabilidade das estimativas de probabilidade de erro.
O trabalho também fornece alguns subsidios para se andlisar a
escolha dos parémetros de simulagddo, em funcdo das
caracteristicas do canal, de modo a se atingir niveis de
confiabilidade desejados.

1. INTRODUCAO

Este artigo aborda a avdiacdo da qualidade de estimativas,
obtidas via simulag&o, da probabilidade de erro de simbolo (Pg)
em sistemas de transmissdo que encerram agum tipo de
memoria, de forma que os simbolos consecutivos recebidos na
saida do canal ndo sio estatisticamente independentes. Esta
dependéncia pode ter sido introduzida no sistema, por exemplo,
por um processo de codificagdo ou pelas caracteristicas do cana
de transmissdo.

Supondo-se que uma estimativa despolarizada Iss de P, é gerada,

uma avaliagdo de sua qualidade pode ser feita por meio do valor
rms do erro relativo da estimagdo, dado pela razdo u entre o
desvio padréo da estimativa e o valor sendo estimado, ou sgja

,/Var(lss) )

Ps

Considera-se, no caso geral, que a estimativa de Pg é calculada
como uma média empirica de N estimativas parciais dadas pelos
valores das freqliéncias rel ativas de ocorréncia de erro obtidas em
N realizag6es independentes de todos 0s processos estocasticos
envolvidos na transmisséo (simbolos, canal, ruido, etc). Admite-
se que para obtengdo de cada uma dessas estimativas parciais €
simulada a recepgdo de L simbolos consecutivos. Assim, o
ndmero total de simbolos simulados para a obtengéo de |5S éLN.

Como o efeito de N na varidncia da estimativa fina pode ser
facilmente avaliado, considera-se a estimativa parcia obtida a
partir de umarealizagdo, expressa por:
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onde a, € uma variavel aleatéria que assume o valor 1 na
ocorréncia’de um erro de decisdo e assume o valor 0 em caso
contrério. E imediato verificar queE[ p,] = E[a ] =P;, 0u sga,

a estimativa parciad € despolarizada. Com a estimativa final
p,obtida através da media empirica das estimativas parciais

associadas a N realizacbes independentes, resulta que
E[R]=E[ps] =R ©)
eque
Var[P,] = Var[ps]/N @

No caso de sistemas sem memdria, nos quais a ocorréncia de
erros em decisdes consecutivas sdo eventos independentes, as
parcelas do somatério em (2) sio descorrelacionadas e como
cada umatem variéncia dada por Ps (1-Ps), tem-se

Var(p] =212 ®
€, portanto,
51 - BA-F)
Var[Ps] NL (6)
Resulta entdo de (1) que
2_ (1-Fy)
H N.L.Ps @)

Note-se que, neste caso, a qualidade da estimativa depende do
nimero total LN de simbolos transmitidos e ndo dos valores
relativos de L e do ndmero de repeticdes N. O procedimento
usua de estimacdo de Pg consiste em tomar-se N=1 e adotar a
seguinte regra pratica (“thumb rule’): “o nimero de simbolos
transmitidos simulados deve ser da ordem de 100 vezes o inverso
da probabilidade de erro que se quer estimar” (L= 100/Ps). Td
procedimento se justifica em sistemas sem memoéria e
corresponde a um vaor razoavelmente pegueno para

1 (1 D,01).

E importante ressaltar, entretanto, que em sistemas com memaria
as parcelas do somatério em (2) sdo, em gera, variaveis
aleatdrias correlacionadas, 0 que faz com que a dependéncia da
variancia de p,com L ndo sgja apenas através do fator /L, de

modo que a variancia da estimativa final depende tanto do
produto LN quanto do valor de L. Assim, em canais com
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memoria, a qualidade da estimativa obtida pode depender de uma
escolha criteriosa ndo s6 do ndimero de transmissdes consecutivas
a serem simuladas em uma realizagdo (L) mas também de um
numero apropriado de realizagdes independentes (N).

Estes conceitos sdo ilustrados nos desenvolvimentos a seguir,
considerando-se a situagdo onde a meméria é introduzida pela
presenca de desvanecimento plano no canal de transmissio. A
Secdo 2 apresenta uma descri¢do sucinta do modelo adotado para
a entrada do decisor e para 0 processo estocastico complexo que
caracteriza o efeito do desvanecimento plano. Na Secdo 3 é
obtida uma expressdo analitica para a variancia das estimativas
parciais no caso de um sistema com modulagdo FSK M-aria e
deteccdo ndo-coerente. Este resultado € expresso em termos da
funcdo auto-correlacdo do processo de desvanecimento.
Resultados numéricos que ilustram a dependéncia da medida de
qualidade . com aescolhados valoresde N e L sdo apresentados
na Secdo 4 para um sistema FSK-4. Os resultados nesta secéo
consideram tanto processos de desvanecimento com espectro
Doppler do tipo Butterworth de 1% ordem quanto processos com
espectro Doppler do tipo Jakes. Conclusdes sdo apresentadas na

Secéo S.
2. MODELO DA ENTRADA DO DECISOR

Admite-se que o0 receptor opera com critério de maxima
probabilidade a posteriori para decisdo de simbolos isolados e
que o cana produz desvanecimento plano. Ap6s demodulagao,
passagem por filtros casados e amostragem a taxa de simbolos, a
entrada do dispositivo de decisdo é modelada por um campo
estocasti co definido por:

g = thk + Ny (8)

onde x, € um campo vetoria associado aos simbolos
transmitidos, de acordo com o tipo de modulago utilizado e ny €
um campo estocastico relativo ao ruido. As componentes de ny
s30 processos gaussianos independentes, estacionarios em
sentido amplo, brancos, de média nula e variancia Ny/2, sendo Ng
a densidade espectral (unilateral) de poténcia do ruido na entrada
do receptor.

A sequéncia {h} corresponde as amostras, tomadas a taxa de
simbolos, do processo multiplicativo que caracteriza os efeitos
do desvanecimento plano, sendo modelada por um processo
Gaussiano complexo em tempo discreto, estacionario, de média
nula, varidncia unitéria e auto-correlagdo p(k-i) = E[h¢hi*].
Admite-se ainda que os simbolos transmitidos sdo independentes
e identicamente distribuidos.

3. VARIANCIA DASESTIMATIVAS
PARCIAIS
Como E[pg] =P a variancia das estimativas parciais fica
dada por:

_ 18
Var[ ps] :FZZE[@ak]_PSZ' ©)

O valor esperado do lado direito da equagcdo (9) pode ser
€XPresso como:

Elaa,]=E {E[aa, |h.h}. (10)

Considera-se inicialmente k=i. Deve-se notar que, dado h; a
decisdo no instante i depende apenas do ruido branco. Assim
sendo, o momento condiciona de segunda ordem de a;
corresponde a probabilidade de erro condicionada a h; e pode ser
obtido pelas técnicas usuais de andlise da probabilidade de erro
diante de ruido branco.

Para se fixar um caso de interesse, admite-se a partir deste ponto
um receptor FSK M-ario ndo coerente. Neste caso, 0 momento de
segunda ordem condicional de a; é dada por [1] :

200 el thT s by = e qymetfM —10 1 5 m % Es

E[a1 |I'\]—E[a, |h]—P(a,)— mz:l( b E\Am Em+1'®(p§ m+1H No

(11)
onde se deve notar que a dependéncia da probabilidade de erro
com h; se da aravés da “amplitude” do desvanecimento
a,=|h | \/[Re(hi )]2 +[|m(hi )] 2 Egéaenergia por simbolo na
entrada do receptor e as notagBes Re(.) e Im(.) sdo usadas
respectivamente para parte real e parte imaginaria da grandeza
entre parénteses.

E f&cil concluir que a, tem funcio densidade de probabilidade
(fdp) de Rayleigh dada por:

fq, (@) = 20.exp(-a®).u(@) . (12)

A avdiacdo de (10) para k=i, usando-se (11) e (12) leva a
probabilidade de erro média diante de desvanecimento Rayleigh,
que é dada por [1]

E[a’] = E{P(a,)} = P, = Zﬁwm_ . (@“1)";/ ﬁ(13)
m=1 +mrl+ S
NO

Admite-se agora que k# i. Nesse caso, uma forma conveniente de
trabalhar com a expressdo (10) é a seguinte:

Elaa]=E{E[a In]Ha h]}. @

onde se deve notar que, dados h; e h, a decisdo no instante i é
condicionalmente independente da decisdo no instante k. Cabe
ainda notar que o vaor esperado condiciona E[agh,] é dado por
uma expressdo similar a (11), de modo que a equacdo (14) pode
Ser reescrita como:

Elaa] = E{P(a,).P(a,)} = E{P(@,).E[P(a,) Ih]} . (15)
onde O = |hy.

Como hy e h; sdo conjuntamente gaussianas, tem-se que,
condicionada a h;, hy é varidvel aleatoria gaussiana complexa de
média E[hJ h]= p(k-i) h; e variancia Var[hy h]=1- |o(k-i)? .
Resulta, entdo que, dado h;,, a variavel deatéria ay tem
distribuicdo de Rice, a qual sb depende de h; através de a, e é
caracterizada pela seguinte fdp:



f,,km(ﬁ):i—f. D(B *S>D BZ—BJ(B) (16)

ondeg? =1-| p(k —i) . s=| p(k —i) la,, lo() é a funcdo de
Bessel modificada de primeira espécie e ordem zero e u(.) é a
fung&o degrau unitério.
Utilizando (11) e (16),
mani pul agdes:

obtém-se, depois de agumas

E[P(@)Ih]=[P(B) T, (B)AB =

M-1 -10 (-p™* - k-i)]? Es/N mazlj
ZEW (D™ B 1A =D (Es/Ng)ma D
& m +1+my 0

m+1+my 0
(17)
2
ondey = ES_U
0
Substituindo (11) e (17) em (15), e usando (12), obtém-se:
M -1M -1
Ela,a)] = HM %M E
m= l n= 1
(_1)m+n
*(n+(m+1+my) +[n(m+1+my) + m(n+1) | p(k—i) P]Es / No
(18)

Por fim, reescrevendo (9) através de um somatorio simples em
j=|k-i|, considerando-se separadamente o termo em j=0, e usando-
se (11) e (18) obtém-se;

Var[ ps] = F’SB— PSH““ ZleMZ_l( DmmH\A , EH\A”ﬂE

m=1 n=1
L= _l 1

'jzllj L O(n+2)(m+1+ my) +[n(m+1+my) + m(n+1)|p(j)|2]ES/No
(19)

4. RESULTADOSNUMERICOS

Para ilustrar a aplicagdio dos cdculos e idéias acima
apresentados, considera-se alguns casos de um sistema FSK-4
com detecgdo ndo coerente.

Avaliou-se iniciamente a confiabilidade de algumas estimativas
parciais, obtidas a partir de uma Unica realizagdo dos processos
estocasticos envolvidos, ou segja, com N=1.

Considerou-se em primeiro lugar o espectro Doppler de Jakes
[2], com valores do produto f T entre 4,1x10™* e 4,12x10°3, sendo
fo 0 desvio Doppler maximo e T o intervalo de simbolo. Estes
valores correspondem aproximadamente a velocidades do
termina méve entre 12 e 120 Km/h, para uma freqiiéncia de
portadora tipica dos sistemas de segunda geragcdo (900MHz) e
taxa de simbolos do padréo 1S-136 (24,3 kbaud). Foram ainda
considerados dois valores da razéo E,/N,, sendo E,=Eg/log,(M) a
energia por bit na entrada do receptor.

Mostra-se na Fig. 1 as curvas da razéo 1 em fungdo do produto
foT assim obtidas. A curva cheia com asteriscos foi obtida com
Ey/Np de 10 dB e L = 1230. A curva pontilhada (com asteriscos)
foi gerada com E/Ny=20 dB e L = 11070. Os valores de Pg
correspondentes aos dois valores de E/N, em questdo sdo
8,22x102 e 9,1x10°>. Os valores de L foram escol hidos de modo
aatender a“regraprética’ mencionada na segéo 1.

A Fig. 1 ainda mostra como referéncias os vaores de | que
seriam obtido por um processo de estimagcdo a partir de L
amostras independentes da entrada do decisor. Essas referéncias
foram calculadas usando-se (5) e (13) e também podem ser
interpretadas como sendo os valores de p que seriam obtidos
num canal sem memoria, para o qua p(j)=0 se j#0. Como se vé
naFig. 1, os valores de referéncia sdo de fato muito proximos.

Nota-se na Fig. 1 que os valores de 1 apresentam uma queda
inicia significativa com o aumento do produto foT e que esta
gueda se torna menor a medida em que fp T € aumentado. Deve-se
notar que este efeito ja poderia ser previsto, uma vez que o0 a
memoéria do canal se reduz a medida que fyT é aumentado.

No entanto, os valores de 1 na Fig.1 sdo muito mais altos do que
os valores de referéncia mesmo quando se considera valores
elevados de fpT, que correspondem a casos usuamente
classificados como de desvanecimento répido no contexto das
telefonia celular mével de segunda geragdo [3]. Vé-se portanto
gue MesMOo Nesses casos 0 cana tem memdria significativamente
longa a ponto de afetar em muito a qualidade das estimativas de
probabilidade de erro.
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Fig. 1 —Vaor RMS do Erro Relativo para uma Estimativa
Parcial (N=1) com Espectro de Jakes. L = 1230 (Ey/Ny = 10 dB)
€11070 (Ey/No = 20 dB).

No que diz respeito a variagdo nos valores de E/No observa-se
uma significativa reducdo nos valores de p obtidas quando se
usou o vaor de 20 dB em relagdo aos valores obtidos com
E,/No=10 dB, devido ao aumento de L (a despeito na reducéo de
Pg). Cabe notar, no entanto que maiores reductes provavelmente
poderiam ser obtidas se o valor da estimativa final fosse obtido



através de uma média de estimativas parciais independentes
(usando N>1, portanto).

Na Fig. 2 mostra-se 0s resultados obtidos com espectro Doppler
associado a um filtro Butterworth de primeira ordem e valores do
produto BT entre 10° e 107 (B é a largura de faixa de 3 dB do
filtro correspondente). Os outros pardmetros da geracdo desta
figura foram fixados nos mesmos valores usados para se obter a
Fig.1

Em termos gerais, as caracteristicas de variagdo de pu com o
aumento dalargura de faixa do espectro Doppler sdo semelhantes
as observadas na Fig. 1. Uma comparacdo entre estas duas
figuras indica que na Fig. 2 os valores de p obtidos com Ey/Ng
de 20 dB apresentam uma reducdo mais significativa em relagcdo
aos obtidos com E/N, =10 dB,. Também se nota que os valores
de p correspondentes aos valores mais atos de largura de faixa
ficam mais préximos dos valores de referéncia na Fig. 2 do que
naFig. 1.
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Fig. 2—Vaor RMS do Erro Relativo parauma
Estimativa Parcial (N=1) com Espectro Butterworth. L = 1230
(Ex/Ng = 10 dB) e 11070 (E/No = 20 dB).

Essas diferengas entre as figuras 1 e 2 se devem principalmente
ao fato de que os valores mais elevados de BT usados para obter
aFig. 2 sdo significativamente maiores que os usados parafp T na
Fig. 1. Como consequéncia estdo contemplados na Fig. 2 casos
de canal com meméria efetivamente menor do que na Fig. 1,
justificando as diferencas entre duas figuras.

Na Fig. 3 se ilustra o comportamento do coeficiente de
correlacdo p(j) para um espectro de Jakes com fyT=4,1x10° e
para um espectro Butterworth de um polo com BT=102. Apesar
das diferencas na forma das curvas, vé-se claramente que com
estes parametros o canal com espectro de Butterworth possui
meméria muito menor do que o de Jakes.

Considera-se a seguir o efeito da variagdo de N e L
sobre a qualidade das estimativas de probabilidade de erro.
Fixou-se inicialmente a razéo E,/Ny em 10 dB e o vaor do
produto N.L em 1200, variando-se o valor de L entre 1 e 1200.
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Fig. 3— Variagdo do Coeficiente de Correlacdo entre Amostras
do Canal para Espectros de Jakes e Butterworth.

A Fig. 4 mostra os resultados obtidos, através de curvas 1 x L,
para o espectro de Jakes e 3 valores do produto fpT: 4,110,
2,06x10° e 4,12x10%  Estes vaores correspondem
aproximadamente a velocidades iguais a 12, 60 e 120 knvh,
respectivamente, para uma freqiiéncia de portadora de 900 MHz
e taxa de simbol os de 24,3 kbaud.
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Fig. 4 —Espectro de Jakes. Produto N.L = 1200. E/Ny=10 dB.

Nota-se na Fig. 4 o aumento acentuado de y com L, sendo o
menor vaor obtido com L =1 nos trés casos. Cabe notar que com
L=1 obtém-se 0 mesmo valor de , independentemente de fpT,
umavez que o processo de estimaco passa a depender apenas da
estatisitica de primeira ordem do canal, a qual ndo se modifica
com avariagdo defpT.

Também se nota na Fig. 4 que o aumento de u com L é mais
significativo quando o valor de foT é menor, o que pode ser



entendido facilmente, considerando-se que o canal tem meméria
maior para menores valores de fpT.

Na Fig. 5 s80 mostradas curvas de p em fungéo de L obtidas em
condicbes semelhantes as da Fig. 3, sendo agora considerado o
espectro Butterworth de 1 polo e os seguintes valores do produto
BT: 103, 5x10° e 102 Observa-se novamente que o melhor
valor de p é obtido com L=1 nas 3 curvas (obtém-se de fato o
mesmo valor, como explicado acima). Também se nota que o
aumento de 1 com L é maior para valores menores de BT, devido
a0 aumento namemériado canal.

Uma comparagéo entre as Figuras 4 e 5 mostra que esta
Ultima atinge valores menores de |, para 0s mesmos valores de L
eN. Isto se explica mais umavez pelo fato de que na Fig. 5 estéo
considerados de fato canais com desvanecimento mais répidos
(com menor memoria) do que naFig.4.
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Fig. 5 —Espectro Buterworth de 1 Polo. Produto N.L = 1200.
E/No=10 dB.

A Fig. 6 mostra curvas de p X L para o espectro de Butterworth
de 1 polo, considerando-se Ey/Ny=20 dB, N.L=12000 e os
mesmos valores do produto BT que foram usados para obter a
Fig. 5. Nota-se na Fig. 6 0 mesmo tipo de comportamento de [
com a variagdo de L ou de BT. Em particular percebe-se o
significativo aumento de p com L no caso em que BT=103, que
corresponde a maior meméria do canal. Cabe aqui notar que o
menor valor de 1 obtido na Fig. 6 (com L=1 e qualquer valor de
BT) foi 0,0955.

Os resultados das Figs 4, 5 e 6 evidenciam a necessidade de se
trabalhar com uma média no conjunto de redizagdes
independentes (aumentando-se N e reduzindo-se L), de forma a
se poder garantir a confiabilidade das estimativas de
probabilidade de erro. Esta necessidade é tanto maior quanto
maior for ameméria do canal. Sem querer polemizar em torno do
conceito de “desvanecimento répido”, cabe notar que situagdes
assim classificadas podem de fato envolver um canal com
meméria de comprimento longo.
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Fig. 6 —Espectro Butterworth de 1 Polo. Produto N.L = 12000.
Ey/No=20 dB.

5. CONCLUSOES

Os resultados deste trabalho evidenciam o impacto da meméria
do canal sobre a confiabilidade das estimativas de probabilidade
de erro, indicando ser necess&rio uma escolha cuidadosa dos
parémetros da simulagdo para se atingir de forma eficiente os
niveis de confiabilidade desejados.

O artigo oferece orientagBes gerais para esta escolha e mostra a
importancia de se avaiar a estimativa da probabilidade de erro
através de uma “média de estimativas parciais independentes’,
até mesmo em aguns casos usuamente considerados como de
desvanecimento répido.

Com base nos resultados deste trabalho pode-se afirmar que uma
maneira eficiente de obter estimativas confiaveis é fixar o vaor
de L em fungdo do processamento de recepcdo (nos exemplos
numéricos aqui apresentados a melhor escolha seria L=1), e
escolher 0 nimero de estimativas parciais independentes (N)
suficientemente elevado a ponto de se obter o valor de p
desgjado. As andlises deste artigo fornecem as expressoes para se
aplicar este procedimento a transmissdo FSK-M nédo coerente em
canais com desvanecimento plano. A sua extensdo para outros
tipos de demodul adores sera objeto de trabal hos futuros.
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