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Resumo

O Lempel-Ziv’78 (LZ78) é um codificador universal que
tem inspirado v́arios esquemas práticos de compressão de
dados. Embora ele seja assintoticamenteótimo, i.e., sua
taxa de compressão converge para a entropia da fonte, o
procedimento de partição da seq̈uência de entrada não é
ótimo. Encontrar a partiç̃aoótima de uma seq̈uência de en-
trada para oLZ78 é um problema NP-completo e por esta
raz̃ao pouco se sabe sobre o ganho que uma partição mais
eficiente produziria noLZ78. Neste trabalho, a partição
ótima doLZ78 é analisada.É apresentado um resultado
que mostra que o ganho da partição ótima ñao é significa-
tivo, no sentido de que o número de segmentos produzidos
por esta partiç̃ao tem o mesmo comportamento assintótico
do ńumero de segmentos produzidos pela partição original
do LZ78. Este trabalho ainda apresenta um algoritmo que
calcula um limitante inferior para o número de segmentos
gerados pela partiçãoótima, para uma seqüência de entrada
arbitŕaria. Este algoritmóe utilizado para medir o desem-
penho de dois ḿetodos de partiç̃ao diferentes.

Palavras-Chave: codificaç̃ao de fonte, codificaç̃ao univer-
sal, compress̃ao de dados, codificadores via recorrência de
padr̃oes.

1. INTRODUÇÃO

O algoritmoLZ78 é um compressor de dados baseado na
técnica de casamento de padrões recorrentes. Ele foi pro-
posto em [1] para resolver o problema da codificação uni-
versal. No artigo original, foi mostrado que dada uma fonte
erǵodica arbitŕaria, a taxa de compressão obtida peloLZ78,
quando aplicado em uma seqüência produzida pela fonte,
converge com probabilidade1 para a entropia da fonte. De-
vido a sua simplicidade e a sua eficiência na pŕatica, oLZ78
se tornou bastante popular, dando origem a diversas vari-
antes do algoritmo original. Um dos algoritmos mais uti-
lizados na pŕaticaé conhecido comoLZW e foi proposto
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em [2]. O LZW possui um desempenho melhor que o
LZ78, com um ganho de aproximadamente10% na pŕatica.

Um codificadoré dito universalpara uma determinada
classe de fontes se a taxa de compressão obtida por este
codificador, quando aplicado em uma seqüência emitida por
qualquer fonte desta classe, converge para a entropia desta
fonte. Esta converĝencia ocorre quando o comprimento da
seq̈uência de entrada cresce indefinidamente. No entanto,
as seq̈uências de dados que existem na prática s̃ao limi-
tadas. Por esta razão,é fundamental analisar o desempenho
dos codificadores universais quando eles são aplicados em
seq̈uências de comprimento finito. Esta análise pode ser re-
alizada atrav́es da redund̂ancia de um codificador universal.
SejaΨ uma classe de fontes eS ∈ Ψ uma fonte cuja saı́da
é uma seq̈uência aleat́otriaXn

1 = X1 . . . Xn, ondeXi pode
assumir valores em um conjuntoA, denominado alfabeto
da fonte. SejaC um codificador universal para a classeΨ.
A redund̂ancia deC relativaà fonteS é definida por

Rn
C(S) =

E[|C(Xn
1 )|]−H(Xn

1 )
n

, (1)

onde|C(Xn
1 )| representa o comprimento da palavra código

C(Xn
1 ) e E[|C(Xn

1 )|] representa o seu valor esperado. A
entropia deXn

1 é representada porH(Xn
1 ). A redund̂ancia

deC relativaà classeΨ é definida por

Rn
C(Ψ) = max

S∈Ψ
{Rn

C(S)} (2)

Um importante resultado da teoria da codificação de fon-
te diz que seΨ é a classe de fontes sem memória, ent̃ao a
menor redund̂ancia que um codificador universal pode atin-
gir é Rn

C(Ψ) = O( logn
n ) [3]. Este mesmo resultado vale

seΨ é a classe de fontes markovianas ou a classe de fontes
com ńumero de estados finito (FSM) [3, 4, 5, 6]. Recen-
temente, foi mostrado que a redundância doLZ78 é igual
a O( 1

logn ), quandoΨ é a classe de fontes sem memória, a
classe de fontes markovianas, ou a classe de fontes FSM
[7, 8, 9].

Embora oLZ78 não sejaótimo para seq̈uências fini-
tas, emitidas por fontes com memória finita, eleé ampla-
mente utilizado na prática. Na verdade, os codificadores



que atingem a redundânciaótima possuem alta complexi-
dade computacional e sua utilização em diversas aplicações
é inviável.

Sejaxn
1 uma realizaç̃ao deXn

1 . Para codificar a seqüên-
ciaxn

1 , o LZ78 particiona esta seqüência em segmentoss1,
. . . , sm (xn

1 = s1 . . . sm) e depois codifica cada segmen-
to si separadamente. A partição e a codificaç̃ao s̃ao reali-
zadas com base em um dicionário adaptativo que depende
dos segmentos que estão sendo criados. Desta forma, o de-
sempenho do codificador depende diretamente da partição.
No entanto,́e posśıvel mostrar que a partição realizada pelo
LZ78 não é ótima [10, 11, 12]. Aĺem disso,é posśıvel
mostrar que o problema de encontrar a partição ótima de
uma seq̈uência arbitŕaria xn

1 é NP-completo. Este mesmo
resultado tamb́em vale para a versãoLZW [11].

Em [10] é apresentado um procedimento para encon-
trar a partiç̃aoótima de uma seq̈uência, quando o dicionário
é fixo. Embora este não seja o caso doLZ78 e nem do
LZW , este procedimento pode ser utilizado para melhorar
o desempenho destes codificadores. Em [12],é apresentado
uma vers̃ao doLZW que utiliza esta t́ecnica e produz um
ganho em torno de5% sobre oLZW . A partiç̃ao realizada
pelo codificador proposto em [12], conhecido comomm-
LZ78, est́a entre as melhores da literatura para oLZW .

Como o problema da partição ótima doLZ78 é NP-
completo, o ganho que pode ser obtido nesta etapa do codifi-
cadoré desconhecido. Neste trabalho, este problemaé ana-
lisado.É apresentado um teorema que mostra que a partição
ótima ñao altera o comportamento assintótico do ńumero de
segmentos da partição. Embora isso ñao seja suficiente para
garantir que o comportamento assintótico da redund̂ancia
do codificador ñao se altera, este resultado mostra que o
ganho que pode ser obtidoé pequeno. Este trabalho ainda
apresenta um algoritmo que calcula um limitante inferior
para o ńumero de segmentos produzidos pela partiçãoótima
doLZ78 (que com uma simples modificação pode ser apli-
cado para oLZW ). Este algoritmóe utilizado para medir o
desempenho da partição original doLZW e o desempenho
da partiç̃ao domm-LZ78.

A seç̃ao 2 apresenta o conceito de partição geńerica do
LZ78, indicando a partiç̃ao original doLZ78 e a partiç̃ao
ótima. O algoritmo pŕatico que calcula um limitante infe-
rior para o ńumero de frases da partição ótima doLZ78 é
proposto na seção 3. A seç̃ao 4é dedicada aos resultados
obtidos. A conclus̃aoé apresentada na seção 5, fechando o
trabalho.

2. PARTIÇÃO ÓTIMA DO LZ78

Para definir o quée a partiç̃ao ótima doLZ78, é preciso
introduzir o conceito de uma partição geńerica para oLZ78.
A idéiaé estabelecer as propriedades que uma partição deve
satisfazer para que possa ser utilizada em conjunto com o

codificadorLZ78. Com base nestas propriedades,é posśı-
vel definir uma partiç̃ao geńerica.

Conforme descrito anteriormente, oLZ78 particiona a
seq̈uência de entradaxn

1 em segmentoss1, . . . , sm e codi-
fica cada segmento com base em um dicionário adaptativo.
Na verdade, cada segmentosi é tal quesi = sjv, ondej < i
e v ∈ A, i.e., o segmentosi é uma ćopia de um segmento
anteriorsj concatenado a um sı́mbolov do alfabeto da fonte
A. Sendo assim, o segmentosi pode ser codificado através
dej ev.

2.1. Partição Geńerica do LZ78

Sejas1 = xn1
1 , s2 = xn2

1+n1
, . . ., sm = xn

1+nm−1
uma

partiç̃ao da seq̈uênciaxn
1 . Sejaπ(xn

j |D) o maior prefixo de
xn

j que pertence ao conjuntoD. Seja{Di} a seq̈uência de
dicionários obtidos pelas seguintes regras.

1. D1 = A,

2. ∀ i = 1, . . . , m, D1+i = Di ∪ {π(xn
1+ni−1

|Di)v :
v ∈ A}.

A partiçãos1, . . . , sm dexn
1 é dita ser uma partição geńerica

doLZ78 sesi ∈ Di, i = 1, . . . ,m.

2.2. Partição Original do LZ78

O codificadorLZ78 comprime a seq̈uência de entradaxn
1 ,

particionando a seqüência em segmentoss1, . . . , sm(LZ78),
s1 = xn1

1 , s2 = xn2
1+n1

, . . ., smLZ78 = xn
1+nmLZ78−1

, tal
que si é o maior prefixo dexn

1+ni−1
que pertence ao di-

cionário Di = {sjv : j < i, v ∈ A}. Após a partiç̃ao,
o LZ78 codifica o segmentosi utilizando um ćodigo que
mapeiaDi em seq̈uências de bits de comprimento fixo. Des-
ta forma, o comprimento da palavra código de um segmento
é dado pordlog2 |Di|e e o comprimento da palvara código
da seq̈uência de entradáe dada por

|LZ78(xn
1 )| =

mLZ78
∑

i=1

dlog2 |Di|e. (3)

O LZ78 é um algoritmo que busca minimizar a razão
|Ci(si)|
|si| a cada passo, escolhendosi como o maior prefixo

em Di (como no passoi, |Di| é constante, então |Ci(si)|
é constante e portanto minimizar a razão |Ci(si)|

|si| é equiva-
lente a maximizar|si|). No entanto,́e fácil ver que estée
um procedimento que busca uma minimização local. Na
verdade, o objetivo do codificador deveria ser minimizar a
raz̃ao |LZ78(xn

1 )|
n . Conforme ressaltado em [10, 11, 12], esta

minimizaç̃ao local ñao atinge o ḿınimo global.



2.3. Partição Ótima do LZ78

A melhor partiç̃ao geńerica doLZ78 é aquela que minimiza
a raz̃ao |LZ(xn

1 )|
n . Através da equaç̃ao (3)é posśıvel observar

que este problemáe equivalente ao problema de encontrar a
partiç̃ao geńerica que produz o menor número de segmen-
tos. De fato, seguindo as regras estabelecidas na seção 2.1
para o diciońario |Di|, é posśıvel observar que|Di| = i|A|.
Portanto, a equação (3) pode ser reescrita da forma

|LZ78(xn
1 )| =

m
∑

i=1

dlog2 i|A|e,

e isso mostra que minimizar|LZ(xn
1 )|

n é equivalente a mini-
mizar o ńumero de segmentos.

Sendo assim, a partiçãoótima doLZ78 pode ser definida
facilmente. Uma partiç̃ao geńerica doLZ78 é ótima se
não existe outra partição geńerica com um ńumero menor
de segmentos.́E importante ressaltar que a partição ótima
pode ñao seŕunica.

Embora seja f́acil definir a partiç̃ao ótima doLZ78, é
importante ressaltar que a tarefa de encontrar uma partição
ótima ñaoé fácil. De fato, conforme mencionado na seção
1, estée um problema NP-completo, vide [11].

3. ALGORITMO PR ÁTICO PARA O C ÁLCULO DE
UM LIMITANTE INFERIOR PARA A PARTIÇ ÃO

ÓTIMA

A partir da definiç̃ao da partiç̃ao geńerica doLZ78, é pos-
śıvel observar que existem dois obstáculos intŕınsicos ao al-
goritmoLZ78 que dificultam a procura do pontoótimo. O
primeiro obst́aculo est́a relacionadòa estrutura do diciońa-
rio. O segundóe devido ao procedimento de atualização
do diciońario, que para uma dada seqüência de entradaxn

1
fixa, pode produzir diciońarios diferentes (pois eles depen-
dem da partiç̃ao). Para encontrar um limitante inferior para
o número de segmentos da partição ótima doLZ78, este
trabalho apresenta um algoritmo de partição que retira estes
obst́aculos. Retirando os obstáculos, este algoritmo faz com
que a minimizaç̃ao global possa ser atingida através de mini-
mizaç̃oes locais. No entanto, esta modificação faz com que
a partiç̃ao ñao seja mais uma partição geńerica doLZ78.

Embora esta partição ñao seja uma partição geńerica do
LZ78, ela pode ser utilizada para medir o desempenho de
partiç̃oes doLZ78, pois produz um ńumero de segmentos
menor que o ńumero de segmentos da partição ótima. Esta
partiç̃ao seŕa chamada de partição-LZ78∗.

Na partiç̃ao do codificadorLZ78, a estrutura do dicio-
nário permite que um par de frases(si, s1+i), obtido por
minimizaç̃oes locais (i.e., o paŕe composto pelo prefixo
mais longo dexn

1+ni−1
e pelo prefixo mais longo dexn

1+ni

emDi ×D1+i) não seja o melhor par (i.e. o par emDi ×

D1+i que concatenado forma o maior prefixo dexn
1+ni−1

),
para maiores detalhes ver [12]. Em alguns casos,é interes-
sante tomar um segmentosi reduzido, pois isso pode tornar
o próximo segmentos1+i mais longo e fazer com que o par
comsi reduzido seja melhor que o par original. No entanto,
se o diciońario fosse tal que sed ∈ Di ent̃ao todos os su-
fixos ded tamb́em pertencessem aDi, este problema nunca
ocorreria. Isso evitaria o primeiro obstáculo.

O segundo obstáculo, que faz com que diferentes parti-
ções produzam diferentes dicionários, tamb́e pode ser evi-
tado. Em cada passo doLZ78, apenas as extensõessiv,
v ∈ A, de si = xn1+i

1+ni
são adicionadas no dicionário. O

problemaé que o segmentosi começa em um ponto bem
espećıfico que depende do segmentosi−1 e consequente-
mente depende da partição. Note que as extensões dexn1+i

2+ni

não ser̃ao inclúıdas no diciońario. A prinćıpio, não existe
raz̃ao alguma para que isso ocorra. Isso pode ser evitado
expandindo o diciońario. A cada passo, ao invéz de incluir
apenas as extensões desi, a partiç̃ao-LZ78∗ tamb́em in-
troduz no diciońario todas as extensões dos sufixos desi.
É interessante observar que este procedimentoé suficiente
para transpor os dois obstáculos.

LZ78∗-parsing

Sejaxn
1 uma seq̈uência de entrada. Então a partiç̃ao-LZ78∗

é definida pors1 = xn1
1 , . . . , smLZ78∗ = xn

1+nmLZ78∗−1
, tal

que para todoi = 1, . . . , mLZ78∗ , si é o prefixo mais longo
dexn

1+ni−1
que pertence ao dicionárioDi, ondeDi é tal que

1. D1 = A,

2. D1+i = D`
i , onde` é o comprimento desi e Dk

i =
Di ∪ {π(xn

k+ni−1
|Dk−1

i )v : v ∈ A}, k = 1, . . . , `.

A partir da discuss̃ao acima,́e posśıvel concluir que a
partiç̃ao-LZ78∗ produz um ńumero de segmentos menor
que o ńumero de segmentos produzido pela partição ótima
doLZ78. É importante observar no entanto, que esta parti-
ção ñaoé uma partiç̃ao v́alida para oLZ78.

É fácil observar que o mesmo procedimento realizado
para oLZ78 poderia ter sido realizado para oLZW . Sendo
assim, tamb́emé posśıvel criar um algoritmo que calcula um
limitante inferior para o ńumero de segmentos da partição
ótima doLZW . Este algoritmo será chamado de partição-
LZW ∗.

4. RESULTADOS

O objetivo deste trabalhóe medir qual o ganho que um al-
goritmo de partiç̃ao eficiente pode fornecer ao codificador
LZ78. Para isso, a partição ótima do LZ78é analisada.
O primeiro resultado do trabalho mostra que o número de
segmentos de uma partiçãoótima doLZ78 possui o mesmo



Tabela 1: Ńumero de Segmentos produzidos peloLZW e
peloLZW ∗

Arquivo - xn
1 |xn

1 | LZW LZW ∗ Ganho
alice29.txt 152089 35074 28385 23.5%
asyoulik.txt 125179 31374 25856 21.3%

cp.html 24603 7474 6125 22.0%
fields.c 11150 3542 2848 24.4%

grammar.lsp 3721 1409 1185 19.0%
kennedy.xls 1029744 156979 153713 2.1%
lcet10.txt 426754 84345 67320 25.3%

plrabn12.txt 481861 100954 83485 20.9%
ptt5 513216 35058 28555 22.8%
sum 38240 12527 10536 18.9%

xargs.1 4227 1792 1542 14.0%

comportamento assintótico que o ńumero de segmentos pro-
duzidos pela partiç̃ao original doLZ78. Este resultadóe
apresentado a seguir.

Teorema 1 Sejaxn
1 uma seq̈uência emitida por uma fonte

ergódica. Sejamo o número de segmentos de uma partição
ótima doLZ78 emLZ78 o número de segmentos produzidos
pela partiç̃ao original doLZ78. Ent̃ao a seguinte relaç̃ao
é satisfeita.

lim
n→∞

mo

mLZ78
= 1, com prob. 1

A demonstraç̃ao do teoremáe apresentada no apêndice.
É importante ressaltar que este resultado não garante que a
otimizaç̃ao da partiç̃ao ñao produza uma melhora no com-
portamento assintótico da redund̂ancia do codificador. No
entanto, ele garante que se existir algum ganho, ele será
pequeno. De fato,́e posśıvel mostrar que este ganho, se
houver, ñao faz com que o codificador atinja a redundância
mı́nima para fontes sem memória, para fontes markovianas,
ou para fontes FSM.

O segundo resultado deste trabalhoé relativo ao algo-
ritmo pŕatico que calcula um limitante inferior para o núme-
ro de segmentos da partiçãoótima. Como na pŕatica o codi-
ficadorLZW é a vers̃ao mais utilizada doLZ78, os testes
foram realizados para esta versão. Para medir o desem-
penho dos algoritmos de partição, foi utilizado o conjunto
de teste para codificadores sem perda, conhecido comoCan-
terbury Corpus[13]. Os ńumeros de segmentos obtidos
para os arquivos doCanterbury Corpusatrav́es doLZW
e atrav́es da partiç̃ao-LZW ∗ são apresentados na Tabela 1.

Os resultados da Tabela 1 mostram um ganho em torno
de20%. No entanto,́e importante ressaltar que o algoritmo
LZW ∗ utiliza um diciońario com muito mais elementos
que o diciońario doLZW . Isso tamb́em contribui para o

Tabela 2: Ńumero de Segmentos produzidos pelomm-
LZ78

Arquivo - xn
1 |xn

1 | mm-LZW Ganho
alice29.txt 152089 33329 17.4%
asyoulik.txt 125179 30140 16.6%

cp.html 24603 6943 13.4%
fields.c 11150 3246 14.0%

grammar.lsp 3721 1321 11.5%
kennedy.xls 1029744 155990 1.5%
lcet10.txt 426754 78883 17.2%

plrabn12.txt 481861 97196 16.4%
ptt5 513216 33663 17.9%
sum 38240 11773 11.7%

xargs.1 4227 1712 11.0%

ganho doLZW ∗. No caso da partiç̃aoótima doLZW , o di-
cionário teria menos elementos que o dicionário doLZW ,
pois o ńumero de elementos do dicionário é diretamente
proporcional ao ńumero de segmentos, quando a partição
é uma partiç̃ao geńerica doLZW . Sendo assim, este ganho
não seria t̃ao elevado. O resultado doLZW ∗ tamb́em foi
comparado com o resultado domm-LZ78, proposto em
[12]. Os resultados são apresentados na Tabela 2.

Da Tabela 2,́e posśıvel observar que oLZW ∗ produz
um ganho em torno de15% sobre omm-LZ78. Este tra-
balho conjectura que grande parte deste ganho seja devido
ao crescimento acelerado do dicionário doLZW ∗.

5. CONCLUSÃO

Este trabalho apresentou uma análise da partiç̃ao ótima do
codificadorLZ78. Foi provado que a partição ótima ñao
produz ganho algum no comportamento assintótico do ńu-
mero de segmentos gerados pela partição. Embora este fato
não seja suficiente para garantir que o comportamento assin-
tótico da redund̂ancia ñao se altera, elée suficiente para
garantir que a partiç̃ao ótima ñao torna oLZ78 um co-
dificador ótimo, quando a figura de ḿerito é o comporta-
mento assint́otico da redund̂ancia. Utilizando um algoritmo
prático, oLZ78∗, este trabalho apresentou uma forma de
calcular um limitante inferior para o número de segmentos
gerados pela partição ótima doLZ78. Este algoritmo foi
implementado para a versão LZW e os resultados foram
comparados com os resultados de algoritmos de partição
utilizados em vers̃oes doLZW . Os resultados mostram um
ganho em torno de20% sobre oLZW e em torno de15%
sobre omm-LZ78.



Apêndice

Este ap̂endice apresenta a demontração do teorema 1, intro-
duzido na seç̃ao 4.
Demonstraç̃ao: Sejaxn

1 uma seq̈uência emitida por uma
fonte erǵodica. Sejamo o número de segmentos de uma
partiç̃ao ótima da seq̈uênciaxn

1 para o codificadorLZ78 e
sejamLZ78 o número de segmentos produzido pelo algo-
ritmo original doLZ78. Pelo Teorema 12.10.1 de [14],é
posśıvel afirmar que

mLZ78dlog2 (mLZ78|A|)e
n

→ H, com Prob. 1, (4)

ondeH é a entropia da fonte. Além disso, como a taxa de
compress̃ao doLZ78 converge paraH,

∑mo
i=1dlog2 (i|A|)e

n
→ H, com Prob. 1

Portanto,
∑mLZ78

i=1 dlog2 i|A|e
n

−
∑mo

i=1dlog2 i|A|e
n

→ 0, com Prob. 1

(5)
Os somat́orios da equaç̃ao acima podem ser calculados uti-
lizando a seguinte identidade.

K2
∑

i=K1

ai = (K2−K1+1)aK2−
K2−1
∑

i=K1

(i+1−K1)(ai+1−ai),

(6)
que é uma simples generalização do exemplo 1.2.4-42 de
[15]. Sendo assim, de (5) e (6),

0 ≤ 1
n

((mLZ78 −mo) dlog2 (|A|mLZ78)e −K) → 0,

com Prob. 1. MasKn → 0, com Prob. 1, logo,

1
n

(mLZ78 −mo) dlog2 (|A|mLZ78)e → 0, com Prob. 1,

ou

mLZ78dlog2 (|A|mLZ78)e
n

(

1− mo

mLZ78

)

→ 0, (7)

com Prob. 1. De (4) e (7),

H
(

1− mo

mLZ78

)

→ 0, com Prob. 1

Portanto mopt

mLZ78
→ 1, com Prob. 1, o que conclui a demons-

traç̃ao do teorema.
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