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RESUMO

Neste trabalho, sdo apresentadas expressdes para a
determinacdo da ordem e do tempo de atraso de filtros com
caracteristicas otimizadas no tempo e na fase. Também sdo
discutidos alguns aparentes paradoxos relativos a esses
filtros.

1. INTRODUCAO

Em certas aplicacBes de filtragem (Fisica Nuclear [1];
implementacdo de filtros Linkwitz-Riley, que apresentam
um melhor desempenho para 0 UsO em crossovers em
sistemas de som [2]; filtros de linhas em transmisséo de
dados [3]), as caracteristicas temporais (CT) €/ou de fase
(CF) s30 consideradas mais relevantes do que as
caracteristicas de atenuacdo (CA). Como é sabido,
melhores CT e CF implicam em piores CA e vice-versa.
Assim, uma melhor CF esta sempre associada a uma
melhor CT. Entenda-se por melhor CF menor dispersdo de
fase, ou de atraso de fase ou de grupo, e por melhor CT,
menor tempo de atraso e menor valor de overshoot na
resposta ao degraul.

Quando se busca satisfazer a requisitos simulténeos de
amplitude e fase, ou de amplitude e resposta temporal, é
comum o uso de equalizadores de fase (filtros do tipo
all-pass) [4,5] em cascata com os filtros da aplicacéo ou,
entdo, o uso de uma solugdo que empregue exclusivamente
filtrostransicionais [6].

Existem aproximacdes que exibem muito boas CF e CT em
detrimento de suas CA, como, por exemplo, os filtros
Bessel (BS) [7], Gauss (GS) [8] e Multiplicidade-n (MN)
(Synchronously Tuned) [8].

Em [7], é apresentada uma metodologia relativamente
simples e eficiente para a determinacdo da ordem e da
fregliéncia de normalizacdo de filtros BS (ver APENDICE).
Neste trabalho, uma abordagem semelhante tem sido
aplicada aos filtros GS e MN. Adicionadmente, sio
derivadas expressdes para a determinacdo dos tempos de
atraso, como também sdo discutidos alguns pontos
aparentemente paradoxais desses filtros classicos.

2. DEFINICOES

2.1 Frequéncia de Normalizagdo

As especificagdes de magnitude de um filtro passa-baixas
(PB) sdo dadas por [9]: freqUéncia limite da banda
passante, o, ; freqliéncia limite da banda de rejeicéo, o ;
méxima atenuagcdo permitida na banda passante, A, ;
minima atenuagdo exigida na banda de rejeicdo, A, -
Essas especificagbes s8o ilustradas na Fig. 1, para
freguiéncias normalizadas.
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Figura 1. Gabarito de um filtro passa-baixas com
freguiéncias normalizadas.
Algumas fungdes de aproximagao sdo definidas através de
uma fungdo caracteristica K (o) [9] e deum valor de A,

desgjado (por exemplo, as fun¢bes Chebyshev, Chebyshev
Inverso, Butterworth, Legendre, Cauer). No entanto, em
outros casos (como para as funges BS, GS e MN), é
obtida inicialmente uma funcdo H(s') e, posteriormente,

através da fungdo A(w') = 20log|H (s)|s,:jm,, determina-se
a freqliéncia »,, (ver Fig. 2), para a qual se obtém uma
determinada atenuagdo maxima. Entéo, de forma a obter a
desgjada atenuacdo A, na freqiéncia o©,, duas
desnormalizacBes devem ser efetuadas simultaneamente.
Assim, multiplica-se a varidvel complexa s por o, , ta
que, na fregléncia unitdria, a atenuagcdo segja A, €
divide-se por ,, de modo a0 satisfazer o requisito de

freqliéncia de corte desgjado. Portanto, a variavel S na
equacdo normalizada deve ser subgtituida por
S=so,/w,. Para uma funcdo de primeira ordem

T(s) =1/(s+1) , tem-se o, = (10" —1)V2,
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Figura 2. Obtencéo de A, no limite da banda

passante para os filtros Bessel, Gauss e
Multiplicidade-n.

2.2 Tempo de Atraso

Para filtros com ordem n> 2, define-se, como tempo de
atraso t,, o tempo em que ocorre a maxima amplitude da
resposta a0 impulso, que também é o tempo
correspondente ao ponto de inflexdo da segunda derivada
da resposta ao degrau, conforme mostrado na Fig. 3. Para
uma funcdo de primeira ordem, essa definicdo ndo se
aplica, pois esse tempo resultaria em infinito. Para a
funcdo desnormalizada, o tempo €& dado por
t,=f(noy/w,, onde f(n) depende do tipo de filtro e

da ordem.
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Figura 3. Tempo deatraso t, .

2.3 Filtro Gauss

O filtro Gauss, dentre todos os filtros polinomiais classicos
com polos complexos (Chebyshev, Legendre, Butterworth,
Bessel e Gauss), é o que (em uma dada ordem e um dado
A.) apresenta, para a resposta ao degrau, 0 menor
overshoot e 0 menor tempo de atraso. E importante
mencionar que a literatura corrente classifica os filtros
Gauss como filtros que ndo apresentam overshoot para a
resposta ao degrau [10]. No entanto, tal afirmacéo ndo se
verifica para funces com ordens diferentes de 1.

E possivel demonstrar que um filtro com fase linear
apresenta resposta ao impulso perfeitamente simétrica
[11]. Como a transformada de Fourier inversa de uma
fungdo gaussiana € também uma fungdo gaussiana (e
portanto simétrica), a funcdo atenuagdo de um filtro Gauss
ideal apresenta fase linear, sendo expressa por:

H(o) =€ "x e . (1)
Logo, a magnitude desta funcéo ao quadrado é
|H(0)| =" )

A partir da funcdo magnitude elevada ao quadrado dada
por (2), as fungdes realizaveis dos filtros Gauss sdo obtidas
por expansao em série, Como Segue:

H (@) i _ ©)

i=0
Usando continuagdo analitica, pode-se obter uma
aproximacdo de ordem n para H(s") a partir da seguinte
expressao:

e -3 s @

Escolhendo-se as raizes s, de (4), situadas no semiplano
lateral esquerdo (SPLE), tem-se:

H(s)=[T(s=s) = S"+a,, S" - +as+a. (5)
k=1

Para uma desgjada atenuagddo A, determinase a
freqliéncia o, e, em seguida, calculam-se as novas raizes
S =S,/ o, . Dessa forma, é obtido um ganho —-A,, na
frequéncia unitéria da funcdo Gauss T(S)=c,/H(S),
onde:

HE) =]]G-5)=5"+c, "' ++c5+G,. (6)
k=1

Propde-se, neste trabalho, para o filtro Gauss, apresentar

expressdes analiticas aproximadas para a determinagdo da

freqiiéncia o, , daordem n e do tempo de atraso t, .



2.4 Filtro Multiplicidade-n

Dentre todos os filtros passa-baixas polinomiais, o filtro
com poélos reais Multiplicidade-n € o que apresenta o
menor tempo de atraso da resposta temporal. Além disso,
tal funcdo ndo apresenta caracteristicas oscilatérias, ou
sgja, é isento de overshoot em sua resposta ao degrau.
Filtros com pélos reais ndo sdo normal mente mencionados
nas literaturas que abordam Teoria de Aproximagéo, por
apresentarem caracteristicas de atenuagcdo muito pobres,
relativamente a todos os outros tipos de funcdes de
aproximacao com pdélos complexos. Quando se desgja uma
caracteristica temporal adequada a certos requisitos
impostos pela aplicagdo, é natural lancar méo da
aproximacdo Gauss. Todavia, a op¢do por filtros com
polos reais ndo deve ser ignorada. No caso especifico de
pélos reais, naturalmente que, sob o ponto de vista de
melhor caracteristica temporal, a melhor opcéo seria um
filtro de primeira ordem. Esse, por suavez, é o caso limite
de filtros com podlos reais de ordem n com um pdélo
dominante. No entanto, a sua caracteristica de atenuacdo
s6 iria atender a problemas muito particulares. Assim,
considerando somente a atuagdo de pdlos reais, a melhor
caracteristica de amplitude é satisfeita com um filtro com
pdlos reais coincidentes, ou sgja, o filtro Multiplicidade-n.

A funcdo ganho de um filtro Multiplicidade-n é dada por:

T(s) = 1 = !
H(s) (s+1)"°

()

Substituindo-se s' por s'=®,S em (7), tem-se:

1 Waey)

T() = 1 _
CHGB) (0,85+D)" [5+@o )’

(8)

que apresenta n pdlos coincidentesem §, = —-(1/o,) para
k=1..,n.

Propde-se, para este trabalho, determinar uma expressao
analitica para a obtencdo da frequéncia o, para o filtro

Multiplicidade-n, como também apresentar uma inequagéo
gque auxilie a determinacdo da ordem n e derivar uma
expressdo para o caculo do tempo de atraso t, .

3. PARADOXOS

Os filtros GS e BS se constituem em uma excegdo no
conjunto geral dos filtros classicos com pélos complexos,
pois ambos sdo aproximagdes de ordem n de fungdes que,
no limite, apresentam fase linear. 1sso faz com que, quanto
maior a ordem, melhores sero as CT e CF (com excegdo
do tempo de resposta que obviamente aumenta com a
ordem). Para as outras aproximacOes, tais como: Cauer,
Chebyshev Modificado, Chebyshev, Legendre,
Butterworth, e outras, quanto maior a ordem, pior seréo as
CT eCF.

Por outro lado, os filtros GS e BS apresentam um aparente
paradoxo. As melhores CT estdo sempre associadas a
melhores CF. No entanto, para uma dada ordem e méaxima
atenuacd0 (Ana), 0s filtros GS (dentre os filtros
polinomiais cléssicos com polos complexos) exibem uma
melhor simetria da resposta a0 impulso e,
consegiientemente, devem apresentar uma menor dispersao
de fase. No entanto, os filtros BS (dentre os filtros
polinomiais classicos com polos complexos) sdo
conhecidos por exibirem menor dispersdo de fase para uma
mesma ordem n e atenuagdo A.. Portanto, como se
justifica este aparente paradoxo? O que acontece € que a
resposta ao impulso considera o completo espectro em
fregliéncia do filtro em quest&o. Logo, a dispersdo de fase
de um filtro GS considera a banda inteira de fregtiéncia. Os
filtros BS, por sua vez, apresentam menor dispersdo de
fase considerando-se “somente a banda passante”. Logo,
ndo se deve esperar uma melhor caracteristica temporal
desse dltimo.

Um outro aparente paradoxo se verifica em relagdo a
caracteristica de atenuacdo de um filtro GS. Para uma dada
ordem n, quando a freqiiéncia tende ao infinito, em geral as
funcbes de magnitude tendem a apresentar uma inclinacéo
assintética de —20ndB/década. No entanto, quando a
ordem de um filtro Gauss tende para o infinito, a curva de
magnitude tende a uma gaussiana e, portanto, a inclinacdo
ndo tende para o infinito. Esse aparente paradoxo se
explica quando se compara o valor dos coeficientes da
funcao da equacio (5). A medida que a ordem aumenta, 0s
valores dos coeficientes de mais alto grau tornam-se
irrelevantes em relac8o a outros coeficientes. Logo, ndo se
pode dizer que, quando n tende para o infinito, a funcdo da

equacdo (5) tende para s'".

4. FREQUENCIA DE NORMALIZACAO,
ORDEM E TEMPO DE ATRASO DE
FILTROS GAUSS

4.1 Calculo da Ordem e de oy (Descricéo do
M étodo)

Com base nas especificacdes de magnitude de um filtro
passa-baixas, considerando-se uma  aproximacdo
assintética da magnitude da fungdo de transferéncia desses
filtros e restringindo-se a abrangéncia da faixa dos
parémetros de projeto, pode-se determinar A, pela

seguinte expressdo, vélida para ordens entre 2 e 16:

A= (N, AL)+20nloga,, 9
onde:

o.=0/o,. (20



A faixa de valores dos parémetros utilizados para a
obtencdo das expressdes do desenvolvimento em questdo
S80 as seguintes:
0,=2
2<n<16
0,2< A, <300dB

A, >85dB

1
K, +20log@, ~[ (K, + 20l0g@,)* ~1,009(K, - A,,) |?

n=21+int
0,504
(11)
K, =-0, 009392Aiax +0, 1093Aiax —-0,02069A,,, +7,4350
(12)

K, =-10,9947 +9,4768log A, +0,03434A .. (13)

Assim, a requerida ordem n, para a funcdo de
transferéncia do filtro, é obtida de forma aproximada
através da expressdo (11), onde int[] representa a
operacao de extracdo da parte inteira.

A equacdo (6) representa a funcdo de transferéncia do
filtro normalizada. De forma a obter a desgjada atenuacéo
A... nafreqiéncia o, multiplica-se a variavel complexa
S por oy =wye € dividese por o,. Portanto, na
equacdo (6), avaridvel S deve ser substituida por:

50}

— N(GS)
S=—""7" 14
o, (14)
Uma expressdo aproximada (obtida de forma

experimental) para a determinagéo de o ¢ € dada por:

Onees = Ki+K109 (A, ) +K A (15)
K. =0,2869-0,3107e *®%" (16)
K, = 0,2540 0, 63076 13" (17)
K. =0,05905+0,3459e -¢". (18)

4.2 Restrigdes para o Uso do M étodo

A edtratégia empregada neste trabaho para o
desenvolvimento de uma metodologia analitica de projeto
de filtros Gauss é fundamentada em uma aproximacéo
assintética da magnitude da fungdo de transferéncia desses
filtros. Essa aproximacdo limita a faixa de utilizagdo dos
parémetros requeridos no projeto do filtro. Entretanto, essa
restricdo ndo chega a se constituir em uma séria limitagdo
paraamaior parte dos casos préticos.

A expressdo (11) permite o calculo aproximado da ordem
de um filtro Gauss. Se observada em mais detalhes,
constata-se a necessidade de satisfazer as seguintes
restri¢es para a sua aplicagéo:

[ (K, +20log@,)* ~1,009(K, - A,,) ] >0 (19)
e

(K, +20log@,) = [ (K, +20log®,)* —1,009(K, ~ Anm)]%-
(20)

No entanto, pode-se constatar, através de um estudo
exaustivo via simulagdo, que, para o conjunto de valores
dos parémetros utilizados, a restricdo dada pela expresso
(19) é suficiente para a determinacdo da correta ordem da
fungdo de transferéncia, quando obtida através da equacéo
(11). A Fig. 4 apresenta um conjunto de curvas de
A, versus o, parametrizadas por A, , as quais podem
servir para auxiliar o projetista de filtros Gauss. Nesta
figura, a regido a direita da curva do A, requerido e

acima do patamar de A, =8,5dB representa a regido de

utilizaco, para a qual se pode utilizar a expressao
aproximada para o calculo da ordem.
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Figura 4. Limites de validade da equacéo (11).

4.3 Célculo do Tempo de Atraso de um Filtro GS

O tempo de atraso proporcionado por um filtro Gauss, para
ordens maiores do que 2, pode ser determinado com o
auxilio da equacéo (21).

fe(No
taes = = NS (21)

Op

onde

fos(n) = -0,3497 +4,4017log(n) +0,1172n.  (22)



5. FREQUENCIA DE NORMALIZACAO,
ORDEM E TEMPO DE ATRASO DE
FILTROSMULTIPLICIDADE-n

5.1 Célculo da Ordem ede o,y

Neste caso, em particular, pode-se determinar
anditicamente a frequéncia oy, para uma desgjada

atenuagdo A, - A partir daegquagéo (8), obtém-se:

HE)_ _ =[(iB0yum +D)| - (23)
S=jo
Como
Ao = 20l0g|H (@)|__, = 20log(wp +)v2, (24)

isolando-se  y, €M (24), obtém-se:

A 1/2
Oy = £101°” —1j : (25)

A ordem n necessdria para um filtro Multiplicidade-n
pode ser determinada com o auxilio da equacdo (27).
Sabendo-se que, na frequéncia o, a atenuagdo deve ser

maior ouigua a A, isto &
A < A0) (26)
pode-se mostrar que

Avin h
1000 — 52,10 <1-&2. 27)

5.2 Célculo do Tempo de Atraso deum Filtro MN

O tempo de atraso para ordens maiores do que 2
proporcionado por um filtro MN pode ser determinado
com o auxilio da equacéo (28). Assim,

f.(N)®
ta(MN) _ MN( ) N(MN)’ (28)

Op

onde
fun(N)=n-1. (29

6. CONCLUSOES

Neste trabalho, foram apresentadas expresses, algumas
exatas, outras aproximadas (obtidas experimentalmente),
para o projeto de filtros usando fungdes passa-baixas
desnormalizadas com caracteristicas otimizadas na fase e
no tempo, validas para ordens entre 2 e 16. S&o também
discutidos aparentes paradoxos relacionados a esses tipos
de filtros. Tais filtros sdo importantes em diversas
aplicacbes em Engenharia e sdo pouco discutidos na
literatura. O filtro de podlos reas, por exemplo,
normalmente ndo é abordado na literatura pertinente,

devido as suas pobres caracteristicas de atenuagdo. Por
outro lado, considerando-se suas caracteristicas temporais
e de fase, esses filtros parecem ser uma interessante
aternativa para algumas aplicacOes e, portanto, ndo devem
ser descartados a priori.
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APENDICE

TEMPO DE ATRASO PARA OSFILTROS
BESSEL

O tempo de atraso proporcionado por um filtro Bessdl,
para ordens maiores do que 2, pode ser determinado com o
auxilio da expressao (Al):

fBS(n)(DN(BS)

ta(BS) = ’ (A1)

Op



onde

fos(n) = 0,9965-1,4703e™ %" (A2)
(ONES) =b, +b log(n) + b,n (A3)

com
b, =0,2507+0,1411log( A, ) +0,0822( A, ) (A2)

b =0,0459A°%, —0,3468A%, +1,1838A,, +0,2752 (A5)

b, = 0,04+0,0228 log( A, )+0,0187(A...)- (A6)

As expressGes que nos permitem o calculo de g

apresentadas aqui, nos fornecem um valor mais preciso do
que aquel as abordadas e discutidas em [7].



