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RESUMO

Neste trabalho, é apresentado um procedimento de andlise
para 0 erro quadrético médio de uma estrutura adaptativa
FIR interpolada, que utiliza o algoritmo LM S para adaptar
os coeficientes da secdo adaptativa. Essa estrutura possuli
caracteristicas particulares, que devem ser consideradas no
processo de andlise. A primeira é que o filtro adaptativo é
um filtro esparso. A segunda é a existéncia de um filtro
interpolador em série com o filtro adaptativo. 1sso faz com
gque suposicdes classicas empregadas na andise do
algoritmo LMS devam ser reconsideradas. Em particular, a
teoria da independéncia ndo pode mais ser utilizada como
uma ferramenta de andlise. Além do mais, a esparsidade do
filtro adaptativo determina que uma andlise com restricdes
deva ser usada. Resultados experimentais mostram o
desempenho da modelagem analitica proposta, quando
comparados com os obtidos através de procedimentos
cléssicos de andlise.

1. INTRODUCAO

Os filtros FIR interpolados (IFIR) destacam-se como uma
dternativa mais eficiente (em termos de complexidade
computacional) em relacdo aos FIR, preservando as
principais propriedades e caracteristicas destes Ultimos
[1-3]. No contexto de filtragem adaptativa, a versdo
adaptativa dos filtros IFIR (AIFIR) também representam
uma interessante aternativa aos filtros FIR adaptativos
convencionais. Isso se evidencia, principamente, em
aplicacbes que requeiram um grande numero de
coeficientes, como é o caso em cancelamento de ecos
[4,5]. Dessaforma, o uso de uma estrutura adaptativa IFIR
permite uma consideravel reducéo no nimero de operacdes
aritméticas requeridas para efetuar a filtragem e a
adaptacdo dos coeficientes do sistema. Como no caso fixo,
os filtros adaptativos IFIR mantém as principais
caracteristicas dos filtros adaptativos FIR cléssicos. A
maior parte dos trabalhos sobre estruturas AIFIR
disponiveis na literatura realizam uma andlise comparativa
do desempenho das estruturas classicas e interpoladas

[4,6]. N&o dispomos na literatura de uma andlise estatistica
aprofundada que permita estudar e predizer o desempenho
destas estruturas sob  diferentes condicdes de
implementacdo. As poucas andlises das estruturas AIFIR
encontradas estendem as suposi¢Bes cléssicas usadas no
caso FIR-LMS ao caso interpolado [4,6] e, dessa forma,
desconsideram dois fatos importantes. Em primeiro lugar,
em um filtro AIFIR de N coeficientes, apenas N/L sdo
adaptados (L representa o fator de interpolacéo); o resto
dos coeficientes € mantido em zero. A andlise classica ndo
leva em consideracdo esse fato para a derivagdo do
modelo. Um outro ponto concerne ao uso da teoria da
independéncia (T1) como hipétese simplificativa de andlise
[7-9]. Essa hipdtese fornece muito bons resultados na
andlise do caso classico. Entretanto, a presenca do filtro
interpolador cria correlagBes no sina de entrada que ndo
podem ser desconsideradas. Isso significa que a teoria da
independéncia ndo pode mais ser adotada como hipotese
simplificativa. Recentemente, em [10-12], foi mostrado
gue a Tl ndo pode ser invocada, quando existem filtros na
mal ha de adaptacdo.

Assim, neste artigo, novas hip6teses simplificativas sdo
empregadas para derivar um modelo que descreva o
comportamento do erro quadrético médio de uma estrutura
AFIR. Através de resultados de simulagBes, € mostrada a
gualidade do novo modelo analitico proposto, quando
comparada com o0 modelo obtido usando a andlise cléssica.

2. ANALISE PROPOSTA

2.1 Diagramas em Blocos

O diagrama em blocos de uma estrutura IFIR fixa é
mostrado na Fig. 1 [1-3]. Esta estrutura de filtragem é
composta pela cascada de duas se¢des FIR: um filtro FIR
esparso com (L-1) zeros entre cada duas amostras

diferentes de zero e uma secdo interpoladora, que é
encarregada de recriar as amostras removidas (L denotao
fator de interpolacdo). A Fig. 2 ilustra a versdo adaptativa
dofiltrofixo daFig. 1 [4].
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Figura 1. Diagrama em blocos de uma estrutura
IFIR fixa
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Figura 2. Diagrama em blocos da versio adaptativa
dofiltro IFIR daFig. 1.

A notagcdo utilizada na Fig.2 €& a seguinte
W(n) =[w,(n),w,(n),...,w,_, (M]" representa o vetor de
coeficientes do filtro esparso adaptativo; | é a resposta ao
impulso do interpolador, representado por um filtro FIR de

M coeficientes: ligseeeriy ol s

X(n) =[x(n), x(n=1),...,x(n-N+1)]" é o vetor de

entrada, com x(n) assumido Gaussiano, média zero e

variancia 62; X, (n) =[x, (n), X, (N=1),...,x, (- N+1)]"

representa 0 vetor de entrada filtrado, sendo cada
M-1

componente dado por xf(n)=2ijx(n—j). Assim,
i=0

X, (n) pode ser escrito como:

X, ()= XX (=) ®

Os sinais d(n), y(n), y(n), e en) sdo: o snd
desgjado, a saida do filtro esparso, a saida do interpolador
e o sina de erro, respectivamente. O ruido de medicdo
z(n) éum sina com média zero e ndo correlacionado com

nenhum outro sinal no sistema, sendo ¢ suavariancia. Da
Fig. 2, o sinal de erro é dado por:

g(n) =d(n)-y, (n)+2z(n), )

onde

Y =20, Y- )= X0, X (= W(n-)). @

Note que o sinal de erro na equacdo (2) depende dos
valores presentes e passados (até o instante M —1) do

vetor de entrada e do vetor de coeficientes do filtro
adaptativo. Esse Ultimo é decorrente de uma operacdo
adicional de filtragem (via filtro interpolador) na malha de
adaptacdo, representando uma importante caracteristica
que o diferencia do caso cléssico.

2.2 Vetor de Coeficientes Otimos

O vetor de coeficientes étimos obtido no sentido do erro
quadrdtico minimo, satisfazendo a um conjunto de
restricbes lineares, € aguele que minimiza a seguinte
funcdo custo:

minimize E[€?(n)] 4
sujeitoa C'W =f, 5)

onde C é a matriz de restri¢Bes, f o vetor representando a
resposta as restricdes e W representa 0 vetor esparso de
dimensdo Nx1. Considerando-se L, o numero de
amostras iguais a zero no vetor de coeficientes esparso, a
dimensdo da matriz C é NxL,, consegientemente a
dimensdo de f deve ser L, x1. Note que, através do uso de
uma abordagem via restricBes, podemos representar e
tratar matematicamente a natureza esparsa do vetor W.
Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange (1),
transformamos a fun¢do custo com restricbes em uma
funcgdo sem restricOes, que € dada por:

J(W) = E[€ ()] + 20 (CTW - )

(6)
— 2 —2P,W+W'R, W +2\" (CTW —f),
M-1M-1
com Ry =D > id E[X(n—K)XT (n-1)] e
k=0 1=

M -1
P = ZikE[d(n)xT(n—k)]. O fator 2, na primeira linha
k=0

da equacdo (6), € incluido para simplificar célculos
posteriores. Pela determinacdo de A, da mesma forma que
em [13], e minimizando (6) em relacdo a W , obtemos a
seguinte expressao para o vetor 6timo de coeficientes com
restricoes:

Wi = R,'P +R,/C(C'R;'C)'(f -C'R,;}P). (7)

E interessante observar que a equagdo (7) é composta por

doistermos [14], representando:

a) o vetor 6timo de coeficientes sem restrigdes (denotado
por R,'P,), obtido usando o vetor W completo (ndo
esparso) e calculado da mesma forma que em [10,11];

b) um fator de correcdo que modifica o termo ndo restrito

para satisfazer as restricbes impostas sobre o vetor de
coeficientes adaptativo.



2.3Valor Esperado do Vetor de Coeficientes
Esparso

Como mencionado anteriormente, a presenca do
interpolador na malha de adaptacdo imp&e que a versdo
filtrada do algoritmo LMS deva ser usada [10,11].
Também, em funcdo da topologia particular deste tipo de
filtro, as restricBes devem ser incorporadas na equacédo de
atualizagdo dos coeficientes do filtro adaptativo [13].
Assim, podemos escrever a seguinte expressao:

W(n+21 =W(n)+2ue(n)X, (n) —2uCi(n) . (8)

Diferentemente do caso puramente restrito, descrito em
[13], a equacdo (8) utiliza a versdo filtrada do vetor de
entrada, decorrente da utilizacdo do algoritmo LMS
filtrado. Os multiplicadores de Lagrange instantaneos,
A(n) , sdo obtidos de (8) junto a condi¢do de que o novo

vetor de coeficientes W(n+1) deve satisfazer a equacéo
com as restrigdes C'W(n+1) =f . Ent&o, substituindo (1)
em (8), e calculando E[W(n)] considerando as seguintes
hip6teses:

E[X(n-K)X" (n- )W(n-j)] »

9
E[X(n-K)X"(n- PDIE[W(n- )] Vj.k, ©

E[X(n-u)X"(n-v)V(n-s)V' (n—t)] ~ 10)
E[X(n—-u)X"(n-W]E[V(n-s)V ' (n-t)] Vu,v,st,

€ possivel se obter uma expressao recursiva para o calculo
do valor esperado do vetor de coeficientes. Assim,

E[W(n+1)]=F {E[W(n)]+2uZ'JPJ
0 (11)

M-1M-1

l/l IjlkRjkE[W(n_j)]}+q‘

=0 k=0

Na equagdo (11), R, = E[X(n-k)X"(n— )] representa
a matriz de autocorrelacdo dos vetores de entrada e
P, = E[d(n)X(n- ])], o vetor de correlagdo cruzada entre

0 sinal desgjado e o sina de entrada. O termo envolvendo
E[z(n)] néo aparece devido ao fato de que {z(n)} é uma
seqliéncia com meédia zero, independente de qual quer outro
sina no sistema. E importante notar que (9) e (10) ndo
representam a hipétese de independéncia. Em (9) e (10), é
assumido que as correlagbes entre os vetores de entrada,
para instantes de tempo diferentes, so mais importantes
do que as correlagBes entre os vetores de entrada e o vetor

de coeficientes adaptativo. Por outro lado, pela aplicacdo
da teoria da independéncia em (9) e (10), obtém-se
E[X(n-K)X"(n—j)] =0 para j=k [9], resultando em
uma bem clara diferenca entre ambas as consideraces.

Em (11), a matriz F=1-C(C'C)'C" é denominada
matriz de projecdo e o vetor g = C(C'C)™'f éum vetor de
correcdo, garantindo que o novo vetor de coeficientes se

mantém, dentro do espaco de coeficientes restrito, ao final
de cadaiteracdo [13].

2.4 Equacdo do Erro Quadrético Médio
A equacdo que descreve o erro quadratico médio (EQM)
de um filtro adaptativo interpolado, é dada por:

J(n) = E[€*(n)] + 2E[AT (n)(C" W (n) )] . (12

Para facilitar os calculos posteriores, € conveniente
expressar J(n) em funcdo do vetor de erro nos

coeficientes (V(n)), o qual é definido por
V(n) =W(n)-W,, . Entdo, utilizando a equagdo (2) e a
expressdo para A(n) , podemos reescrever (12) da seguinte
forma

J(n) = E[d*(n)] - 22' T E[V(n=])]+We,)

Mz PTC(CTC)*CT(E[V(M)]+ W,y)

3 S (R, (EIV(- KWL AW, VT (- )
Wi Woye + E[V (n-K)V" (n— )]
_2’\IA71M71ijiktr{kaj(E[V(n)]WOTm W, E[VT (n- )]

W, W + E[V(MVT (n- j))C(CTC)*C"}

opt
Ml M-1M-1

Plg+2> > i (E[VT (- )]+ W5)R, ,q+02.

j=0 j=0 k=0

(13)

Examinando-se a equagéo (13), vemos que a funcéo custo
depende de termos contendo W,,, e E[V(n- ()], os quais
foram determinados nas seces anteriores. Também,
observamos que (13) depende de termos contendo
momentos de segunda ordem do tipo E[V(n-s)V ' (n—t)]

para s,t =0,...,M —1. Tais termos correspondem a matriz

de covariancia do vetor de erro nos coeficientes, que é
obtida na préxima segdo para se completar a descrigdo do
EQM, objetivo deste trabalho.



2.5 Matriz de Covarianciade V(n)

Nesta se¢do, determinaremos a matriz de covariancia do
vetor de erro nos coeficientes. Para tanto, vamos definir a
seguinte notacdo para representar essa matriz. Assim
K, (n)= E[V(n-s)V'(n-t)]. O procedimento para
determinar K (n) € o seguinte: de (8), obtemos
expressdes para V(n-s) e V'(n-t); em seguida,
determinamos o produto externo V(n-s)V'(n-t) e
tomamos o valor esperado da expressdo resultante de
acordo com as consideracdes (9) e (10) (aplicadas ao vetor
V(n) ). Finamente, com o auxilio de (7), € possivel obter
uma expressdo mais simples, cancelando-se todos os
termos contendo W,,, e E[V(n—/()]. Assim, apds alguma
manipulagdo algébrica, a equagdo recursiva para a matriz
de covarianciade V(n) , é dada por:

M-1M-1

Ky (n) = F{Ks.t(n*l) 'HZ Z i K g (N=DR,

k=0 I=

-H i R Ks (N1
k=0 1=0
M-IM-1M-1M-1
+u2 iki\imir (Rk—\Kk+s,m+t(nil)Rr—m
k=0 =0 m=0 r=0
+ RmﬂflfsK m+t.k+s(n71)Rr+t—k—s
TRt {K miks i M= DR })
M-1M-1
+p? ikilRM,HE[z(n—t—1)z(n—s—1)]}FT.
k=0 1-0

(14
Neste ponto, € importante observar que a equagéo (14) ndo
depende apenas de termos K ., (n—-1) como acontece no

caso classico, outros termos do tipo K, (n—1) também

estdo presentes. Isto determina que uma equagdo auxiliar
deva ser introduzida para calcular termos. Entéo,
para determinar a equagdo auxiliar, calculamos
primeiramente o produto V(n-s)V'(n—-A-t), em
seguida tomamos o valor esperado, considerando (9) e (10)
, € com o auxilio de (7), ap6s algumas manipulacdes
al gébricas, obtemos a seguinte expressao:

M-1M-1

K s,A+t(n) = F(K s,A+171(n_1) - Hz Z imil Rm—l K m+s,A+11(n_1)j'
m=0 |=0

(15)

E interessante observar o efeito da presenca do filtro
interpolador no modelo que descreve o comportamento
tedrico do filtro adaptativo interpolado. Em primeiro lugar,
a equagdo recursiva gque descreve o valor esperado dos
coeficientes do filtro adaptativo, Eq. (11), € uma equacdo
de diferencas de ordem superior. Em segundo, para
descrever 0 comportamento tedrico da matriz de
covariancia, é necessario um conjunto de equaces, dado

por uma expressdo principa e uma equacdo auxiliar
(Egs. (14) e (15), respectivamente). Tais equagdes também
sd0 de ordem superior. No caso classico, as equagles
obtidas sdo equacles de diferencas de primeira ordem
[7-8]. Uma outra particularidade deste modelo é que as
Egs. (14) e (15) ndo podem ser diagonalizadas através de
uma Unica transformacdo unitaria. Isso representa uma
grande dificuldade do ponto de vista matemético, quando
se tenta determinar o limite de estabilidade para a taxa de
convergéncia p, segundo os métodos tradicionais[7,8].
Finalmente, a expressdo que determina 0 comportamento
tedrico do EQM é obtida pela substituicdo das equagbes
(7), (12), (14) e (15) em (13).

2.6 Estimagdo do Valor do EQM em Regime
Permanente

A partir da equaco (13), podemos obter uma estimacdo do
valor de regime permanente para 0 EQM na condicéo de
adaptacdo lenta (. pequeno). Assim, assumindo-se a
convergéncia do algoritmo adaptativo, as condicBes
seguintes sdo satisfeitas. E[V(n—-/()] >0, K. (n)—>0 e
K¢a.(N) =0, para n — o . Dessa forma, uma estimagéo
paa J(x) pode ser obtida de (13), fazendo-se
E[V(n-0)]=0, K. (n)=0 e K,,,,(n)=0, que, sob a
condicdo previamente assumida (adaptacdo lenta), sdo
aproximadamente verdadeiras. Na secdo de resultados de
simulages, é verificadatal condico.

3. DETERMINACAODE CEf

Nesta secdo, vamos mostrar, através de um exemplo, como
sdo construidos a matriz C e o vetor f. Ent8o, paratal fim,
vamos considerar um filtro adaptativo com 7 coeficientes e
um fator de interpolagdo L =2. Essa configuragdo
determina que 3 coeficientes do filtro adaptativo segjam
mantidos em zero, implicando também em um ndimero de 3
restricbes. Assim, C ef sdo expressos da seguinte forma:

01 000O0C0O 0
C'={0 00100 O0f, f=|0].
00O0OO0OOT11O0 0

Observe que, com a matriz C, especificamos a posi¢éo dos
coeficientes que ndo sdo adaptados e, através dos
elementos do vetor f, determinamos o valor para o qual
coeficientes ndo adaptados sdo fixados (zero no
nosso caso). Desse modo, o vetor de coeficientes
adaptativo assume a seguinte forma:
W (n) =[w,(n), O, w,(n), O, w,(n), 0, wy(n)]. Em gerd,
para um fator de interpolacéo arbitrério L, vetores f e q
so f=0_, e q=0y,. Isso implica que os termos
contendo tais fatores possam ser desconsiderados nas



expressdes anteriores. No entanto, tais termos foram
mantidos em todo o nosso desenvolvimento, com a
finalidade de se obter um procedimento de andlise 0 mais
geral possivel.

4. RESULTADOSDE SIMULACAO

Nesta secdo, € avaliada a qualidade do modelo analitico
proposto. Paratal, é utilizado um esguema de identificacdo
de sistema no qual sdo aplicados a entrada sinais brancos e
coloridos. As simulagdes também sdo realizadas para uma
ampla faixa de valores de p, em relacio ao maximo valor
para 0 qual o agoritmo ainda converge. Para todos os
exemplos, foi utilizado L=2 e [0,5 1 0,5 como a
reposta a0 impulso do filtro interpolador. Em [1], é
discutido e apresentado o projeto de interpoladores funcéo
do fator de interpolacdo selecionado. No entanto, tal
projeto esta fora dos objetivos deste trabalho, uma vez que
a andlise proposta ndo € dependente do tipo especifico do
interpolador usado. Os sinais de entrada tém varidncia
unitaria e o ruido de medicdo, z(n), apresenta variancia

2 =0,0001.

Exemplo 1: Para este exemplo, o sinal de entrada é um
ruido branco e a resposta ao impulso da planta é dada pela
funcdo sinc(i) com i =0,...,31. O maximo valor para a
taxa de aprendizagem, experimentalmente determinado, é
Lo =0,01. Para as simulagbes, sdo utilizados os

seguintes valores: 0,1p,..,, € 0,5u,, . A Fig. 3 ilustra o
comportamento do EQM para ambos os vaores de

utilizados. Através da Eq. (13), obtemos uma predicdo
para 0 valor do EQM na convergéncia J(w«) =0,2882.

Através de simulagdes, sdo obtidos 0,2919 e 0,3109 para
01y, € 05u,, . respectivamente. Note que, para

valores elevados do pardmetro p, o modelo proposto

fornece uma predicdo menos precisa do que quando se
utilizam valores menores para . 1sso é atribuido ao fato

de que, para valores elevados de taxa de aprendizagem, as
consideractes (9) e (10) tornam-se menos precisas.

Exemplo 2: Para este exemplo, € utilizado um sina de
entrada colorido. De forma a poder comparar o0s
resultados, utilizamos a mesma planta do Exemplo 1. O
sinal colorido é obtido a partir de um processo AR, de
segunda ordem, dado pela expressio
x(n) =ax(n-1 +a,x(n—2) +u(n), com u(n)
representando um ruido branco com variancia igual a
0,0322, dando origem a um sinal saida, do processo AR,
com variancia unitéria. Os coeficientes do processo AR
sd0: g =-15955 e a,=095; a dispersdo dos
autovalores para coeficientes é 10. Neste exemplo, 0
méximo valor para a taxa de aprendizagem é .., = 0,005

(experimentalmente determinada). Novamente, o modelo
proposto é testado utilizando-se 0,1u,., € 0,5u,,- A

Fig. 4 ilustra os resultados de smulagdo. A partir de (13),
obtemos J(«) = 0,0061 e, a partir de simulagdes, obtemos

0,0064 e 0,0062 para 0,1y, € 0,5u,,, , respectivamente.

Comparando-se as Figs. 3 e 4, vemos que, para a entrada
colorida, o vaor J(«) é inferior ao correspondente a

entrada ruido branco. Isso se deve a presenca do filtro
interpolador, que é um filtro passa-baixas (N0 NOSso caso)
com respeito a planta a ser identificada. Tal filtro atenua o
contedo espectral do sinal y,(n) em sua banda de
rejeicdo, prejudicando, assim, a identificacdo da planta
(uma vez que, o filtro adaptativo ndo é adequadamente
excitado nessa banda de freqiiéncias). Por outro lado, o
sinal colorido de entrada se encontra dentro da banda
passante do filtro interpolador. Desse modo, o sinal de
excitacdo ndo € limitado pela banda passante do
interpolador, produzindo um menor EQM residual no
processo de adaptacdo. Um ponto muito importante a ser
observado é que o modelo obtido, utilizando a hipétese de
independéncia, € claramente inadequado, quando
comparado com os resultados obtidos pelo novo modelo
proposto.

EQM

10

10

T o e L O T T T

. . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
iterations

Figura 3. EQM parao Exemplo 1.
EQM

iterations x 10

Figura 4. EQM para o Exemplo 2.



5. CONCLUSOES

A estrutura particular de um filtro adaptativo interpolado
FIR determina que a andlise cléssica, utilizando a hipotese
de independéncia, ndo sgja mais aplicavel. Assim, neste
trabalho, apresentamos um modelo tedrico para o EQM,
gue é obtido no contexto de novas hipéteses de andlise e
através do uso de restricbes lineares, permitindo um
adequado tratamento matemético da esparsidade do filtro
interpolado. Resultados experimentais mostram 0
desempenho da modelagem analitica proposta, quando
comparados com os obtidos através de procedimentos
cléssicos de andlise.
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