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RESUMO

Este trabalho apresenta um novo modelo para descrever o
comportamento médio dos coeficientes do algoritmo Leaky
Delayed LMS (LDLMS). Esse novo modelo ndo utiliza a
teoria da independéncia. Nele, novas suposicdes de analise
sd0 consideradas. Assim, é possived se estudar a
convergéncia do algoritmo quando atrasos diferentes estao
presentes, 0 que ndo poderia ser efetuado através dos
atuais modelos existentes. As simulagBes realizadas
mostram que o comportamento tedrico do modelo
proposto apresenta um casamento muito bom com os
resultados obtidos via simulagdes M onte Carlo.

1. INTRODUCAO

O algoritmo Delayed LMS (DLMS) pode ser considerado
em muitas aplicagdes praticas [1-3], sendo encontrados, na
literatura, muitos trabalhos dedicados a esse assunto [1-7].
Tais trabalhos abordam o problema desses algoritmos sob
duas principais condi¢les. A primeira é a de que um atraso
D é colocado no caminho do erro e a andlise estocastica
do agoritmo é redizada invocando a teoria da
independéncia. A segunda é a de que, para garantir a
estabilidade do algoritmo, o sinal de referéncia X(n) deve

ser atrasado no mesmo nimero de amostras D . Na
prética, entretanto, tal condicdo é muito dificil de ser
satisfeita, assim uma condicdo mais geral deve ser
considerada, ou sga, X(n—f)), sendo D#D. Essa
Ultima condicdo ndo pode ser estudada a luz da teoria da
independéncia. Recentemente, em [8], foi apresentada uma
andlise do algoritmo DLMS classico ndo considerando tal
teoria. Dessa forma, foi possivel conceber uma modelagem
para atrasos diferentes e foi explicado teoricamente
porque, em situacdes de estimacdo imperfeita de D, o
algoritmo DLMS diverge para sinal de entrada ruido
branco e converge parasinal colorido.

Neste trabalho, propomos demonstrar que, através da
introducdo de um fator de perdas, é possivel se ter atrasos
diferentes, mantendo ainda a convergéncia do algoritmo

para qualquer tipo de sinal de entrada (ruido branco e
colorido).

A nova abordagem para a andlise do algoritmo DLMS com
perdas é baseada nas seguintes hipéteses:

i) o atraso D se encontra na maha de adaptacao,
representando um caso mais geral do que o atraso
no caminho do erro (ver Secéo 2.4);

ii) o sina de referéncia pode experimentar um atraso
D, diferente do atraso existente na malha de
adaptacéo;

iii) diferentemente das andlises anteriores, ndo €
invocada a teoria da independéncia para determinar
o vaor esperado dos coeficientes do filtro
adaptativo. Entretanto, uma nova hipétese de
andlise é proposta, mostrando-se adequada em
relacdo ao comportamento do modelo e ao
desenvolvimento matematico envolvido em sua
derivac&o.

Portanto, na literatura, ndo se encontra disponivel nenhuma
andlise do algoritmo em questdo sob as hipbteses acima
mencionadas.

2. ANALISE

A Fig. 1 ilustra o diagrama em blocos do algoritmo DLMS.
Neste diagrama, o vetor de coeficientes adaptativo €

denotado por W (n) =[w,(n), w,(n),...,w, ,(n)]"; o sinal
de referéncia e sua versdo atrasada sdo dados por
X(n) =[x(n),x(n=1),...,x(n-N+D]" e X(n-D),
respectivamente; D denota o0 atraso red; D, sua
estimacdo. Os sinais: desgjado, saida do filtro adaptativo e
sinal de erro sdo denotados por d(n), y(n), e en),
respectivamente. Também assumimos que x(n) e d(n)
s80 processos com média zero e estacionarios em sentido
amplo. O ruido de medicdo z(n) é uma seqiiéncia com
média zero, varidncia o> e independente de qualquer outro
sinal no sistema



&

By

LMS <

i

X(n-D)
Figural. Diagrama em blocos do algoritmo
DLMS.
Como hip6tese simplificativa, assumimos que as
correlacbes entre os vetores de entrada sdo mais

importantes do que as correlacdes entre o sinal de entrada
e 0 vetor de coeficientes. Dessa forma, podemos escrever a

seguinte aproximagao:

E[X(n-i)X"(n=j)W(n=k)] =

[X(n f) (n J_) (n-K)] vilik (1)

E[X(n-i)X" (n— j)IE[W(n-K)]
Em [9], sBo apresentados os resultados de exaustivas
simulagdes para o agoritmo LMS filtrado, verificando-se
tal aproximaco. E importante observar que a hipétese
simplificativa apresentada em (1) ndo corresponde a
conhecida cléssica teoria da independéncia, a qual
estabelece que o valor esperado E[X(n—i)X" (n—j)] sgja
zeropara i = j [10,11].

2.1 Vetor de Coeficientes Otimos
A funcdo custo que o algoritmo Leaky DLMS (LDLMYS)
minimiza &

J = E[e*(n)]+yW'W , 2

onde y representa o fator de perdas. Note que a equagdo

(2) é afuncéo custo classica penalizada por um termo que
€ proporciona a norma quadratica de W [7]. Para um
dado vetor W fixo e assumindo-se z(n) =0, o sinal de

erro, obtido da Fig. 1, pode ser expresso por:
e(n)=d(n)-y(n-D)=d(n)-X"(n-D)W. (3)
A fim de obtermos a fungdo custo (para a determinacéo
dos coeficientes 6timos), calculamos o quadrado de e(n),
tomamos 0 seu valor esperado, substituindo-o em (2).
Assim,
J = E[d*(n)] - 2P,W + W'R,W +yW'W , (4

onde R, =E[X(n—D)X"(n-D)] representa a matriz de
autocorrelagdo do vetor de entrada atrasado; o vetor
P, = E[d(n)X" (n—D)] denota a correlagio cruzada entre
o vetor d(n) e o vetor de entrada atrasado. Finalmente,

minimizando-se (4) em relagdo ao vetor W, obtemos a
seguinte expressao para os coeficientes 6timos:

Wot :(Ro"'yl )71 PD' (5)
com | denotando a matriz identidade.

2.2 Equacéo de Atualizagdo dos Coeficientes

De acordo com o algoritmo do gradiente estocastico, a
equacdo de atualizagdo dos coeficientes é obtida pela
minimizacdo da versdo instanténea da equagcdo (2),
resultando na seguinte expressdo recursiva:

W(n+1)=W(n)—%Vj(n)

= (L-py)W(n) + pe(nX(n-D).

Note que, em (6), é utilizada uma estimativa do gradiente,
sendo este uma funcdo de X(n- f)) a0 invés de
X(n-D). Essa Ultima representa 0 caso ideal, sendo
utilizada nas andlises anteriormente publicadas [1-7].
Dessa forma, a situagcdo aqui tratada representa um caso
mais realista. Assim, substituindo-se e(n), obtido a partir
daFig. 1, em (6), temos:
W(n+1) = vW(n) +p(d(n)

~XT (n-D)W(n-D)+2(n)) X(n- D),

(6)

)

onde v=1-py.

2.3 Modelo para o Valor Esperado do Vetor de
Coeficientes

Tomando-se o valor esperado em ambos os lados da
Eq. (7), obtemos:

E[W(n+D] =vE[W(n)] +u(P; ~R, sE[W(n-D)]), (8)

onde R, s = EIX(n-D)X" (n-D)] e
P, = E[d(n)X(n—Iﬁ)]. O termo envolvendo E[z(n)] é
zero pelas caracteristicas assumidas para {z(n)}. E
importante notar que a Eq. (8) é obtida a partir de (1) para
0 caso em que i=D e j=k=D. Se agora assumimos
gue o algoritmo converge, 0 valor em regime permanente
para o vetor de coeficientes adaptativo, denotado por W,
pode ser determinado a partir de (8), fazendo-se

limE[W(n+1)]=limE[W(n)]=W,. Desse modo,
obtemos a seguinte expressao:
-1
W, =(R, s +1l) Ps. )

Observe que (9) se reduz a expressdo (5) quando D=D.
Por outro lado, é muito importante salientar que a Eq. (9)



ndo poderia ter sido obtida utilizando-se a hipétese
classica de independéncia. Assim, se considerarmos a
hip6tese de independéncia, por exemplo, para um caso de
identificacio de sistemas, no qual d(n) = X" (N)W° com
W? denotando a resposta ao impulso da planta, obtemos
os vaores esperados E[X(n-D)X"(n-D)] e
E[d(nN)X(n-D)] iguais a zero paa D=D. Is0
transformaa Eq. (8) em E[W(n+1)] = vE[W(n)], levando
a um resultado claramente incorreto. Além do mais, com
base na hipdtese classica, as expressdes (5) e (9) ficam sem
sgnificado, visto que P, =E[d(nX"(n-D)] e

P, = E[d(n)XT (n—D)] sfo iguais a zero para quaisquer
D£0eD=0, respectivamente.

24 Transformacdo dos Modelos Prévios no
Modelo daFig. 1

Os resultados obtidos a partir da Fig. 1 podem ser
estendidos para descrever 0s casos em que O atraso
encontra-se ho caminho do erro [1-5]. Note que a Fig.1
pode também modelar essa situacdo se deslocarmos o
atraso através do ponto de soma como mostrado na Fig. 2.
Dessa forma, o modelo aqui descrito pode ser
transformado naquele apresentado em [1-5] pela
substituicdo de d(n) por d(n—D) .

d(n)
~ .
XE)—) W >(+) e(n)
o y(n)
o] :
LMS |= &n-D)
X(n-D)
d(n)
X(n) R . d(n-D)
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Figura 2. Transformacdo do modelo proposto no
model o apresentado em [1-5].

3. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nesta se¢cdo, sdo apresentados exemplos que verificam a
validade das equagdes (5), (8) e (9), servindo também para
justificar os beneficios decorrentes da introducdo de um
fator de perdas no algoritmo DLMS. Para tal fim, vamos
considerar, como exemplo, um esquema de identificagdo
de  sistemas, com a planta dada @ por:
W°=[L 0,8 0,6; 0,1;-0,2]" . O valor utilizado para a
taxa de aprendizagem é 1 =0,001. O sina de entrada é
um ruido branco com variancia s> =1. A variancia do
ruido de medic&o é o2 = 0,001.

A Fig. 3 ilustra os resultados de simulagdes Monte Carlo
(média de 100 rodadas independentes) e os resultados
obtidos pelo modelo proposto (Eg. (8)), para os seguintes
casos. { D=0, D=1} com y=15 (Fig. 3@), { D=2,
D=1} com y=15 (Fig. 3(b)), e finamente,
{D=D=1} com y=15 e y=0 (Fig.3(c)). Nesse
Ultimo caso, as curvas para y =0 sdo mostradas, a fim de
se observar o efeito do fator de perdas y sob o
comportamento dos coeficientes do filtro adaptativo.

A partir da Fig. 3, podemos comprovar o bom casamento
entre 0 modelo proposto e os resultados de simulac&o.

Também nessa mesma figura, podemos verificar o valor
em regime permanente obtido pela Eq. (9). Assim, para

{D=0,D=1} e {D=2,D=1}, obtemos
W, =[0,66;0,08; 0,34, -0,16; -0,02]"  (Fig.3(a)) e
W, =[0,29;0,15;-0,13,0; O] (Fig. 3(b)),

respectivamente.
A Fig. 3(c) ilustra o caso em que uma perfeita estimacéo
do atraso é obtida (D = D =1). Para esse caso, através da

expressio (5), obtemos
W, =[0,32 0,24; 0,04, ~0,08; 0" .

W,, =[0,8,0,6;0;,-0,20]" com y=15 e y=0,
respectivamente.

4. CONCLUSOES

Neste trabalho, é apresentado um novo modelo para
descrever o comportamento médio dos coeficientes de um
filtro adaptativo que utiliza o agoritmo LDLMS. Na
derivacdo do modelo, foram utilizadas novas hipéteses de
andlise, a0 invés da hipétese classica, utilizada
tradicionalmente para o algoritmo LMS, representada pela
hiptese de independéncia. Assim, 0 modelo proposto
permite avaliar e estudar certas condi¢des de operacdo que,
com o modelo existente, ndo seriam possiveis. O novo
modelo é mais geral, permitindo representar também todos
0s casos descritos pelo modelo ja existente. O bom
casamento entre os resultados apresentados por simulacfes



Monte Carlo e 0 modelo proposto atestam que as novas
hip6teses simplificativas sdo bastante adequadas.
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Figura 3. Evolucéo de E[W(n)] para (a) D=0e
D=1 com y=15; (b) D=2 e D=1 com
v=15; (c) D=D=1 gQuadrados: y=15 e
circulo: y=0. Ragged curves. simulagdes Monte

Carlo (média de 100 realizagbes). (—): modelo
proposto (Eg. (8)).
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