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Abstract— Considerado os cédigos sob o ponto de vista da
teoria dos sistemas, este artigo propde um critério de con-
trolabilidade de cédigos convolucionais sobre grupos usando
subgrupos caracteristicos de um grupo. Isto reduz a tarefa
de procura por cédigos 6timos, pois todo bom cédigo neces-
sariamente é controlavel
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I. INTRODUCAO

A defini¢do de cédigos convolucionais sobre grupos é for-
necido em [4] usando termos do enfoque da teoria dos sis-
temas dado por Willems em [10]. Desta forma um cédigo
convolucional é definido como um sistema que, entre outras
coisas, tem que ser invariante no tempo, controlavel
e observavel. Outros trabalhos anteriores a [4] também
obtiveram resultados dos cédigos convolucionais sob o pon-
to de vista da teoria dos sitemas. Naturalmente, todos
os codigos convolucionais, sobre aneis, até entao conheci-
dos sdo sistemas invariantes no tempo, controldveis e ob-
servaveis. Muitos destes cédigos podem ser também con-
siderados como cédigos convolucionais sobre grupos abeli-
anos.

Em [4] é dado um critério para construir cédigos convolu-
cionais usando um método chamado shift register a partir
de uma estructura algébrica tal como grupo, anel ou cor-
po. No entanto, este critério é muito mais 1util para mos-
trar que todos os cédigos convolucionais podem ser gerados
desta maneira do que para efetivamente gerar, de maneira
prética, ese codigos.

Neste trabalho propomos um critério para a busca de gru-
pos, especialmente nao abelianos, que possam gerar sis-
temas controlaveis e portanto sejam candidatos a cédigos
convolucionais. Para isto, particularizamos os sistemas bi-
infinitos de [4], [10], [11] em sistemas indexados somente
pelo conjunto dos numeros naturais N. Estes cédigos sao
mais “naturales”’no sentido de que podem ser gerados por
um codificador de estados a partir de um estado inicial
dado. O aporte principal do presente trabalho é o uso
dos subgrupos caracteristicos de um grupo como fer-
ramenta para decidir se um grupo pode gerar um sistema
controldvel que possa ser cédigo convolucional sobre grupo.
Para isto, organizamos este artigo assim:

No Secao 2 damos uma introducio da extensdo de grupos
necessario para definir um codificador. Para maiores deta-
lhes da teoria da extensdo de grupos recomendamos [2] e
[1]. Na Se¢do 3 definimos o codificador convolucional co-
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mo uma maquina de entradas, estados e saidas cada uma
destes possuindo uma estrutura de grupo. Este codificador
esta associado de maneira biunivoca ao grupo extensao do
grupo das entradas pelo grupo dos estados e pode gerar
sistemas(codigos) nao controldveis. Entao, procurando por
subgrupos caracteristicos do grupo dos estados damos um
critério para decidir se um codificador ndo podera gerar um
cédigo controlavel.

II. PRELIMINARES ALGEBRICOS

Se X e @) sdo grupos entdo uma extensao de X por @) é
um grupo G que possui um subgrupo normal N isomorfo a
X e o grupo quociente % isomorfo a @) [2]. Simbdlicamente,
N=Xe&=qQ.

Sejam ¥ : Q — % e v: N — X isomorfismos tais que

= N e N 5 Sejal: F — G um levantamento tal que
l (N ) = eg, o elemento 1dentidade de G. Paracada g € G
temos que g € Ng, além disso existe um unicon € N <G
tal que g = n.[(Ng). Entao, o mapeamento § : G — X x @
definido por

8(g) = 0(n.l(Ng)) = (v(n) , ¥~ (Ng)), (1)

é bijetor.
Para z € X e ¢ € Q,considere ¢(q) € & e v™'(z) €
N. Temos que [((q)).v 1 (x).(I(¢(r)))"t € N. Entdo
podemos construir um mapeamento ¢ : @ — Aut(X) dado

por,

Por outro lado, para ¢q,r € @Q, l(¢(q)).l(x(r)) €
Nip(gr) € &. Também I(i(gr)) € Ni(gr). Dai

L((9)).1(y(r).(I(y(gr)))~* € N. Entdo, definimos ¢ :
@ x Q@ — X como sendo

<(g,) = vll(())-Lw(r)-(L(w(ar)) '] (3)

Os mapeamentos ¢ e ¢ satisfazem as seguintes condigoes

?(q)(s(r,5))-s(q,7s) = <(q,7).s(qr, s) (4)

#(a)(¢(r)(2)) = <(a,7)-¢(ar)(2).(s(q,7) ™" ()



Assim, se G possui um subgrupo normal N <G, podemos
decompor cada elemento g € G, via o mapeamento 6 de
(1), como um par ordenado (z,q) € X x (). A operagdo no
grupo extensao X x @) é dada por

(#,9)-(y,7) = (z.6(a)(y) <(a,7) , qr) (6)
Usando esta operacao (6), pode-se verificar que 6 de (1) é
um isomorfismo. Por outro lado, como o grupo extensao
X x @ depende de ¢ e de ¢ denotaremos este grupo como
Xge@, isto é, G é Xg. Note que se o levantamento [ :
% — G é homomorfismo entdo, o mapeamento definido
em (3) é dado por ¢(q,r) = e,, para todo z € X, entanto
que (refeq:phi) é um homomorfismo de grupos. Logo, a
operacao definida por (6) converte-se em

(z,9)-(y,7) = (z.0(0)(y) , qr), (6)

que é a operacao do produto semidireto Xy Q.

Ezemplo 1: Considere o grupo G = {e, «a, 8, af,v, a,

By, aBy,0,ad, 36, a6, 78, ayd, 36, afyd}, gerado por qua-
tro elementos que satifazem as seguintes relacoes

2

o’ =e
B> =e, pa=ap,

V=e ya=oay, 8=pBy

02 =e, dba=ady, 68=p5 oy=70dy

Temos que N = {e, v} é um subgrupo normal de G. N
é isomorfo ao grupo aditivo Z, = {0, 1}, as classes de con-
gruéncia mod 4, via o isomorfismo v(e) =0 e v(By) = 1.
Por outro lado % 2 Dg, o grupo das simetrias do quadra-
do, via o isomorfismo ¢ : Dg — G /N definido por

Ry— N Ry — N.ad RQ'—)NB R3l—)N.OéB(5

di— Na dy— NaBf Hw— NS V= N.J
Considere o levantamento ! : G/N — G definido por
I(N) = e, I(N.ad) = ad, I(N.B) = B, l(N.aBd) = afd,
I(N.o) = a, I(N.aff) = af, I(N.B6) = 5§ e I(N.5) =4.

Assim, os mapeamentos, ¢ e ¢ de (3) e (2) respectivamen-
te, estdo definidos e por tanto o grupo extensio extensio
Zz4:Dg ¢é isomorfo a G via o isomorfismo 6.

e — (O,Ro) = (O,dl)

/B = (07R2) Y= (17R2)
o~ (0,V af — (0,ds)
ay — (1,d) ad — (0, Ry)
By = (1,Ro) B+ (0,H)
Yo (LH)  afyw (1,d1)
CM,B(S = (O)R?)) a'yé = (17R3)
Byo = (LV)  aBfyd— (1,Ry)

III. CO6DIGOS CONTROLAVEIS

Defini¢ao 1: Dados os grupos finitos X, @), Y, considere
a extensdo X por (). Um codificador convolucional sobre

grupos é uma maquina M = (X,Y,Q,v,w), onde v : X x
Q —>Yew: X xQ — @ sdo homomorfismos de grupos
com w sobrejetora.

Dado um codificador M = (X,Y,Q,v,w), seja eg o ele-
mento identidade do grupo de estados (). Considere a
sequéncia {@;} definida assim

Qo ={eq}
Q1 ={w(z,q); z€ X,q€Qo}
Q2 ={w(z,q); ze€ X,qeQr}

Qi ={w(e.g); r€X,q€Qiy}

Lema 1: Propriedades da familia {Q;};
1. Q;—1 C Q4, paratodoi=1,2,...
2. Qi—1<9Q; ,paratodoi =1,2,....
3. Qi-1 = Q; implica que Q; = Q41
4. Se Q; = @, para algum i entdo, existe j < |@Q], onde |Q|
é a cardinalidade de @ tal que Q; = Q.
Prova.-
1. Claramente ()o C Q1. Suponha que parai > 1, Q;—1 C
Qj, para todo j < i. Dado ¢ € @); existem p € Q;_1 e
x € X tais que w(z,p) = ¢q. Por outro lado, p € Q;_1 C Q;
implica que w(x,p) = q € Q1.
2. Claramente ()9 < Q1. Suponha que parai > 1, Q;j—1 C
Q;, para todo j < i. Dados ¢ € Qi1 € p € 4, considere
¢p-q " = w(@,pi1)w(u,q)w(@,p)"" onde p1 € Qi, 1 €
Qi—1, r,u € X. Usando o fato que w é homomorfismo de
grupos e a operagdo (6) do grupo extensio X . obtemos
qp-¢~" = w(z,pr.qipy’) € Qi, Pois pr.q1.py ' € Qi1
3. Dado g € ;41 existem p € Q); e z € X tal que w(z,p) =
g. Como @Q; = Qi—1,p € Q;—1. Logo w(z,p) =q € Q;.
4. Em outro caso, pelos items (1) e (3), Qo S Q1 € --- €
Q)q|- Considere a sequéncia {g;} C @ definida por ¢; € Q;
e q ¢ Qi—1- Entdo, {eg,q1,¢2,---,q|Q} seria um subcon-
junto de @ com |Q| + 1 elementos. Contradi¢do. W

Considere o estado inicial ¢¢ € ) e uma sequéncia
de letras de informagcao néo-codificadas(entradas) {z;}32,,
z; € X, para cada ¢ € N. Entao esta sequéncia produz no
codificador M sequéncias de estados e letras de informacao
codificadas(saidas) via as iteragoes

q1 = W(xI:‘JO)
2= w(2,q)
¢ = w(®iqi-1)
Y1 = V(iﬂhlJO)
Yz = V($2,Q1)
Yi = V(Cﬂi,qz'—l)

{¢:}32, é dita a sequéncia de estados internos de M e
{y:}2, chamada de palavra cédigo. A classe de todas
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Fig. 1. O homomorfismo de estados w

as palavras coédigo é chamada sistema ou cddigo convolu-
cional asociado ao codificador M e o mesmo é denotado
por C={palavras cédigo {y;}2,}. Paray € Ce I C N,
seja ylr= {yr ; k € I}, por exemplo se I = [k, o0)
{k,k+1,...00} teremos y|(x,00) ={Yk>Yr+1,---}-

Adaptamos a seguinte defini¢do de [4], onde as palavras
sdo consideradas bi-infinitas, para o caso da indexacdo em
N. Esta adaptacao é possivel, pois N C Z, o conjunto dos
numeros inteiros.

Defini¢ao 2: Um cddigo C é controlavel quando para ca-
da k € N e para cada par de palavras cédigo y, y/ existir
uma palavra cédigo y// tal que y/| k) = Yl(1,k) € Y/ |[k+1,00)
= Y/|[k+1,00), Para algum [ > 1.

Teorema 1: Considere os subgrupos de estados (); defi-
nidos em (7). Se @; = Qi+1 € @, para algum i € N entdo
0 c6digo nao é controlavel
Prova.- Seja ¢ € @Q tal que ¢ € Q;. Teremos que para

qualquer sequéncia {z;}1, ,

q # w(Tn,w(@n_1(Tn_2,...,w(z1,€0)-..)))

Defini¢ao 3: Dado um grupo G e um subgrupo H C G
é dito subgrupo carateristico quando o(H) C H para
todo o € Aut(G).

Teorema 2: Se ; C () é um subgrupo caracteristico de
Q@ e entdo o codigo ndo é controlavel.
Prova.- Seja w : G — @ um homomorfismo sobreje-
tor da definicdo de codificador convolucional. Entdo, se
7 : G — G/N é o homomorfismo natural e ¢ : Q — G/N
é o homomorfismo usado em (1), temos que w depende de
© € Aut(Q). Isto é, w = @, tm, vide Figura 1. Logo,
(@, Qi) = poth, (@, Qi) = Qi para todo 7 € X. W

Ezemplo 2: Considere a extensao G = Zg,Dg do Exem-
plo 1. Considere o codificador M = (Z»,Y, Dg,w, V), onde
W : ZayeDg — Dg é definida por

(O,Ro) — Ry (I,Ro) — Rs (O,RQ) — Ry (I,RQ) — Ry
(O,Rl) — Ry (].,Rl) — Rs (O,Rg) — R; (].,Rg) — R3
(0,d1) =»di (L,di) = dy  (0,do) = di (1,d2) — do
(0,H)y—»V (1,H)y— H (0,V)»V (LLV)—~H

O homomorfismo de codifica¢ido v ndo tem importancia en
este caso. Temos,

Ql = W(X, Ro) = {w(x,Ro) ;T E ZQ} = {RO,RQ}

Mias Q1 = {Ro, R2} é um grupo caracteristico de Dg, logo
o cédigo associado a M é ndo controldvel, vide a trelica do
cédigo na Figura 2.

IV. CONCLUSOES

Neste artigo temos apresentado um critério seguro que
permite descartar grupos abastratos associados a extensoes
do grupo das entradas(informagdes) e o grupo dos estados.
Este descarte permite desconsiderar grupos cujos codifica-
dores produzam cédigos nao controlaveis. Isto facilitaria,
usando alguma rotina no sistema GAP [6], por exemplo,
a busca de cédigos convolucionais que efetivamente sejam
controldveis fato que por sua vez pode ser de utilidade na
escolha dos pardmetros que sao de interesse como distancia,
do c6digo ou perfomance, quando o cédigo é analizado sob
o ponto de vista geométrico.
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Fig. 2. Secao trelica do codificador M determinado por w




