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RESUMO

Neste artigóe feita uma comparação entre tr̂es algoritmos
de identificaç̃ao ñao-assistida de canais de comunicação: o
algoritmo baseado em subespaços (SS), o de Baccalá e Roy
(BR) e ominimum noise subspace(MNS). Mostra-se que
no caso particular em que dois subcanais são empregados,
os algoritmos BR e SS são equivalentes. Disto conclui-se
que o algoritmo BŔe assintoticamente equivalente a uma
vers̃ao modificada do algoritmo MNS na ausência de rúıdo.
Simulaç̃oes nuḿericas indicam que o algoritmo BR, ainda
que de menor complexidade computacional, apresenta um
desempenho superior ao do algoritmo MNS.

1. INTRODUÇÃO

O desempenho de sistemas QAM a taxas de sinalização
elevadáe impactado pela interferência intersimb́olica (ISI)
provocada por meios de transmissão dispersivos. Do pon-
to de vista da eficiência global do sistema de comunicação,
a soluç̃ao ótima para este problemáe a equalizaç̃ao ñao-
assistida oucegado canal, permitindo minimizar os efeitos
da ISI sem recorrer̀a transmiss̃ao de seq̈uências de treina-
mento. Dentre as diversas abordagens para a equalização
cega, destacam-se pelo bom desempenho o emprego de equa-
lizadores ñao-lineares convencionais (Viterbi, por exemplo)
associados a algoritmos de identificação cega do canal.

Os diversos algoritmos de identificação cega podem ser
classificados em dois grupos: os que usam, respectivamen-
te, estat́ısticas de segunda ordem (SOS) e de ordem supe-
rior (HOS) do sinal recebido. Uma caracterı́stica comum̀a
maioria dos algoritmos HOŚe sua baixa velocidade de con-
verĝencia, relacionadàa lentid̃ao com que convergem os es-
timadores de momentos ou cumulantes de ordem superior.
Outro grave inconveniente destes algoritmosé a degradaç̃ao
de desempenho observada quando a curtose [3] associadaà
função densidade de probabilidade dos sı́mbolos transmiti-
dos tendèa da gaussiana, o que ocorre em sistemas QAM
com grandes constelações. Estes inconvenientes impulsi-

onaram o desenvolvimento de algoritmos de identificação
cega baseados em SOS.

Durante d́ecadas, acreditou-se que a identificação cega
de canais baseada em SOS fosse impossı́vel, já que a fase
da funç̃ao de transferência de um canal excitado com um
sinal estaciońario ñao pode ser determinada conhecendo-se
apenas a autocorrelação do sinal recebido. Somente a partir
do trabalho de Gardner [8] passou-se a explorar o fato de
que os sinais PAM/QAM s̃ao cicloestaciońarios, proprieda-
de que se preserva ao amostrar o sinal numa taxa superiorà
de śımbolos.

Seguiram-se diversos algoritmos de identificação cega
explorando a cicloestacionariedade do sinal recebido, seja
no doḿınio do tempo como no da freqüência. Os algorit-
mos no doḿınio do tempo, no entanto, parecem fornecer
uma descriç̃ao mais natural para o problema, reduzindo a
tarefa da identificaç̃ao de um canal excitado por um sinal ci-
cloestaciońario à identificaç̃ao de ḿultiplos (sub)canais ex-
citados por um (́unico) sinal estaciońario. Vale ressaltar que
a maioria dos algoritmos de identificação cega baseados em
SOS desenvolvidos recentemente exploram a cicloestacio-
nariedade do sinal recebido implicitamente, resumindo-se a
um modelo multicanal.

Os algoritmos de identificação cega baseados em SOS
apresentam, em geral, uma velocidade de convergência mui-
to superior̀a dos algoritmos HOS, sofrendo, porém, de falta
de robustez a erros na determinação da ordem dos mode-
los de canal, bem como de uma grande variância em alguns
casos, fatos que têm merecido substancial atenção recente-
mente.

Neste artigo comparamos três algoritmos de identifica-
ção cega de canais de comunicação. Na Seç̃ao 2, descre-
vemos o modelo de sinal empregado e os algoritmos estu-
dados. Na Seç̃ao 3, discutimos as semelhanças algébricas
existentes entre os algoritmos SS e BR e as conseqüências
disto na interpretaç̃ao do algoritmo MNS. Seguem-se (Seção
4) resultados de simulações, apresentando-se na Seção 5 as
conclus̃oes do trabalho.



2. FORMULAÇ ÃO DO PROBLEMA

Sejaxk uma seq̈uência de śımbolos transmitida através de
um sistema de modulação digital linear. Assumindo correta
a aquisiç̃ao do sincronismo de portadora, pode-se adotar o
seguinte modelo em banda base para o sinal recebido:

y(t) =
∑

k

xk h(t− kT ) + b(t) (1)

ondeh(t) é a resposta ao impulso combinada dos filtros de
transmiss̃ao e de recepção e do canal de transmissão;b(t) é
o rúıdo aditivo, assumido branco, de média nula e indepen-
dente dos śımbolos transmitidos.

Amostrando o sinal recebidoy(t) uniformemente com
peŕıodo τ = T/L, L ∈ N, obtemos a seq̈uênciayn =
y(nτ), que pode ser expressa em função dos demais parâme-
tros como:
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∑
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xk h
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(2)

ParaL > 1 (sobreamostragem), (2) não representa uma
operaç̃ao de filtragem convencional. Pode-se formular al-
ternativamente o problema, reescrevendo (2) em função das
subseq̈uências:
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que substitúıdas em (2), assumindo queh(t) 6= 0 somente
parat ∈ [0, (M + 1)T ], conduzem a:

y(i)
n =

M∑

k=0

xn−k h
(i)
k + b(i)

n (4)

que notadamente caracteriza um sistema SIMO (single-input
multiple-output) (Figura 1).

A equaç̃ao (4) pode ser reescrita matricialmente, bastan-
do definir:

xn , [ xn xn−1 . . . xn−M−N+1 ]T ∈ CM+N×1
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Figura 1: Modelo SIMO de tempo discreto resultante da
amostragem do sinaly(t) a uma taxaτ = T

L

a matriz de Sylvester de ordemN associada ao filtroh(i) ,
[ h

(i)
0 h

(i)
1 . . . h

(i)
M ]T ∈ CM+1×1.

Estas definiç̃oes conduzem a:

y(i)
n

= H(i)
N xn + b(i)

n (7)

Aplicando (7) aosL subcanais, resulta:
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ou compactamente:

y
n

= HNxn + bn (9)

ondeHN , [ HT (0)
N HT (1)

N . . . HT (L−1)
N ]T ∈ CLN×M+N

é a matriz de Sylvester generalizada de ordemN associada
ao conjunto de filtrosh , [ h(0)T h(1)T . . . h(L−1)T ]T .

2.1. Algoritmo de Identificação Baseado em Subespaços

O algoritmo de identificaç̃ao cega baseado em subespaços
(SS), desenvolvido originalmente por Moulines et al. [2],
baseia seu funcionamento na estrutura algébrica da matriz
de covarîancia do sinal recebido, de forma semelhanteà do
algoritmo MUSIC (cĺassico em estimação espectral).

Para o modelo de sinal recebido descrito em (9), na
presença de ruı́do aditivobn de varîanciaσ2

B temos:
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Mostra-se que ñao havendo zeros comuns a todos os
subcanaish(i)

n e se pelo menos um subcanal tiver grauM ,
a matrizHN tem postoM + N ([2], teorema 2). Logo,
pode-se determinar o espaço coluna deHN atrav́es da de-
composiç̃ao em autovalores deRY :

RY = [S G] Λ [S G]H (11)

em queS coleciona osM+N autovetores mais dominantes
deRY (subespaço de sinal) eG osLN−M−N autovetores
restantes (subespaço de ruı́do).

Mostra-se queHN pode ser determinada a menos de um
fator de escala complexo porR(S) ([2], teorema 1), condu-
zindo o ḿetodo proposto por Moulines et al. a explorar a
ortogonalidade entreR(G) e o espaço coluna deHN :

HH
Ng

i
= 0 (12)

Na pŕatica,R(G) é estimado a partir de uma estimativa
R̂Y da matriz de covariância do sinal de recebido, fazendo
com que (12) valha apenas aproximadamente. Moulines et
al. [2] resolveram este problema estimando uma solução de
mı́nimos quadrados para (12) conforme:

ĥSS = arg min
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∑
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2
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∥∥∥
2

(13)
ondeĜ(i)N é a matriz de Sylvester generalizada de ordem
N associada ao i-ésimo autovetor do subespaço de ruı́do
estimadoĜ

2.2. O Algoritmo MNS (Minimum Noise Subspace)

Em [2] mostrou-se ser possı́vel reduzir a complexidade com-
putacional do algoritmo SS usando apenas parte dos vetores
do subespaço de ruı́do. Posteriormente, conclui-se [4] se-
rem necesśarios no ḿınimo L−1 destes vetores para se es-
timar o canal empregado. O algoritmo MNS [7] emprega
uma parametrização particular do subespaço de ruı́do, per-
mitindo usar o ńumero ḿınimo de vetores sob as mesmas
condiç̃oes de identificabilidade do algoritmo SS.

Para tanto determinam-seL−1 pares distintos de sub-
canais, tais que cada um dosL subcanais faça parte de pelo
menos um dos pares. Para cada par determinado, estima-se
a matriz de covariância dos sinais de entrada:
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n
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Sejaṽ(i,j) =
[

ṽT (i,j)(i) ṽT (i,j)(j)
]T

o autovetor me-
nos dominante deRYiYj , e seja o vetorv(i,j):

v(i,j) =
[
vT (i,j)(1) . . . vT (i,j)(L)

]T

∈ CNL×1 (15)

onde

v(i,j)(k) =





ṽ(i,j)(i) k = i
ṽ(i,j)(j) k = j
0 caso contŕario

(16)

Ent̃ao, uma estimativâhMS do canal pode ser obtida a
partir dos vetoresv(i,j), utilizando o mesmo procedimento
do algoritmo SS:

ĥMS = arg min
‖h‖=1

hH


∑

i,j

V(i,j)
N VH(i,j)

N


h (17)

ondeV(i,j)
N é a matriz de Sylvester generalizada associada

ao vetorv(i,j).

2.3. Algoritmo BR (Baccaĺa e Roy)

O Algoritmo BR, introduzido inicialmente em [1], permite
obter estimativas dos parâmetros do canalh explorando di-
retamente a estrutura SIMO inerente ao problema. Conside-
re inicialmenteh(i) eh(j), dois subcanais de um sistema SI-
MO (Figura 1) e sejamH(i)(z) e H(j)(z) seus polin̂omios
associados:

H(l)(z) =
M∑

n=0

h(l)
n z−n (18)

Na auŝencia de rúıdo aditivo vale:

Y (i)(z)H(j)(z) = Y (j)(z)H(i)(z) (19)

Portanto, para cada dupla de polinômiosH(i)(z) eH(j)(z),
0 ≤ i, j ≤ L−1, i 6= j, pode-se escrever:

Y (i)(z)H(j)(z)− Y (j)(z)H(i)(z) = 0 (20)

Tomando a esperança de (20), multiplicada ora porY ∗(i)(1/z∗)
e ora porY ∗(j)(1/z∗), resulta sistema polinomial:

[
R

(j,j)
Y (z) −R

(i,j)
Y (z)

−R
(j,i)
Y (z) R

(i,i)
Y (z)

] [
H(i)(z)
H(j)(z)

]
=

[
0
0

]

(21)
ondeR

(m,n)
Y (z) , H(m)(z)H∗(n)(1/z∗).

Pode-se mostrar [1] que (21) possui solução única se e
somente se os polinômiosH(i)(z) e H(j)(z) forem copri-
mos. Na presença do ruı́do aditivobn, como antes, e explo-
rando as propriedades das matrizes de Sylvester, mostra-se



[1] que a soluç̃ao de (21) se reduz a um problema clássico
de autovetores:
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ondeR̃
(i,j)
Y = E y(i)

n
yH(j)

n
.

O algoritmo de identificaç̃ao de pares de subcanais (equa-
ção 22) pode ser generalizado para a identificação deL ≥ 2
subcanais [1]:

Q∗BR h = σ2
B(N − 1)h (23)

ondeQBR ∈ CLN×LN é uma matriz formada por blocos
Q

(i,j)
BR ∈ CN×N definidos como:

Q
(i,j)
BR = [δ(i, j)− 1] R̃

(j,i)
Y + δ(i, j)

L∑

k=1
k 6=i

R̃
(k,k)
Y (24)

3. RESULTADOS

3.1. Equival̂encia dos algoritmos SS e BR paraL = 2

Assuma inicialmente que o espaço nulo deHH
N tenha di-

mens̃ao unit́aria1. Nesta condiç̃ao, a matriz de covariância
do sinal recebidoRY teŕa um autovetor menos dominante
bem definidog = [ gT (1) gT (2) ]T (de norma unit́aria).

Pelo algoritmo SS, a estimativâhSS do canaĺe dada por:

ĥSS = arg min
‖h‖=1

hHGNGH
N h (25)

Caso os polin̂omiosG(1)(z) eG(2)(z) associados ao ve-
tor g forem primos entre si, o vetor̂hSS é unicamente de-
terminado a partir de (25), uma vez que a equação diofanti-
na associada (̂H(1)(z)G∗(1)(z∗) + Ĥ(2)(z)G∗(2)(z∗) = 0)
possui soluç̃aoúnica [5]. Esta soluç̃aoé dada por:

ĥSS = [ gH(2) − gH(1) ]T (26)

Particionando a matrizRY de forma adequada e defini-
doλmin, seu autovalor de menor módulo, vale:

[
R

(2,2)
Y −R

(2,1)
Y

−R
(1,2)
Y R

(1,1)
Y

]∗ [
g∗(2)

−g∗(1)

]
= λ∗min

[
g∗(2)

−g∗(1)

]

(27)
Casog for o autovetor menos dominante da matrizRY ,

ĥSS é o vetor menos dominante da matriz definida no termo
da esquerda de (27), queé idêntica a matrizQBR. Uma vez
queλmin = σ2

B , as estimativaŝhBR = ĥSS são id̂enticas.

1Para que isto ocorra, os canaisH(1)(z) e H(2)(z) devem ser primos
entre si e N=M+1

Finalmente, observa-se queG(i)(z) eG(j)(z) são coprimos
nas condiç̃oes de identificabilidade, satisfazendo a hipótese
adotada.

3.2. Interpretação do MNS em termos do BR

A equival̂encia entre os algoritmos SS e BR paraL = 2
permite estabelecer uma interpretação do algoritmo MNS
em termos do algoritmo BR, uma vez queE

{
ṽ(i,j)

}
=

α [ hT (j) −hT (i)]. Logo, na auŝencia de rúıdo aditivo e ad-
mitindo que a seq̈uência de śımbolos transmitidośe branca,
vale:

E V(i,j)
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N = α(i,j)
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∗

(28)

ondeα(i,j) = 2/tr(R(i,i)
Y + R

(j,j)
Y ), dado que‖ṽ(i,j)‖ = 1.

Assim, a estimativâhMS é dada pelo autovetor menos
dominante da matrizQMS formada pelos blocosQ(i,j)

MS de-
finidos como:

Q
(i,j)
MS = [δ(i, j)−1] α(i,j)R̃

(j,i)
Y + δ(i, j)

L∑

k 6=i

α(i,k)R̃
(k,k)
Y

(29)
onde os valores dei, j e k variam de modo a considerar
todos os pares de subcanais utilizados.

3.3. Desempenho dos algoritmos paraL > 2

Nesta condiç̃ao os algoritmos analisados exploram distin-
tamente o subespaço de ruı́do [5], levando a desempenhos
diferentes.

Medimos o desempenho dos algoritmos BR, MNS e SS
para diversos canais através de simulaç̃oes Monte Carlo,
empregando 1000 realizações independentes. Nas simula-
ções a seguir fixamosL = 3, utilizando 1000 śımbolos
independentes extraı́dos de uma constelação BPSK na en-
trada. Óındice de desempenho foi o “desalinhamento” (co-
lineation) ρ entre o canal real e o estimado, definido em [1]
como:

ρ = 1− ‖a ¦ b‖
‖a‖ ‖b‖ (30)

ondea e b são os vetores associados aos canais real e esti-
mado e¦ denota o produto escalar. Note que0 ≤ ρ ≤ 1,
e que valores menores deρ correspondem a um menor erro
cometido.



Adotamos o seguinte modelo de canal:

h(1) = [ 1 0 0, 5 ]T

h(2) = α [ 1 λ 0, 5 ]T

h(3) = [1 0, 7 0, 2 ]T

ondeλ varia no intervalo[−1; 1] e α é uma constante cal-
culada de forma que os canaish(1) e h(2) tenham a mesma
norma.

Note que quandoλ = 0, dois subcanais tem zeros em
comum. Na Figura 2, mostramos o desempenho medido em
função deλ, fixandoσ2

B = 0, 1.
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Figura 2: Desempenho ḿedio ao longo de1000 realizaç̃oes
independentes dos algoritmos BR (◦), SS (¤), MNS usando
os pares (1,2)(1,3) (M) e MNS usando todos pares (O) em
função do par̂ametroλ paraσ2

B = 0, 1

Conforme esperado, o desempenho dos algoritmos se
degrada na medida em que os zeros de dois subcanais se
aproximam. Podemos observar que o algoritmo SS apresen-
ta um desempenho superior aos demais em toda a faixa de
variaç̃ao deλ , em oposiç̃ao ao MNS. No mesmo gráfico,
observamos que o BR se comporta de modo praticamen-
te idêntico a vers̃ao do MNS que emprega todos os pares
de subcanais possı́veis, indicando que a ponderação repre-
sentada pelos fatoresα(i,j) não afeta significativamente as
estat́ısticas do estimador. Na Figura 3, mostramos o desem-
penho medido em função deσ2

B , paraλ = 0, 5.
Podemos observar que em toda faixa de variação deσ2

B

o desempenho do algoritmo SS foi superior, seguido pelo
BR e posteriormente pelo MNS. Novamente, a versão do
MNS que utiliza todos os pares de subcanais comportou-se
de forma id̂entica ao do BR.

Em [1], mostrou-se que o desempenho do algoritmo BR
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Figura 3: Desempenho ḿedio ao longo de1000 realizaç̃oes
independentes dos algoritmos BR (◦), SS (¤), MNS usando
os pares (1,2)(1,3) (M) e MNS usando todos pares (O) em
função deσ2

B paraλ = 0, 5

se degrada na medida em que o “degrau”2 da matrizQBR

diminui. A equival̂encia entre SS e BR permite concluir que
o erro cometido na estimativa dos vetoresṽ(i,j) empregados
pelo algoritmo MNŚe funç̃ao do “degrau” da matriz que lhe
deu origem.

Com base neste fato, construı́mos um esquema alterna-
tivo para o algoritmo MNS, no qual os 2 pares de subcanais
utilizados na estimativa são escolhidos entre os demais de
acordo com os “degraus” das matrizesR

(i,j)
Y ; selecionando-

se o par cuja soma dos “degraus” seja maior. A Figura 4,
ilustra o desempenho do MNS obtido para cada par de sub-
canais posśıvel e para o esquema alternativo comσ2

B = 0, 1
variando-seλ.

Observando a Figura 4, verificamos que o esquema al-
ternativo tem um desempenho superiorà escolha arbitrária
de pares de subcanais na maioria dos casos. Entretanto, o
uso deste esquema nãoé vantajoso, dado sua maior comple-
xidade computacional e desempenho inferior ao do algorit-
mo BR (Figura 5).

4. CONCLUSÕES

Neste artigo, comparamos três algoritmos de identificação
cega de canais de comunicação. A equival̂encia entre os al-
goritmos BR e SS paraL = 2 torna mais indicado o empre-
go do BR, uma vez que sua complexidade computacionalé

2Sejam os autovalores (reais) de uma matrizk× k ordenados de forma
decrescenteλ1, · · · , λk. O “degrau” desta matriźe definido comoλk−1−
λk
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Figura 4: Desempenho ḿedio ao longo de1000 realizaç̃oes
independentes dos algoritmo MNS, usando os pares
(1,2)(1,3) (¤), (1,2)(2,3) (O), (1,3)(2,3) (◦) e forma alter-
nativa (linha cont́ınua), em funç̃ao do par̂ametroλ para
σ2

B = 0, 1

pelo menos 50% inferior̀a do SS para problemas de mesma
dimens̃ao.

ParaL > 2, verificamos atrav́es de simulaç̃oes nuḿericas
que algoritmo SS apresenta um desempenho ligeiramente
superior ao do BR. A menor complexidade computacional
do algoritmo BR aliada a sua maior adequação a imple-
mentaç̃oes adaptativas pode justificar sua utilização nestes
casos. Verificamos também que o desempenho do algo-
ritmo MNS é inferior ao dos demais, desaconselhando sua
utilização, dado que sua complexidade computacionalé sem-
pre superior̀a do BR.

A semelhança entre o algoritmo BR e a versão modifi-
cada do MNS foi confirmada pelas simulações nuḿericas,
indicando que a ponderação introduzida pelo MNS tem um
impacto reduzido sobre o seu desempenho.
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