
ANÁLISE ESTATÍSTICA DO COMPORTAMENT O
DO ALGORITMO LMK (LEAST MEAN KURTOSIS)
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Resumo- Esteartigo apresentauma ańalise estat́ıstica
para o comportamentodo algoritmo do gradiente es-
tocástico LMK (Least Mean Kurtosis), que utiliza co-
mo função custo o kurtosis do sinal de erro. O algorit-
mo LMK apresentadesempenhomelhor que o algoritmo
LMS em diversassituaç̃oespráticasde interesse,̀ascustas
de uma complexidadecomputacionalligeiramentemaior.
Equaç̃oes recursivas determińısticasnão-linearessão de-
duzidaspara o comportamentomédio dos coeficientese
parao erromédioquadŕatico,considerando-sesinaisdere-
ferênciagaussianose brancose aprendizadolento. O no-
vo modelo anaĺıtico descreve o comportamentodo algo-
ritmo nos regimestransit́orio e permanenteparaqualquer
ruı́do brancocomdistribuiçãodeprobabilidadesimétricae
médiazero.Exemplosnuméricosdesimulaç̃aoMonteCar-
lo demonstramavalidadedo modeloanaĺıtico.

Palavras-chave: filtros, algoritmos,filtragem adaptativa,
gradienteestoćastico.

Abstract -This paperpresentsa statisticalanalysisof the
LMK (Least Mean Kurtossis)adaptive algorithm behav-
ior. TheLMK algorithmis a stochasticgradientalgorithm
which usesthekurtosisof theerrorsignalascostfunction.
TheLMK algorithmoutperformstheLMS algorithmin sev-
eral applicationsof practicalinterest,at the costof a little
increasein computationalcomplexity. Deterministicnon-
linear recursive equationsarederived for the meanweight
andmeansquareerror behavior, for white Gaussianrefer-
encesignalsandslow learning. The new modeldescribes
the algorithmbehavior during transientandin steady-state
for any meanzerowhite noisewith symmetricdistribution.
MonteCarlosimulationexamplesdemonstratethe validity
of theanalyticalmodel.

Keywords: filters,algorithms,adaptivefiltering, stochastic
gradient.

1. INTRODUÇÃO

A rápidaevolução dosprocessadoresdigitais de sinal, que
se tornarammais compactose economicamenteviáveis,
tornou posśıvel a expans̃ao das aplicaç̃oes de sistemas
adaptativos, que agora são encontradosem áreascomo
telecomunicac¸ões(sat́elites,telefoniamóvel), radaresonar,
controle, processamentode sinais biológicos e tamb́em,
maisrecentemente,em sistemasdecontroleativo de ruı́do
aćustico[1] edevibraç̃oes[2].

A filtragem adaptativa ganhouimpulso com o desen-
volvimento do algoritmo LMS (Least Mean Square)[3]
há aproximadamentetrês décadas. Essealgoritmo é uti-
lizado hoje na maioria dasaplicaç̃oespráticas,principal-
mente devido a sua simplicidade. Existem na literatu-
ra modelosanaĺıticos parao comportamentodo algoritmo
LMS em diferentescondiç̃oes de operaç̃ao, o que facili-
ta o seuprojetoe implementac¸ão. Já paraalgoritmosque
empregammomentosde ordemelevada(maior que2) do
erro de estimac¸ão há apenasum limitado número de re-
sultadosanaĺıticos, devido principalmenteàs dificuldades
mateḿaticasinerentes̀aańalisedemomentosdeordemele-
vada.

O algoritmoLMK [4] é um algoritmobaseadono gradi-
enteestoćastico. Suafunção custoé o kurtosisdo sinalde
erro [5], [6], e est́a relacionadacomo cumulantedequarta
ordemdo erro. Cumulantessãoaditivosemseusargumen-
tos, isto é, o cumulanteda somade dois sinaisé igual à
somadoscumulantesindividuais.Al émdisso,todososcu-
mulantesde ordemmaior quedois são iguais a zeropara
um processogaussianodemédiazero. Assim,a utilização
deumafunçãocustobaseadanocumulantedequartaordem
tornao algoritmoimunearuı́doscomfunçãodedistribuição
gaussiana.Comoo ruı́do de mediç̃ao podeserconsidera-
do resultantedaadiç̃aodediversasfontesindependentesde



ruı́doemdiversasaplicaç̃oespráticas,suadistribuiçãotende
a umagaussianadeacordocomo Teoremado Limite Cen-
tral. Essapropriedadeleva naturalmenteao interessepor
algoritmosbaseadosemmomentosdeordemelevada[5].

Encontra-senaliteraturaespecializadaumagrandequan-
tidadedetrabalhosutilizandoalgoritmosadaptativosbasea-
dos na minimizaç̃ao de momentosde ordem elevada do
erro de cancelamento.Aplicaçõesimportantesincluem a
equalizac¸ãoautodidata[3] ea identificaç̃aodesistemas[8].

Trabalhos dispońıveis na literatura mostram que a
utilizaçãodoalgoritmoLMK podelevaravantagens,quan-
do comparadoao LMS, àscustasde um pequenoaumen-
to de complexidadecomputacional[4]. Parafiltros adap-
tativos de ordem

�
, o algoritmo LMK requer � �����

multiplicaç̃oese
�����

adiç̃oespor iteraç̃ao,enquantoque
o LMS requer� �	��


multiplicaç̃oese
����


adiç̃oespor
iteraç̃ao. Issoos tornapraticamenteequivalentesem com-
plexidadeparafiltragensdeordemelevada.Resultadosre-
centes[4], [7] mostrammenoresdesajustese maiorestaxas
deconvergênciaquandodautilizaçãodo algoritmoLMK.

Apesardasvantagensdiscutidasacima,o usodo algorit-
moLMK éaindabastantelimitadoemaplicaç̃oesemtempo
real. Um dosmotivosparaessareduzidaaplicaç̃aoé certa-
mentea falta de modelosanaĺıticos capazesde prever seu
comportamento.Esteartigoapresentaum modeloanaĺıtico
parao comportamentodoalgoritmoLMK. Equaç̃oesrecur-
sivas determińısticassão derivadaspara o comportamen-
to médio doscoeficientese parao erro médio quadŕatico.
O modelopropostoassumesinaisde entradagaussianose
brancose é válido pararuı́do aditivo brancocomqualquer
distribuição simétricade médiazero. O novo modeloper-
mite estudaros efeitosda inicializaç̃ao e da relaç̃ao sinal-
ruı́do sobreo comportamentodo algoritmo. Simulaç̃oes
Monte Carlo são apresentadaspara ilustrar a precis̃ao do
modelo, tanto durantea convergênciaquantoem regime
permanente.

2. COMPORTAMENT O MÉDIO DOS
COEFICIENTES

A Fig. 1 mostrao diagramade blocos do problemaes-
tudado. ���� � ������ ���� ��������� ������ � �"! é o vetor de

�
amostrasda respostaao impulso de um sistemalinear a
identificar. $#&%(')�*� � � #&%(' � � � #+%(' ��������� � ��� � #&%(' � ! é o
vetor de coeficientesdo filtro adaptativo transversalFIR., #+%(' é estaciońario, branco,gaussiano,de média zero e
com variância -/.0 . 12#&%('3�4� , � #&%(' � , � #&%(' ��������� , �5� � #+%(' � !
é o vetor de observaç̃oes do sinal de refer̂encia , #&%(' e6 �87:9;12#&%('<1 ! #&%('>=?��-/.0A@ é a matrizdeautocorrelac¸ão
de 12#&%(' . BC#+%(' é um ruı́do estaciońario, branco,de média

zeroevariância-/.D , nãocorrelacionadocomqualqueroutro
sinal,nãonecessariamentegaussianomascomdistribuição
simétricaem relaç̃ao à origem( E D #+BF'G�HE D #JI�BA' ). Assim,
osmomentosde ordemı́mparde BC#+%(' são nulos. K/#&%(' é a
sáıdadofiltro adaptativo e LF#&%(' éo sinaldeerrocujokurto-
sisdeveserminimizado.

Na ańaliseestat́ısticaaquiapresentada,assume-sequeos
vetores12#&%(' e 12#&%MIONP' são independentesparaNRQTS e
queosvetoresdecoeficientes$#+%(' sãoindependentesdos
vetoresdeentrada1U#&%VIXWY' , para W[Z\S . Essashipótesese
asapresentadasanteriormentecorrespondem̀autilizaçãoda
conhecidateoriada independ̂encia[9], [3] freqüentemente
utilizadacom sucessoem ańalisesestat́ısticasde compor-
tamentodealgoritmosadaptativosestoćasticos.Emboraas
hipótesesdessateoria não correspondam̀a realidade,seu
emprego em muitoscasosret́em informaç̃ao suficienteso-
bre a estruturado processoadaptativo e permiteumamo-
delagembastanteprecisado comportamentodo algoritmo.
Esseé o casodoalgoritmoLMK.

x(n)

y(n)

+

e(n)

DESCONHECIDO

FILTRO

W(n)

ALGORITMO

LMK

   SISTEMA

  W0

  d(n)

−

 z(n)   
+

Fig. 1. DiagramadeBlocos.

A equac¸ãodeatualizac¸ãodoscoeficientesparao algorit-
mo LMK é [4]:$#+% �)
 ']�^$#&%(' �`_baVcb� 7[� L . #+%(' � LF#&%('dIeLgfh#&%('ji]12#+%('

(1)
onde

a
é a constantede adaptac¸ão. Definindoo vetorerro

decoeficientesk[#&%('l��$#&%('dI` � tem-se:km#+% �)
 ']�^km#+%(' �R_na c � 7m� L . #&%(' � LF#&%('oIpL f #+%(' i 12#&%('
(2)

Para a implementac¸ão do algoritmo (2), 7m� L . #+%(' � deve
sersubstitúıdo por umaaproximaç̃ao quepossasercalcu-
lada a partir dos sinaisdispońıveis a cadaiteraç̃ao. Uma
aproximaç̃aoposśıvel éatravésdaequac¸ãorecursiva [4]7m� L . #&%(' � �^q(7m� L . #&%rI 
 ' � � L . #+%(' � S3sUq`s 


(3)

com 7m� Lg.b#<I 
 ' � �tS . Outrapossibilidadée a utilizaçãoda
soluç̃ao de (3), a qual podeser aproximadacom bastante



precis̃aopelosseustrêsprimeirostermos.Assim,7m� L . #&%(' � �)L . #&%(' � q(L . #+%uI 
 ' � q . L . #+%uIv�b' � Sws�qps 

(4)

As implementac¸ões do algoritmo usando(3) ou (4) não
apresentamvariaç̃oessignificativasde comportamento.A
ańaliseestat́ısticaquesegueé realizada,semperdadegene-
ralidade,usando(4). Substituindo(4) em(2) tem-se:k[#&% �^
 ' � ��km#+%(' �R_na 9 �hL . #+%(' �R� q(L . #+%xI 
 '�R� q . L . #+%yI`�n'>=�LF#&%('>1U#&%(' (5)

Tomandoo valoresperadode(5) obtém-se:7m� km#+% �^
 ' � �^7[� k[#&%(' ��`_badz �h7[� Lgfh#+%('>12#+%(' � �2� q{7m� L . #+%rI 
 '<LF#&%('<12#&%(' ��R� q . 7m� L . #+%xI`�n'JLF#&%('>1U#&%(' �}| (6)

UsandoLF#+%('~��BP#&%('�I21 ! #&%('�km#+%(' e o fato de queos
momentośımparesde BC#+%(' sãonulos,osvaloresesperados
em(6) ficam:7m� L f #&%('<12#&%(' � �TI � 7m� B . #&%(' � 7m� 12#&%('<1 ! #+%('Jk[#&%(' �Ip7[��#+1 ! #+%('Jkm#+%('J' f 12#+%(' �

7m� L . #&%rI 
 'JLA#+%('>12#+%(' ���I�7m� B . #&%rI 
 '<7[� 12#+%('>1 ! #&%('Jk[#&%(' �Ip7[��#+1 ! #+%yI 
 '�km#&%xI 
 'J' . 1 ! #&%('�k[#+%('>12#+%(' � (7)

7m� L . #&%rI`�n'JLA#+%('>12#+%(' ���I�7m� B . #&%rI`�n'<7[� 12#+%('>1 ! #&%('Jk[#&%(' �Ip7[��#+1 ! #+%yI`�n'�km#&%xI`�n'J' . 1 ! #&%('�k[#+%('>12#+%(' �
A determinac¸ãodostermoscommomentosde 1U#&%(' at́e

ordem2 nãoapresentadificuldades.Quantoaostermoscom
momentosdeordem3 em k[#&%(' e4 em 12#&%(' , seŕaapresen-
tadoo cálculo de um caso. Os demaissão obtidosusando
a mesmametodologia.Assumindo12#&%(' e km#+%(' indepen-
dentes,a i-ésimacomponentede 7m��#&1 ! #&%('Jky#&%('�' f 12#&%(' �
condicionadaem km#&%(' é dadapor (eliminandoo ı́ndice %
porsimplicidade):

7m��#&1 ! kG' f ,C� � k � �^7X� ��� ����� � , ����� �5� ��� � � , � � � ��� �� � � � , � � � ,C��� k~�
� ��� ����� �

��� ��� � �
��� �� � � � 7m� , � , � , � , � � � � �n�g� � (8)

Como , #&%(' é gaussianode média zero, o teoremada
fatoraç̃aodosmomentos[10] permiteescrever7m��#+1 ! k�'<f ,C��� k �� ��� ����� �

��� ��� � �
��� �� � � � � 7[� ,P��, � � 7[� , � , � � � 7[� ,P�+, � � 7m� , � , � �� 7m� ,C��, � � 7m� , � , � � � ����� � � �

� ��� ����� �
��� ��� � �

��� �� � � � ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �g� ����� � � � (9)

onde
� � � éelemento( � ��� ) de

6
. Assim,

� � � �)S para���� � e� � � �^-/.0 para�d� � . Portanto,retirandoo condicionamento
em km#&%(' tem-se:7 z 7m��#&1 ! kG' f , � � k �}|��7 z - .0 � ��� ��� ����� � - .0 � .� � ��� ��� � � - .0 � .� � ��� �� � � � - .0 � .�n� |� � -��0 7m� k ! k � � � (10)

Para , #+%(' branco e
�

suficientementegrande, pode-se
desprezara correlaç̃ao entre k ! k e cadacomponente� � .
Ent̃ao, 7m��#+1 ! k�' f ,C� �� � - �0 7m� k~!dk � � ��� � - �0 7[� kG!{k � 7m� � � � (11)

Generalizandopara km#+%(' e reintroduzindoo ı́ndicen,7[��#+1M!l#+%('Jkm#+%('J' f 12#+%(' ��� � - �0 7m� k~!�#&%('�km#&%(' � 7[� ky#&%(' �
(12)

Paraosdemaistermosem(7) obtém-se:7m��#&1 ! #&%xI 
 'Jkm#+%yI 
 '�' . 1 ! #+%('Jky#&%('>1U#&%(' �� -��0 7m� k ! #+%yI 
 '�km#+%xI 
 ' � 7[� kV#+%(' � (13)7m��#&1 ! #&%xIe�b'Jkm#+%yI`�n'�' . 1 ! #+%('Jky#&%('>1U#&%(' �� - �0 7m� k ! #+%yI`�n'�km#+%xI`�n' � 7[� kV#+%(' � (14)

Substituindo (12)-(14) e 7m� 1U#&%('>1 ! #&%('�km#+%(' � �-/.0 7m� km#+%(' � em(6) e(7) econsiderandok[#&%~Ix�n' � km#&%GI
 ' � km#+%(' paraadaptac¸ãolenta(
a

pequeno),obtém-seuma
express̃aoparao valor médiodoscoeficientesparao algo-
ritmo LMK:7[� k[#&% �)
 ' � � c 
 I 
 � a - .0 #�� � q � q . '� #+- .D � - .0 7m� k ! #&%('Jk[#&%(' � ' i 7m� km#+%(' � (15)

Note que a estabilidade de 7m� km#+%(' � depende da
inicializaç̃ao k ! #+SA'Jk[#+Sb' , dist̂anciaentre $#+Sb' e �� .



3. MOMENT OS DE SEGUNDA ORDEM

Pré-multiplicando(2) porsuatransposta,resulta:k ! #+% �^
 '�kV#&% �^
 ']��k ! #&%('Jk[#&%(' �2�ha 9 �hL . #+%('�¡� q(L . #&%rI 
 ' �2� q . L . #&%xIe�b'�=�LF#&%('<1 ! #&%('�k[#+%('�^
j¢ha . 9 _ Lg£n#&%(' �^
 �hq(L . #+%yI 
 'JL � #&%('�^
 �¤q . L . #+%yI`�n'JL � #&%(' �2¥ q . L � #+%xI 
 'JL . #&%('��
�� q f L . #&%xIe�b'<L . #+%xI 
 'JL . #&%(' �2¥ q � L � #+%xI`�n'JL . #&%(' =� 1M!�#&%('>1U#&%(' (16)

No cálculodosvaloresesperadosem(16),sãodespreza-
dosostermos7m��#+1 ! #+%('Jk[#&%('J'J. � 1 ! #+%('>12#+%(' � paraW[Q 


.
Duranteo transit́orio ( k[#&%(' elevado),essestermospodem
serdesprezadospara

a
suficientementepequenoporquesão

flutuaç̃oesmultiplicadaspor
a . . Em regime permanente,

podemserdesprezadosporque7m� km#+%(' ��� S . Usandoessas
simplificaç̃oes,tem-sede(16):

7m� k ! #&% �)
 'Jk[#&% �)
 ' � �^7m� k ! #&%('Jk[#&%(' �I �na~¦�¢ 7m� Bb.n#&%('§#+1 ! #+%('Jk[#&%('J'J. � � �n7m��#&1 ! #+%('Jky#&%('�' � ��¨I5� _na q ¦ 7m� BA.h#&%rI 
 '§#+1 ! #+%('Jky#&%('J'J. �� 7m��#&1 ! #&%rI 
 'Jkm#&%rI 
 'J'J.n#&1 ! #&%('�km#+%('J'<. � ¨I5� _na q(. ¦ 7m� BA.h#+%xI`�n'�#&1 ! #&%('�km#&%('�'<. �� 7m��#&1 ! #&%rI`�n'Jkm#&%rIe�b'J'J.n#&1 ! #&%('�km#+%('J'<. � ¨��
�¢ha . ¦Y¢ Sn7m� B � #&%('§#+1 ! #+%('Jky#&%('�'<.j1 ! #&%('<12#&%(' ���_ 7m� B £ #&%('<1 ! #+%('>12#+%(' � ¨��
�¢ha . ¦/
 �¤q(7m� BA.h#&%rI 
 ' ¢ Bb.n#&%('§#+1 ! #+%('Jk[#&%('J'J.� 1 ! #+%('>12#+%(' � BA.h#+%xI 
 'JB � #&%('>1 ! #&%('<12#&%('� #+1 ! #&%rI 
 '�kV#&%rI 
 'J'J.�B � #+%('>1 ! #&%('>1U#&%(' �"¨��
�¢ha . ¦ 
 �¤q(.j7m� BA.n#+%yI`�n' ¢ BA.h#&%('�#&1 ! #&%('�k[#+%('J'<.� 1 ! #+%('>12#+%(' � BA.h#+%xI`�n'JB � #&%('>1 ! #&%('<12#&%('� #+1 ! #&%rI`�n'�kV#&%rI`�n'J'J.�B � #+%('>1 ! #&%('>1U#&%(' � ¨��
�¢ha . ¦Y¥ q(.j7[� BA.h#&%(' ¢ BA.n#+%yI 
 '�#&1 ! #&%xI 
 'JkV#+%rI 
 'J'<.� 1 ! #+%('>12#+%(' � BA.h#+%('<B � #&%rI 
 '<1 ! #&%('<12#&%('� B � #&%xI 
 '§#+1 ! #+%('Jk[#&%('J'J.�1 ! #&%('<12#&%(' ��¨

��
�¢ha . ¦©¥ q � 7m� BA.n#+%(' ¢ Bb.h#+%rIe�b'§#&1 ! #&%rI`�n'Jk[#&%xIe�b'J'J.� 1 ! #&%('>1U#&%(' � Bb.b#&%('<B � #+%yI`�n'<1 ! #+%('>12#+%('� B � #+%xI`�n'�#&1 ! #&%('Jky#&%('�'<.j1 ! #+%('>12#+%(' � ¨��
�¢ha . ¦ 
j� q f 7m� B . #&%rIe�b'<B . #&%rI 
 'JB . #+%('>1 ! #&%('<12#&%('� BA.h#+%xI`�n'JBb.n#&%('§#+1 ! #+%rI 
 'JkV#+%xI 
 '�'<.�1 ! #+%('>12#+%('� BA.h#+%xI 
 'JBb.n#&%('§#+1 ! #+%rIe�b'JkV#+%xI`�n'�'<.�1 ! #+%('>12#+%('� BA.h#+%xI`�n'JBb.n#&%xI 
 '§#&1 ! #&%('�km#+%('J'<.j1 ! #&%('>1U#&%(' �"¨
(17)

A determinac¸ão das parcelas de (17) usa a mes-
ma metodologia empregada anteriormente. Adi-
cionalmente, considera-seque 7[��#}k ! #&%('Jk[#&%('�'<. � �7m� k ! #&%('�km#&%(' � 7[� k ! #+%('Jkm#+%(' � . Essa aproximaç̃ao
consideraque as flutuaç̃oes de k ! #&%('�km#+%(' podem ser
desprezadasfaceaoseuvalor médio,o queé perfeitamente
aceit́avel para um modelo estat́ıstico de segundaordem.
Assim,tem-se,apósalgumtrabalhomateḿatico,7m��#&1 ! #&%('�km#&%('�' . � �)- .0 7[� k ! #&%('�km#+%(' � (18)

7m��#&1X!l#&%('�k[#+%('J' � � � � - �0 7m� k~!�#&%('Jky#&%('�k~!�#&%('Jky#&%(' �� � - �0 7m� k ! #+%('Jkm#+%(' � 7m� k ! #&%('Jk[#&%(' � (19)

7m��#&1 ! #&%rIp�>'�km#+%yIp�<'J' . #&1 ! #&%('�km#+%('J' . ��^- �0 7m� k ! #&%('�km#&%('�k ! #&%('Jky#&%(' �� - �0 7m� k ! #&%('�km#&%(' � 7[� k ! #+%('Jkm#+%(' � �#�ky#&%xIp�>' � km#+%(' � �d� 
 � �b' (20)

7[� 1 ! #&%('<12#&%(' � � � - .0 (21)

7[��#+1 ! #+%('Jkm#+%('J' . 1 ! #&%('<12#&%(' ��ª# ��� �b'<-��0 7m� k ! #&%('�km#&%(' � (22)

7m��#&1X!l#&%xIp�>'�km#+%xIp�<'J' . 1M!�#&%('>1U#&%(' ��)7m��#&1 ! #&%rIp�<'Jkm#+%yIp�<'J' . � 7m� 1 ! #&%('<12#&%(' ��)- .0 7m� k ! #&%xIX�<'�km#&%rIp�<' � � - .0 � �«� 
 � �� � -��0 7m� k ! #&%('�km#+%(' � � km#+%rIX�<' � k[#&%(' (23)



Substituindo(18)-(23)em(17) tem-se:7m� k ! #+% �)
 'JkV#+% �^
 ' � �)7[� k ! #+%('Jkm#+%(' �I �ha � ¢5�2� q �2� q . � � - .D - .0 � - �0 7m� k~!¬#&%('Jk[#&%(' � �� 7[� k ! #&%('�km#+%(' �� � # �	� �n'�# ¢ S �2¥ q . �R¥ q���' �2� # 
 �¤q �^
 �hq . ' �� 
�¢ha . 7[� B � #+%(' � - �0 7[� k ! #+%('Jkm#+%(' �� � ¢ # �� �n'�# 
 �¤q �)
 �¤q . ' �2¢n� # ¥ q . �2¥ q��g'� # �b��� �b' 
j� q f � 
�¢ha . - �D - �0 7m� k ! #+%('Jky#&%(' �� � - .D - .0 7m� B � #&%(' � # 
 �hq � � 
 q . �2¥ q � '�R_ 7[� BA£h#&%(' � � - .0 � -/£D � - .0 
�� q f � 
j¢ha . (24)

A Eq. (24) modelao comportamentodosmomentosde
segundaordemdo vetorerro de coeficientes(traço da ma-
triz decorrelaç̃ao).Noteque(24) éumaequac¸ãonão-linear
em 7m� k ! #&%('�km#&%(' � . Al émdisso,paraumamesmapotência
doruı́dodemediç̃ao -/.D , o comportamentodoalgoritmode-
pendeda suafunção de distribuição. 7[� B � #+%(' � afetaa es-
tabilidade,o regime permanentee a taxade convergência.7m� B £ #&%(' � afetao regimepermanente.

A partir de(24)pode-sedeterminaro comportamentodo
erromédioquadŕatico(EMQ). Sabe-seque[3]®�¯©°w± #+%(']�^- .D �R² � � 6?³ #&%(' � (25)

onde
³ #&%('?�$7m� km#&%('�k ! #&%(' � é a matrizde correlaç̃ao dekm#+%(' . Para , #+%(' branco,

6 �^-/.0 @ e (25)fica:®j¯©°w± #&%(']��- .D � - .0 ² � � ³ #&%(' � (26)

O modelopropostoparao algoritmoLMK é ent̃ao for-
madopelasexpress̃oes(15), (24)e (26).

4. EXEMPLOS

Estaseç̃ao apresentaresultadosde simulaç̃oesparavalidar
o modelodesenvolvido. Considereo sistemadaFig. 1 com��´�µ� S � S _A� ��¶·S � 
�_n_�¸ ¶·S � � _Y
n
 ¶�S � �h�A¸¤¢ ¶�S � _b�h_ S�¶·S � _A� �n�S � _b�h_ SY¶·S � �b�A¸h¢ ¶�S � � _Y
n
 ¶·S � 
j_h_F¸ ¶JS � S _b� � � ,  � !  � � 


,-/.0 � 

ez(n)gaussianocom -/.D �^S � 
 . Paraaidentificaç̃ao

do sistema,foram empregadosq��¹S � � e dois valoresdeaeºna � ��S � SnS 
 � a�»½¼ 0A¾ 
 � _ e
a . ��S � SbSnS 
j_ � a�»½¼ 0A¾ 
 S

(
a�»½¼ 0 � S � SbS 
�_ , determinadopor simulaç̃ao). Os coefi-

cientesforam inicializadosem $#�Sb'v�S . As Figs. 2 e 3
mostramo comportamentomédiodoscoeficientes� � #&%(' e�½¿b#+%(' dadopelaequac¸ão (15) e obtido por simulaç̃ao (50

realizaç̃oes). Os demaiscoeficientespossuemcomporta-
mentosemelhante.As Figs.4 e5 mostramo comportamen-
to do erromédioquadŕaticopara

a � a � e
a � a . obtido

porsimulaç̃ao(50realizaç̃oes)epelaequac¸ão(26). O EMQ
emexcesso(

® ¯C°�±¡À"ÁvÂ Ir- .D ) emregimepermanenteobtido
de (26) foi de S � SbS 
j�©
 (-17,1dB) para

a � e de S � SnSbSb� _�¸
(-26,1 dB) para

a . . Os resultadosobtidosem simulaç̃ao
foram,respectivamente,S � SnS 
j_b� (-18,3dB) e S � SnSbSb� 
 S (-
26,8dB), paraumamédiade50realizaç̃oes.

Os resultadosapresentadosmostramqueo modelodes-
crevecombastanteprecis̃aoo comportamentodoalgoritmo,
mesmopara

a
próximo do limite deestabilidade,já queas

hipótesessimplificadorasutilizadasna construç̃ao do mo-
delo foram feitasparaaprendizadolento. A utilização de
um valor de

a
pequeno,no entanto,é o casode maior in-

teresseparaaplicaç̃oesemtemporeal,nasquaisdipõem-se
deapenasumarealizaç̃aodosprocessosenvolvidos.Poris-
so, deve-seusar

a
pequenoparaqueo comportamentodo

algoritmoemumarealizaç̃aonãoseafasteexcessivamente
do comportamentomédio.

5. CONCLUSÕES

Esteartigo apresentauma ańalise estat́ıstica parao com-
portamentodo algoritmo adaptativo LMK (Least Mean
Kurtosis)parasinaisde refer̂enciabrancose gaussianose
aprendizadolento. Equaç̃oes recursivas não-linearessão
derivadaspara o momentode primeira ordem dos coefi-
cienteseparaoerromédioquadŕatico.Exemplosapresenta-
dosmostramqueo modelodesenvolvido descrevecompre-
cisão o comportamentodo algoritmotantono regimetran-
sitório como em regime permanente.O modeloé válido
pararuı́do brancocom qualquerdistribuição de probabili-
dadesimétricae médiazero.
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Fig. 2. 7[� � � #&%(' � (modeloesimulaç̃ao).
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Fig. 3. 7m� �u¿b#&%(' � (modeloe simulaç̃ao).
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