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Resumo- Esteartigo apresentaima aralise estatstica
para o comportamentodo algoritmo do gradiente es-
tocastico LMK (Least Mean Kurtosis), que utiliza co-
mo fungao custoo kurtosisdo sinal de erro. O algorit-
mo LMK apresentalesempenhanelhor que o algoritmo
LMS emdiversassitua@espraticasde interesseascustas
de uma compleidade computacionaligeiramentemaior.
Equades recursvas determinsticas nao-linearessao de-
duzidasparao comportamentanédio dos coeficientese
parao erromédio quadético,considerando-sginaisdere-
ferénciagaussiano® brancose aprendizaddento. O no-
vo modelo anaitico descree o comportamentalo algo-
ritmo nosregimestransibrio e permanentgaraqualquer
ruido brancocomdistribuicdo de probabilidadesimétricae
médiazero.Exemplosnuméricosde simula@oMonte Car
lo demonstrana validadedo modeloanaltico.

Palavras-chave: filtros, algoritmos, filtragem adaptativa,
gradienteesto@stico.

Abstract -This paperpresentsa statisticalanalysisof the
LMK (Least Mean Kurtossis)adaptie algorithm beha-
ior. The LMK algorithmis a stochastigyradientalgorithm
which usesthe kurtosisof the error signalascostfunction.
TheLMK algorithmoutperformghe LMS algorithmin sev-
eral applicationsof practicalinterest,at the costof a little
increasen computationakcompleity. Deterministicnon-
linear recursve equationsare derived for the meanweight
and meansquareerror behaior, for white Gaussiarrefer
encesignalsandslow learning. The nev model describes
the algorithmbehavior during transientandin steady-state
for ary meanzerowhite noisewith symmetricdistribution.
Monte Carlo simulationexamplesdemonstrat¢he validity
of theanalyticalmodel.

Keywords: filters, algorithms,adaptivefiltering, stochastic
gradient.

1. INTRODUCAO

A rapidaevolucao dosprocessadoredigitais de sinal, que
se tornarammais compactose economicamenteiaweis,
tornou posdvel a expansio das aplicades de sistemas
adaptatios, que agora sao encontradosem areascomo
telecomunicaies(satlites,telefoniamovel), radare sonar
controle, processamentale sinais biolégicos e tamkem,
maisrecentementeem sistemasle controleativo de ruido
adistico[1] e devibragies[2].

A filtragem adaptatia ganhouimpulso com o desen-
volvimento do algoritmo LMS (Least Mean Square)[3]
ha aproximadamentérés décadas. Essealgoritmo & uti-
lizado hoje na maioria das aplicades praticas, principal-
mente devido a sua simplicidade. Existem na literatu-
ra modelosanalticos parao comportamentalo algoritmo
LMS em diferentescondides de opera&o, o que facili-
ta 0 seuprojetoe implementa@o. Ja paraalgoritmosque
emprgam momentosde ordemelevada(maior que 2) do
erro de estima@o ha apenasum limitado nimerode re-
sultadosanalticos, devido principalmenteas dificuldades
matenéticasinerentesa analisedemomentosieordemele-
vada.

O algoritmoLMK [4] & um algoritmobaseadmo gradi-
enteesto@stico. Suafuncio custoé o kurtosisdo sinalde
erro[5], [6], e eshrelacionadacomo cumulantede quarta
ordemdo erro. Cumulantesao aditivos em seusargumen-
tos, isto &€, o cumulanteda somade dois sinaisé igual a
somadoscumulantesndividuais. Alémdisso,todosos cu-
mulantesde ordemmaior que dois sdo iguais a zero para
um processa@aussianale médiazero. Assim, a utilizagdo
deumafunciocustobaseadao cumulantelequartaordem
tornao algoritmoimunearuidoscomfuncaodedistribuicao
gaussiana.Comoo ruido de medigo podeserconsidera-
doresultantedaadiciode diversasontesindependentede



ruidoemdiversasaplicadespraticas suadistribuicaotende
aumagaussianae acordocomo Teoremado Limite Cen-
tral. Essapropriedaddeva naturalmenteao interessepor
algoritmosbaseadosmmomentogle ordemelevada[5].

Encontra-s@aliteraturaespecializadamagrandequan-
tidadedetrabalhoautilizandoalgoritmosadaptatiosbasea-
dos ha minimizag@@o de momentosde ordem elevada do
erro de cancelamento.Aplicagdesimportantesincluem a
equalizadoautodidatd3] e aidentifica@ode sistemag$8].

Trabalhos disporiveis na literatura mostram que a
utilizacdodo algoritmoLMK podelevar avantagensgjuan-
do comparadaao LMS, as custasde um pequencaumen-
to de complexidadecomputaciona[4]. Parafiltros adap-
tativos de ordem NV, o algoritmo LMK requer2N + 5
multiplicagdese N + 3 adigdespor iterado, enquantajue
0 LMS requer2 N + 1 multiplicagdese N + 1 adigdespor
iterado. Issoostornapraticamenteequivalentesem com-
plexidadeparafiltragensde ordemelevada. Resultadose-
cented4], [7] mostrammenoreglesajustes maiorestaxas
decornvergénciaquandodautilizacaodo algoritmoLMK.

Apesardasvantagensliscutidasacima,o usodo algorit-
mo LMK éaindabastantdimitado emaplica®desemtempo
real. Um dosmotivos paraessareduzidaaplica@o é certa-
mentea falta de modelosanalticos capazesle prever seu
comportamentoEsteartigo apresentam modeloanaitico
parao comportamentalo algoritmoLMK. Equa®esrecur
sivas determinsticassao derivadasparao comportamen-
to médio dos coeficientes parao erro médio quadético.
O modelopropostoassumesinaisde entradagaussianog
brancose & valido pararuido aditivo brancocom qualquer
distribuicao simétricade médiazero. O novo modeloper
mite estudaros efeitosda inicializagdo e darelac@o sinal-
ruido sobreo comportamentalo algoritmo. Simula®es
Monte Carlo sao apresentadaparailustrar a precisio do
modelo, tanto durantea corvergénciaquantoem regime
permanente.

2. COMPORTAMENT O MEDIO DOS
COEFICIENTES

A Fig. 1 mostrao diagramade blocos do problemaes-
tudado. W% = [wd,w?,..,w%_,]T & o vetor de N
amostrasda respostaao impulso de um sistemalinear a
identificar W(n) = [wo(n),wi(n),...,wn_1(n)]T €0
vetor de coeficientesdo filtro adaptatio trans\ersal FIR.
z(n) € estacio@rio, branco,gaussianode média zero e
comvarianciac?. X(n) = [zo(n),z1(n),...,an_1(n)]T
€ o vetor de obsenades do sinal de refeenciaz(n) e
R = E[X(n)XT(n)] = 021 @ amatrizde autocorrelaéo
de X(n). z(n) &um ruido estacioirio, branco,de média

zeroe variancias?, naocorrelacionad@omqualquerutro
sinal,nao necessariamengaussiananascomdistribuicdo
simétricaemrelag@o a origem(f,(z) = f.(—z)). Assim,
os momentodde ordemimparde z(n) sdonulos. y(n) éa
sddadofiltro adaptatio ee(n) € o sinaldeerrocujokurto-
sisdeve serminimizado.

Na analiseestaisticaaquiapresentadassume-squeos
vetoresX (n) e X (n — p) sdoindependenteparap > 0 e
queosvetoresdecoeficientedV (n) sdoindependentedos
vetoresdeentradaX (n — k), parak > 0. Essaipbtese®
asapresentadamnteriormenteorrespondenautilizacaoda
conhecidaeoriadaindepenéncia[9], [3] freqientemente
utilizada com sucessem analisesestatsticasde compor
tamentode algoritmosadaptatios esto@sticos.Emboraas
hipotesesdessateoria nao correspondana realidade,seu
emprego em muitos casosretem informago suficienteso-
bre a estruturado processadaptatio e permiteumamo-
delagembastantegrecisado comportamentalo algoritmo.
Esseé o casodo algoritmoLMK.
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Fig. 1. DiagramadeBlocos.

A equad@odeatualiza@odoscoeficientegparao algorit-
mo LMK & [4]:

W(n+1) = W(n) +4u {3E[e*(n)]e(n) — *(n) } X (n)
1)

ondey € a constantele adaptago. Definindoo vetorerro

decoeficiented/ (n) = W (n) — W° tem-se:

Vin+1)=V(n)+4u {SE[ez(n)]e(n) — e3(n)} X (n)
(2)
Para a implementa&o do algoritmo (2), E[e?(n)] deve
sersubstitido por umaaproxima@o que possaser calcu-
lada a partir dos sinaisdisporiveis a cadaiterago. Uma
aproxima@opossvel é atravésdaequa@orecursva[4]
E[e*(n)] = BE[e*(n — 1)] +€*(n), 0<B<1 (3)

com E[e%(—1)] = 0. Outrapossibilidade? a utilizagao da
soluco de (3), a qual pode ser aproximadacom bastante



precifiopelosseusrésprimeirostermos.Assim,

Ele*(n)] = e*(n)+ e’ (n—1)+p%*(n-2), 0< <1
(4)
As implementades do algoritmo usando(3) ou (4) nao
apresentanvaria@essignificatvas de comportamento.A
araliseestatsticaquesegueé realizadasemperdadegene-
ralidade,usandd4). Substituindg4) em(2) tem-se:

V(n+1)] = V(n) + 4pu[2e*(n) + 3Be*(n — 1)

+3B%€*(n — 2)]e(n) X (n) (5)

Tomandoo valor esperadale (5) obtem-se:

E[V(n+1)] = E[V(n)]
+4p{2E[e’ (n) X (n)] + 38Ele*(n — 1)e(n) X (n)]
+3B%E[e*(n — 2)e(n) X (n)]} (6)

Usandoe(n) = z(n) — XT(n)V(n) e o fatode queos
momentodmparedsde z(n) sdonulos,osvaloresesperados
em(6) ficam:

E[e*(n)X (n)] = =3E[z*(n)]E[X (n)XT
— E[(XT(n)V (n))*X (n))]

(n)V(n)]

E[e*(n — 1)e(n)X (n)]
= —E[*(n - DE[X(n)XT (n)V (n)]
)

—E[(XT(n = 1)V(n = 1)’XT(n)V(n)X(n)] (7)
Ele*(n - 2)e(n)X (n)]

= —EB[*(n - 2)E[X (n) X" (n)V (n)]

— E[(X"(n - 2)V(n - 2))*X"(n)V (n)X (n))]

A determingéo dostermoscom momentosde X (n) ate
ordem2 ndoapresentdificuldades Quantcaostermoscom
momentosleordem3emV (n) e4emX(n), se@apresen-
tadoo calculode um caso. Os demaissao obtidosusando
amesmametodologia.AssumindoX (n) e V(n) indepen-
dentes,a i-esimacomponentede E[(XT (n)V (n))3X (n)]
condicionadeem V' (n) & dadapor (eliminandoo indicen
por simplicidade):

N-1
(Z ZjU; Z TRV Z xlvla:z|V)

[(XTV a;|V] =

2
2

N-1
Elxjzpziz;|vjvpy (8)
0 =0

.
Il
°
~
Il

Como z(n) & gaussianode média zero, o teoremada
fatorag@odosmomentog10] permiteescreer

E[(XTV)3z;|V]
N—-1N—-1N-1

- Z Z Z (E[:v,-:cj]E[:vkml] + Elz;zi|Elxj)

j=0 k=0 I=0
+ E[.’L'z'.’ll'l]E[.’L'j.’lfk])Uj'l)k’l)l

—1N-1N-1

=) > [Tz'j"'kl + rikrii + rarje|vivkve - (9)
j=0 k=0 I=0

onder;; éelementd(, j) deR. Assim,r;; = 0 parai # j e
rij = o2 parai = j. Portantoyetirandoo condicionamento
emV(n) tem-se:

E{E[(XTV)*z;|V]}
N-1 N-1 N-1

= E{aivi(z oovi + Z o2vi + Z o2v?)}
=0 k=0 1=0

=30 E[VTV ] (10)

Para z(n) brancoe N suficientementegrande, pode-se
desprezaa correlag@o entre V'V e cadacomponente;.
Entao,

E(XTV)32y]

= 302E[VTVuv] ~ 362 E[VTV]E[v] (11)
GeneralizandparaV (n) ereintroduzindw indicen,

E[(XT(n)V(n))*X (n)] % 305 E[VT (n)V ()] E[V (n)]

(12)
Paraosdemaistermosem(7) obttm-se:
E[(XT(n~1)V(n=1)’X"(n)V (1) X (n)]
~dtE[VT(n-1)V(n = 1)]E[V(n)] (13)
E[(XT(n~2)V(n~2)*X"(n)V (1) X (n)]
% 0z E[VT (n = 2)V(n = 2)|E[V (n)] (14)
Substituindo (12)-(14) e E[X(n)XT(n)V(n)] =
02E[V(n)] em(6) e (7) econsiderand® (n —2) ~ V(n —

1) ~ V(n) paraadaptadolenta(u pequeno)pbtem-seuma
expres§o parao valor médio doscoeficientegparao algo-
ritmo LMK:

E[V(n+1)] = {1 -12u05(2 + § + %)
(o2 + a2E[VT (n)V(n)])} E[V (n)] (15)

Note que a estabilidadede E[V(n)] dependeda
inicializagao VT (0)V (0), distanciaentrel (0) e We.



3. MOMENT OS DE SEGUNDA ORDEM
Pré-multiplicanda(2) por suatranspostaresulta:

VIm+1)V(n+1)=VT(n)V(n) + 8u[2¢*(n)
+3p8€*(n — 1) + 35%e*(n — 2)] e(n)XT(n)V(n)
+ 1647 [4€°(n) + 128e*(n — 1)e* (n)
+ 123%e%*(n — 2)e' (n) + 96%e* (n — 1)e%(n)
+183%*(n — 2)e*(n — 1)e*(n) + 98%* (n — 2)e*(n)]
XT(n)X (n) (16)
No calculodosvaloresesperadosm (16), shodespreza-
dosostermosE[(X T (n)V (n))?* X T (n) X (n)] parak > 1.

Duranteo transibrio (V' (n) elevado),essedermospodem
serdesprezadogaray suficientementpequeng@orquesio

flutuad@es multiplicadaspor 2. Em regime permanente,

podemserdesprezadogorqueE[V (n)] ~ 0. Usandoessas
simplificades tem-sede (16):
EVT(n+1)V(n+1)]=EVTn)V(n)

81 BLe7 () (T (0)V ()] + 2B ) ()]
~2448 (B[:2(n = (X0 ()]

FE[X (0= DV (1= D)CC7 )V ()]

~2408° (EE2(n ) (X )V ()]

FEI(XT(n = 2V (n — 2) (X7 (0)V (1))?]
+16p2 (60E[z4(n) (XT(m)V (n))2 X7 (1) X ()]
—|—4E[z6(n)XT(n)X(n)])

+1642 (12ﬂE[z2(n — 1)622(n)(X7T(n)V (n))?
XT(n)X(n) + 22(n — 1)2*(n) X T (n) X (n)

+X T (n -1V (n - 1))2Z4(n)XT(n)X(n)]>

+1642 <l2ﬂ2E[z2(n —2)622(n)(XT (n)V (n))?
XT(n)X (n) + 22(n — 2)24(n) X7 (n) X (n)
+(XT(n-2)V(n - 2))2z4(n)XT(n)X(n)])

+1642 (9/32E[z2(n)6z2(n —1)(XT(n - 1)V(n—1))?
XT(n)X (n) + 22(n)z*(n — 1)XT(n) X (n)

+24(n — 1)(XT(n)V(n))QXT(n)X(n)])

+164> (9ﬂ4E[z2(n)622(n -2)(XT(n -2)V(n-2))?
XTm)X (n) + 22(n)z4(n — 2) X7 (n)X (n)
+24(n — 2)(XT(")V(TL))QXT(")X(”)])

+22(n — 2)2%(n
+22(n — 1)22(n)(XT(n — 2

+2%(n —2)2%(n — (X" (n V(n))"’XT(n)X(n)O

(17)

A determina@o das parcelasde (17) usa a mes-
ma metodologia emprgjada anteriormente. Adi-
cionalmente, considera-seque E[(VT(n)V(n))?] =~
E[VT(n)V(n)EVT(n)V(n)]. Essa aproxima@o
consideraque as flutua@es de V7 (n)V (n) podem ser
desprezadafaceao seuvalor médio, o queé perfeitamente
aceifivel paraum modelo estatstico de segundaordem.
Assim,tem-se apdsalgumtrabalhomatendtico,

E[(XT(n)V(n))’] = oz E[VT (n)V(n)] ~ (18)

E[(XT(n)V (n))*] = 30, E[VT (n)V (n)VT (n)V (n)]
~ 30 E[VT(n)V(n)E[VT (n)V(n)] (19)

E[(X"(n = i)V (n—i)*(X"(

= osElVT(n)V(n)VT (n)V(n)]

~ oy E[VT (n)V(n)]E[VT (n)V (n)],
1 =1

(
V(n—i)=V(n),i=1,2) (20)

2
=
S
o

E[XT(n)X (n)] = No? (21)

E[(XT(n)V(n))’X"(n)X (n)]
= (N +2)02E[VT(n)V(n)] (22)

E[(XT(n—9)V(n —1i))* X" (n)X (n)]
=E[(X"(n—i)V(n—)*|E[XT (n)X (n)]

= 02E[VT(n —i)V(n— i)]NUi,i =1,2
~NAEVT(n)V(n)],V(n—i) = V(n) (23)



Substituindg18)-(23)em(17) tem-se:
EVI(n+1)V(n+1)]=EVTn)V(n)]
—mk+%+%ﬂﬁﬁ+ﬁﬂW@W@ﬂ
EVT(n)V(n)]

- [(N +2)(60 + 95> + 98*) + N(128 + 12ﬂ2)]
164° E[2* (n)]oz E[VT (n)V (n)]

+ [60V +2)(126 + 126%) + 6N (95° + 95")

+ (3N + 2)18ﬁ3] 1612642 E[VT (n)V (n)]

+ [o202 Bl (m)](128 + 2187 + 95%)
+4E[2%(n)]No2 + 05 No2185° | 1647 (24)

A Eqg. (24) modelao comportamentalos momentosde
segundaordemdao vetor erro de coeficientegtragp dama-
triz decorrela@o). Noteque(24) € umaequa@onao-linear
emE[VT (n)V (n)]. Alémdisso,paraumamesmapotencia
doruidodemedi@oo?, o comportamentdo algoritmode-
pendeda suafungdo de distribuicdo. E[z*(n)] afetaa es-
tabilidade,o regime permanente a taxa de corvergéncia.
E[2%(n)] afetao regimepermanente.

A partirde (24) pode-saleterminaio comportamentalo
erromédioquadatico(EMQ). Sabe-seue[3]

éomi(n) = 03 + tr[RK(n)] (25)

ondeK (n) = E[V(n)VT(n)] &€amatrizde correlaéo de
V (n). Paraz(n) branco,R = ¢21 e (25)fica:

Eomk (n) = o7 + ostr[K(n)] (26)

O modelopropostoparao algoritmoLMK & enfo for-
madopelasexpres®es(15), (24) e (26).

4. EXEMPLOS

Estase@o apresentaesultadogie simula®esparavalidar
o0 modelodesenolvido. Considereo sistemadaFig. 1 com
WO = [0,0482;0,1447;0,2411;0, 3376; 0, 4340; 0, 4822
0,4340;0,3376;0,2411;0,1447;0,0482), WOTW° = 1,
o2 = 1 ez(n)gaussianaomo? = 0, 1. Paraaidentifica@o
do sistemaforam empregadoss = 0,5 e dois valoresde
wrpr =0,001 = pimee/1,4€p2 =0,00014 = fiyn4,/10
(mae =~ 0,0014, determinadgor simula@o). Os coefi-
cientesforaminicializadosem W (0) = 0. As Figs. 2e 3
mostramo comportamentonédiodoscoeficientesvs(n) e
ws(n) dadopelaequa@o (15) e obtido por simulaéo (50

realiza®es). Os demaiscoeficientespossuemcomporta-
mentosemelhanteAs Figs. 4 e 5 mostramo comportamen-
to do erromédioquadéticoparay = u; € p = pe obtido
porsimula@o(50realizades)e pelaequaé@o(26). O EMQ
emexcessAdér Mk (oo) — o2) emregimepermanentebtido
de (26) foi de 0,00181 (-17,1dB) parau; e de0,000247
(-26,1dB) paraus. Os resultadosobtidosem simula@o
foram, respectramente), 00148 (-18,3dB) e 0, 000210 (-
26,8dB), paraumamédiade50realizades.

Os resultadosapresentadomostramque o modelodes-
creve combastantgrecisfitoo comportamentdoalgoritmo,
mesmoparay proximo do limite de estabilidadeja queas
hipétesessimplificadorasutilizadasna constry@o do mo-
delo foram feitas paraaprendizaddento. A utilizacdo de
um valor de . pequenono entanto,é o casode maior in-
teressgaraaplicadesemtemporeal,nasquaisdipdem-se
deapenasimarealiza@odosprocessogrnvolvidos. Poris-
so, deve-seusary pequengparaqueo comportamentao
algoritmoem umarealiza@o nao se afasteexcessvamente
do comportamenteonédio.

5. CONCLUSOES

Este artigo apresentaima arélise estatstica parao com-
portamentodo algoritmo adaptatto LMK (Least Mean
Kurtosis)parasinaisde refelénciabrancose gaussiano®
aprendizaddento. Equades recursvas nao-linearessiao
derivadasparao momentode primeira ordem dos coefi-
cientes parao erromédioquadiatico. Exemplosapresenta-
dosmostramgqueo modelodeserolvido descrge compre-
cisdo o comportamentalo algoritmotantono regime tran-
sitorio como em regime permanente.O modeloé valido
pararuido brancocom qualquerdistribuicao de probabili-
dadesimétricae médiazero.

6. REFERENCIAS

[1] Morgan, D.R. and Kuo, S.M., Active Noise Control
Systems:Algorithmsand DSP Implementationgsfirst
edition,NY:JohnWiley andSons,1996.

[2] Woodard,S.E.andNagchaudhuriA., “Application of
LeastMean SquareAlgorithms to SpacecraftVibra-
tion Compensation”TheJournal of the Astronautical
Sciencesv. 48,n.1,p.83-90,jan-mar/1998.

[3] Haykin,S.,AdaptiveFilter Theory Prentice-HallNJ,
third edition,1996.



[4]

[5]

[6]

[7]

(8]

[9]

[10]

Tanrikulu, O. andConstantinidesA.G., "LeastMean
Kurtosis: A Novel HigherOrder Statistics Based
Adaptive Filtering Algorithm”, Electonic Letters,
30(3):189-190,feb/1994.

Nikias, C.L. and Petropolu, A.P., Higher-Order
Specta: a Nonlinear Signal ProcessingFramevork,
EnglevoodCliffs, NJ:Prentice-Hall,1993

ConstantinidesiA.G. andPazaitis,D.I., “A Novel Kur-
tosisDrivenVariableStep-Casédaptive Algorithm”,
IEEE Transactionson Signal Processingv. 47, n.3,
mar/1999.

Tanrikulu, O., Adaptive Signalling ProcessingAlgo-
rithms with Acceleated Convergenceand Noiselm-
munity, Ph.D. Thesis,Departmenbf Electrical Engi-
neering,/mperial College,London,1995.

Douglas,S.C.andMeng,E.T.H.Y., “StochastidGradi-
ent AdaptationUnderGeneralError Criterion”, IEEE
Transactionson SignalProcessing42(6): pag.1335-
1351,jun/1994.

Mazo, J.E., “On The IndependenceTheory of
Equalizer Corvergence”, The Bell-SystemTecni-

cal Journal, vol. 58,n.5, pag.963-993 may-jun/1979.

Papoulis, A., Probability, Random Variables and
StotasticProcesses3. ed.,McGraw-Hill, 1991.

0.4

o
u=0.00014

Valor Médio, E[w4(n)]

* simulagdo

- modelo

. . . . . . . . .
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
iteragoes

Fig. 2. E[w4(n)] (modeloe simula&o).

u=0,001

u=0,00014

Valor Médio, E[w5(n)]
5
&

0.1 * simulagdo

0.05f - modelo

. . . . . . . . .
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
iteragdes

Fig. 3. E[ws(n)] (modeloe simula@o).
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Fig. 4. EMQ, 1 = 0,001 (modeloe simula@o).
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Fig. 5. EMQ, ¢ = 0,00014 (modeloe simula&o).



