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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo sobre o comportamento do
algoritmo FXLMS quando o caminho seaindério poce ser
modelado pa um sistema Wiener-Hammerstein. Es:a
configuracd® € de espeda interese am aplicages de wntrole
ativo de ruido adistico e vibragdes. A caaderisticando-linea é
representada pela funcd erro escdada e modela & distorgdes
introdwzidas pel os transdutores e anplificadores. Reaursdes ndo-
lineares deterministicas $i0 derivadas para o comportamento
médio dcs coeficientes e para 0 erro médio quedrético, em
regimes transitorio e permanente, supondese sinais gaussanos e
adaptac® lenta. Os resultados obtidos mostram que mesmo
pequenas ndo-lineaidades podem ter um impado significaivo
no desempenho dosistema alaptativo. Simulagdes Monte Carlo
corrobaram a validade dos resultados.

ABSTRACT

This paper presents a datisticd analysis of the FXLMS
algorithm when the semndary-path cen be modeled by a
Wiener-Hammerstein system. This approach is of spedal interest
in adive noise ad vibration control applicaions. The
norineaity is modelled by a scded error function that can
represent the saturation kehavior of the transducers and
amplifiers. Deterministic norlinea reaursions are derived for the
mean weight and mean square eror behavior for transient and
stealy-state @ndtions asuming gaussan inpus and slow
adaptation. The results obtained show that even littl e norlinea
effeds may have asignificant impad on the adaptive system
behavior. Monte Carlo simulations are presented which show
excdlent agreement between the behavior predicted by the
theoreticd models and the ad¢ual algorithm behavior.

1. INTRODUCAO

A témicade mntrole aivo de ruido adistico e vibragdes (active
noise ontrol - ANC) tem despertado constante interese na
comunidade de @ntrole e processamento de sinais nos Ultimos
anos, em espeda na deade filtragem adaptativa[1].

O concdto de mntrole divo de ruido foi introdwido pa Paul
Lueg em 1936[2] e mnsiste basicamente no cancdamento das
ondes de pressio sonara ou ke vibrag® em uma determinada

regido espadal, através da aiac® de um campo artificial de
mesma intensidade e fase inversa. Dessa sobreposicdo de
influéncias deaorre adiminuicd ou ocancdamento dos niveis
sonaos. Ess solugdo é praticamente interessante para
freqUiéncias abaixo de 1kHz, onde solucfes passvas podem ser
volumosas e posalir peso consideravel.

A implementac® de sistemas ANC tem aumentado
consideravelmente en decorréncia dos avangos dos modernos
processadores digitais de sinais, permitindo assm, a utilizac®
detémicas de mntrole calavezmais ofisticadas.

Filtros adaptativos apresentam-se @mo uma dternativa &
témicas de mntrole cnvencional. Em particular, o algoritmo
Least Mean Squae (LMS) e suas variantes tém sido amplamente
utili zados neste tipo ce glicacd® [1]. Essa popuaridade advém
de sua cgaddade intrinseca de otimizac® de desempenho,
mesmo em sistemas que hdo sdo completamente conheddos ou,
ainda, variantes notempo [3,4].

O agoritmo LMS filtrado (FXLMS), o mais utili zado em ANC,
€ uma modificac® doLMS onde o sina de referéncia éfiltrado
com 0 oljetivo de mmpensar os atrasos inerentes ao lag
eletroadistico de alaptac® (Fig.1l). Este procedimento gera
correlagdes nos snais que amplicam sobremaneira aandlise do
comportamento do algoritmo. Esss correlagdes invalidam a
utlizacd da teoria da independéncia, freglientemente
empregada para simplifica a adise. Receitemente [5]
apresentou um modelo para o agoritmo FXLMS que leva an
consideracé essas correlages.
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Figura 1. Sistema de mntrole divo de ruido adistico em
um duto baseado noagoritmo FXLMS.
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Sistemas reds de mntrole &ivo de ruido tém sido anaisados
teoricamente @mo problemas puramente lineaes [1].
Entretanto, sabe-se que os transdutores (adisticos e de vibragé)
utilizados em ANC caaderizam-se por  posalirem
comportamento ndo-linea [6]. Esse problema geralmente é
minimizado limitando-se & excursdes do sind relativamente a
cgpaddade dos atuadores [7-9]. Todavia, por aspedos
emndmicos, € de grande interese que @& espedficages do
sistema ndo sejam desnecessariamente superdimensionadas.

Embora os sstemas monocanais tenham obtido relativo sucesso,
diversas aplicagdes caaderizam-se por um complexo campo
adistico. Nessas stuagdes, ou quando o controle global é
amegado, sdo uilizados agoritmos multicanais [10].
Basicamente, esses sstemas utilizan midltiplas  fontes
seaundrias para @ntrolar o ruido simultaneamente em varios

sensores de @ro pasicionados em diferentes regifes.

Em [11]] foi apresentada a &dli se tedricado algoritmo FXLMS,
onde uma funcd ndo-linea modela ainfluéncia do transdutor
(dto-falante na Fig. 1) situado apds a porgéo linea do caminho
aalstico seaunddrio (S na Fig. 1). Essa representacé® despreza
0s atrasos impostos pel os dispositivos eletrdnicos de cgptacd do
sina de aro, asim como pelo caminho e propagac¢é® dosina
adistico (vibradonal) no meio. A modelagem do caminho
adistico seaunddrio através de um sistema Wiener-Hamerstein
[12] permite aincorporag® dessas caraderisticas ao modelo,
posshilitando réo apenas uma maior previsibilidade de seu
comportamento como também fornecendo a base para o estudo
de sistemas multicanais, onde os caminhacs de propaga¢® entre
os diversos atuadores e sensores de @ro devem necessariamente
ser levados em considerac.

O presente trabalho investiga o comportamento do sistema
adaptativo apresentado ra Fig. 2, onde g(+) representa uma
néo-lineaidade do tipo saturac@® sem meméria e S, e S, sdo
transformagdes lineaes demrrentes do pocessamento e
instrumentacé eetronica edo caminho ¢k propagacé® dosinal

aalstico ou vibradonal no meio. Ao conjunto ordenado destes
trés elementos denomina-se sistema Wiener-Hammerstein [12].
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Figura 2. Diagrama am blocos do sistema anali sado.

Reaursdes ndo-lineaes deterministicas $80 desenvolvidas para o
comportamento médio dos coeficientes e para 0 erro médio
quadrdtico, considerando sinais gaussanos e alaptac® lenta. Os

resultados 0 expresos em fungd do grau de ndo-lineaidade
do sistema. A partir desss reaursdes, determinase o0
comportamento do algoritmo em regime permanente. A andlise
ndo utli za ateoria daindependéncia.

Os resultados andliticos demonstram que o0 grau de ndo-
lineaidade do sistema pode ter uma influéncia significdiva no
comportamento do algoritmo, tanto duante a o©nvergéncia
guanto em regime permanente. Simulagdes Monte Carlo
apresentam excdente cmncordancia @m o modelo tedrico.

2. ANALISE
2.1 O Modelo Analitico

O diagrama en blocos da Fig. 2 apresenta o problema de
controle ndo-linea estudado. W° =Fng W, vvﬁ,_lé éo
vetor de anostras da resposta @ impulso untario da planta.
W (n)=Hy(n) w(n) wN_l(n)é ¢ o veor de
coeficientes adaptativos (filtro FIR transversal),
S =Fo Su slMl_lé € o primeiro filtro do caminho

seandiio, S, =, Sy SZM2_1Q € o segundofiltro do

caminhoseaundérioe S= B S §M—1é é a atimativada

parte linea do caminho adistico seaundério. d(n) é o sinal a
ser estimado. e(n) éosinal de aro aser minimizado. x(n) éo

sina de referéncia Asame-se que x(n) sga etadonério,

2
X

gaussano, com média 80 e variancia o
X(n)=g(n) x(n-1) x(m—N+1)é é o vetor de
dados observados dentro de um intervalo de tempo dce N
amostras e X, (n)=F (n) x (n-1) .. x (m-N+1)g &
o vetor de dados observados filtrados por S. z(n) éo ruido e
medi¢do, 0o qual considerase estadonario, gaussano, branco,
com média zeo, variancia ¢’ e ndo-correladonado com
qualquer outro sinal. Os vetores W° e W (n) sdo considerados

de mesma dimensio N. Quando powindo dferentes
comprimentos, 0s mesmos podem ser acmodados com a
insercéo de zeos.

A néo-lineaidade émodelada pela seguinte fungéo:
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g(y)zIe_”zdz )

Note-se que c!iﬂnzog(y)zy and Limg(y):m/n/z son(y).
Assm, g(+) pode ser variado desde uma fungéo linear até a

funcdo sinal de forma mntinua dravés de o . O comportamento
de sistemas atamente ndo-lineaes (o — 0) pode ser estudado
multiplicando-se g(+) por uma wnstante do tipo A/o onde

AOR" . A Fig. 3 mostragréficosde g(+) paradiferentes o.



A equacd® de dualizacd® dos coeficientes do algoritmo FXLMS
édada por:
W (n+1)=W (n)+pue(n) X, (n) &)
Vi -1
onde: X, (n)= MZn §X(n-k) e a guacd doerro é dadapor:

e(n) =W X (n)+z(n)

Yot ot o . \O ©)
- ; S, g%; sWT (n=i-j)X(n-i- j)%
Substituindo-se (3) em (2), obtém-se:
W (n+1) =W (n)+uX, (n)X" (n)W° +puz(n)X, (n)
@

—HMgszjg gz%w (n—i—j)X(n—i—j)§<f (n)
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o

Figura 3. Representagdes da funcdo g(-) para
diferentes g. (a) 0> =1000; (b) 0> =16;(c) o> =2.
2.2 Comportamento Médio dos Coeficientes
Tomandose o vaor esperado de (4) condcionado em
w={W(n), W(n-1), .., W(n-M,-M,+2) }:
E{W (n+1)|#} =W (n)
+uE{ X, () X" (n)| %} W° + uE{z(n) X, (n)|} ©)

—umglsszgggzl%WT (n=i-j)Xx(n-i —j);}@ (n)

w3
g

O segundovalor esperado em (5) é nulo, visto que x(n) e z(n)
sdo ndo-correladonados e tém média zeo. A avdiac®d das
demais esperancas em (5) ndo é direta, visto que estdo
envolvidos termos atrasados dos vetores X(n) e W(n).
Portanto, uma adlise eata tornase uma tarefa matemética

bastante @mplexa. Para prossguir, considerase que &
correlagdes entre vetores do sina de referéncia sdo muito mais

significativas que & correlagdes entre vetores de weficientes e
vetores do sina de referéncia. Essa supcsicdo € supartada por
extensivas smulagdes numéricas.

Nessas condgbes tem-se que R»=Z§.R» com
s

R, =E{X(n-j)X" (n}~

Note-se que essa simplificaca é menos restritiva que ateoriada
independéncia, na qua vetores de etrada drasados <o
considerados independentes.

Para avaliar-se adltima esperanca em (5) € utilizado oteorema
de Busgyang [13], obtendo-se:

B ot o g
E W (n=i-j)X(n=i-j)gX, =
Eg%= s;WT (n=i—j)X(n-i J)E;X (n)W%

M;-1Ni-1

Z ;gistkaW(n_i_j) (6)

Substituindo-se os resultados obtidos em (5), obtém-se:

E{W (n+1)|z} =W (n)+ uR W°

My-1M -1

Mp-1 S.liéxR’+i—kW(n_i_j)
_IJ; i \/ 1 M11M11IZ ; J

Z ZﬁsﬁslpWT (n=i=j)R, W (n-p-j)+1
(1)

Para retirar-se o condcionamento de (7) em 7 seria necessrio
conhece as fungdes densidade de probabili dade dos vetores em
7 . Visto que esss ndo sdo de fadl obtencéo, um procedimento
aproximado ceve ser usado para obter-se a @uac® do
comportamento médio dacs coeficientes.

0.2

Desprezando-se os efeitos das flutuagdes dos coeficientes em
relac® ao seu valor médio em (7) (4 pequeno), tem-se aforma
final parao modelo docomportamento médio das coeficientes:

M,-1
W (n+1) =W (n)+uRW° - Z S,
£
M;-1M -1

l; k;s.uiRjﬂ—kV_V(n_i_j) (8)
\/GlzhlelZ:sﬂsiptr{Rp_iV_\l(n— p—j)WT (n-i- j)}+1

onde tr{+} significao trago damatriz agumento.

1 A matriz de correlac® dcs vetores de entrada édefinida como:
R =E{X(n-j)X"(n-i)} . Assm R, corresponck amtriz de

autocorrelac® de x(n).



Supondese que 0 — o (caso linea) e S,=[1 0 ... 0], (8)

reduz-se @ resultado ohkido em [5, Eq.16] para o FXLMS
convenciona (linea).

2.3 Coeficientes em Regime Permanente

Avdiando-se (8) para h — o pode-se mostrar que:

limW (n) =

n - co

R R.W° 9)
L 5% 8

Onde aconstante * ¢é denominada de grau de ndo-lineaidade
do sistema e édada por:

1 TR -T 1 o
n? W RLR g RssRUgRW (10)
~ M;-1M;-1 B M,-1M;-1NM -1
€ R§§ = z %.k%JRI*k ’ R%S = Z Z z%JQJS(RH-J—k
= 1= 1= 1= =l

De (9) é posdvel verificar que os coeficientes em regime
permanente aescam sem limites a medida que aumenta o grau de
ndo-lineaidade do sistema. Para n®=1 (9) é instavel e ndo
posali portos estadonarios.

Supondeseque 0 — © € S,=[1 0 ... 0], ento (9) reduz-

Se, maisumavez ao caso linea de aordo com [5, Eq.18].

2.4 Err o Médio Quadrético

Elevando (3) a0 quedrado e tomando-se seu valor esperado
condcionadoem# , tem-se:

E{& (n)|2} =W E{X (n) X" (n)|zs} w°
+2W°" E{z(n)X (n)|zg} + E{ 2 (n)|w}

_zlessz%Z(n)ggzl%WT(n—i—j)X(n—i—j)%w
_ZWOTZSZEH’?Z%WT” = )X (n=i = 1) X (n) 2

[Imi |

D@F

w

O

+E%V:le“ggtlsmWT (n—i - j)X(n—i —j)S’g

1y

Os quatro primeiros valores esperados em (11) sdo fadl mente
avaliados através das caraderisticas dos snais z(n) e x(n) e

desprezando-se & correlagdes entre os vetores X(n) e W(n):

E{x(n)xT n) |2} OR,, E{z(n)X(n) |} =
QEEQWT n-i-j)X(n- I—J) g:o €

E{z n |?0}=

O quinto valor esperado em (11) ja foi avaiado em (6).
Substituindo-se X(n) por X, (n):

Egggzlg,wT (n-i- )X (n-i- j)§><(n) Wgz
szlsthiW(n—i—j) 12

\/1 nlﬂzlwlzlshslpr (n=i-j)R, ;W (n-p-j)+1

O Ultimo valor esperado poc ser obtido através do teorema de
Busgyang [13]:
E{a(v)a(y.)#} =00

U M;-1M,;-1

0 2 2 SSW (nmimi)Rug W(n-l-a) [

@rcseng
[Mi-1M;-1
(n=i-j)R, W(n-p-j)+o

2w e

1

2

E
MMy
DZ s,5,W' (n=1-q)R, W (n-r-q)+o’

o o o
o o |
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Substituindo-se os diversos termos em (11) e supondese que o
pas de alaptacd seja suficientemente pequeno, obtém-se:
&(n)= E{e2 (n)} =W R,W° +0?

M, -1

Mt Z%W"TRMV_\/(n—i—j)

M, -1 M, -1

2Y s, =
Z \/ ;Zggptr{R W (n=p=-j)WT" (n- I—J)}

Mz—l M,-1

+0? Z Zszszq
B (n=1-a)W" (n-i-j)}
S.us_utr | +q-i— W n-1-gq)W" (n-i-j
arC&EnSjwl 1%_12 q-i-j
%Z Z%p" {RoW (n=p-j)W" (n-i-j)}+o
O
1 5
Dm‘m_lMl_l B - lﬁzg
2 % s8R (- (r-1-q}ro* ) £
(14

2.5 Err o em Regime Permanente

A expressio do erro médio quedrético em regime permanente
poce ser obtida substituindo-se (9) em (14) para h — oo :



limé (n) =W R, W +07 —2W T RGs R RgW®

SSss
WITRIRT. R R R W Mp1mp1
S gﬁ SS S,S5 S
+ p Z Z S5, (15
T TRT ot S L
R R Z z §I§| I+q-i- ] Réw C
arcend e 1 s
O W RSR%R%RWR%W E

M,-1M;-1
onde: Rgg = Z Z S, SR
j=0 i=

Através de (15) pode-se mnstatar que mesmo para )° =1, valor

a patir do qu os coeficientes divergem, o erro médio
quadratico € limitado. Iss ocorre porque ando-li neaidade limita
a poténcia de e(n) mesmo no caso de instabilidade do

algoritmo.

3. SSIMULACOES

Nesta se¢c® sdo apresentadas smulagdes com a finalidade de
verificar a awrada das equagdes (8), (9), (14) e (15). Considera
Se que 0 sistema gresentado ra Fig. 2 posaui 0 sguintes
parametros: sina de excitac® correladonado com disperséo de

autovalores de R, igual a 1242, u=0,01, o?=10°,
=[0,8639 0,4319 0,2592] , $=[0,9402 0,33950,0261]",

s, =[0,971 0,2425]', S,=[0,9939 01104], W(0)=0,
S,*S,=[0,9642 0,3482 0,0268] ,

SIS, =1.

wowe =1, S[S =1,

As Figs. 4, 5 e 6 apresentam o0 comportamento dcs trés
coeficientes do filtro adaptativo ao longo das sucessvas iteragdes

para. 0® =652, 2,61 e 1,3, corresponcendo a respedivamente
um pequeno (n®=0,001), médio (n°*=0,25) e grande
(n?=0,5) efeito da ndo-lineaidade sobre o sistema S#o
mostradas as curvas tedricas utilizando a Eq. (8) (linhas
continuas) e simulagdes Monte Carlo (linhas espiculadas) para

1000redizages. Os vaores em regime permanente concordam
com os ohtidos andliti camente dravés de (9).

A Fig. 7 mostra o comportamento doerro médio quedrético para
o0s mesmos valores de n® utili zados na andlise dos coeficientes.
E desenhada uma a caa 50 amostras para melhor visuali zac®.
Novamente pode ser constatada aexcdente @ncordancia entre
teoria (Eg. (14)) e smulac®. Note-se areducéo do desempenho
de caxcdamento para o caso (¢) com relacd ao caso (a) (quase
linea). As asdntotas das curvas concordam com os resultados de
(15): (8 —2967 dB; (b) —2093 B e (c) —1497 B.

A Fig. 8 mostra afuncé g(+) e histogramas de anplitudes de

y,(n) obtidos a partir de simulagdes para todas as 8000

iteragdes e 10 rediza@es. Pode-se daramente verificar que para
os casos (b) e (c) o sistema opera naregido ndo-linea.
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Figura 4. Comportamento médio do pimeiro
coeficiente. (@) n? =0,001; (b) n* =0,25; (c) n*>=0,5.
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Figura 7. Erro médio quadrdtico (EMQ). (@)
n*=0,001; (b) n*=0,25; (c) n* =0,5.
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Figura 8. Histogramas de amplitude. (a) n* =0,001; (b)
n*=0,25;(c) n*=0,5.

4. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma adise etatisica do
comportamento do agoritmo FXLMS quando o caminho
seaunddrio poce ser modelado pa um sistema Wiener-
Hamerstein. Este problema éde espedal interess an sistemas de
controle divo de ruido adistico e vibragdes. Os elementos
lineaes do caminho seaundario criam correlagdes no sinal de
controle que podem ndo ser desprezveis. O grau de ndo-
lineaidade do sistema depende diretamente da poténcia desse
sinal e da cgaddade dos atuadores.

Equagdes reaursivas foram desenvolvidas para 0 comportamento
médio dcs coeficentes e para o erro médio quedrdtico,
considerando sinais gausdanos e aaptacd lenta. A partir desss
reaursdes, as condgbes de regime permanente foram
determinadas. Nessa andlise ateoria da independéncia é @itada.
As expreses tedricas desenvolvidas si0 cgpazes de predizer
adequadamente o comportamento do algoritmo durante todas as
fases do proces de alaptac® para diferentes graus de ndo-

lineaidade. Simulagdes Monte Carlo corrobaram os resultados
tedricos.
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