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RESUMO

Neste artigo ´e apresentado um procedimento que faz uso de
redes de Petri para o c´alculo da capacidade de c´odigos com
restriç̃oes bi-dimensionais usados para gravac¸ão de m´ultiplas
trilhas em paralelo em meios ´opticos e magn´eticos. A
utilização de redes de Petri sistematiza a representac¸ão das
restriç̃oes impostas `as seq¨uências em cada trilha e no con-
junto das trilhas simultaneamente. A capacidade do c´odigo
é calculada a partir da matriz de adjacˆencia da ´arvore de
alcançabilidade da rede de Petri. Uma caracter´ıstica impor-
tante do procedimento apresentado ´e que os modelos podem
ser adaptados para introduc¸ão (ou supress˜ao) de restric¸ões.

1. INTRODUÇÃO

Seqüências discretas que obedecem `a restriç̃oes na ocor-
rência de s´ımbolos adjacentes s˜ao usualmente empregadas
em sistemas de transmiss˜ao digital e sistemas de gravac¸ão
óptica e magn´etica. Entre outras exigˆencias, o uso destas
seqüências visa reduzir a interferˆencia intersimb´olica e au-
mentar a habilidade de sincronizac¸ão de rel´ogio de sistemas
de gravac¸ão.

As regras que especificam o conjunto de seq¨uências per-
mitidas são denominadas derestrições de canal. O conjunto
de todas as seq¨uências bin´arias que satisfazem uma restric¸ão
de canal ´e denotado por�. Por exemplo, o conjunto� para
a restriç̃ao de canal unidimensional��� �� é o conjunto de
todas as seq¨uências bin´arias tal que o n´umero de 0’s entre
dois 1’s consecutivos ´e no m´ınimo� e no máximo�.

O canal discreto sem rúıdo (DNC, do inglês discrete
noiseless channel) associado a um conjunto�, é um canal
que admite a transmiss˜ao somente de seq¨uências pertencen-
tes a�, sendo esta transmiss˜ao livre de erros. A capacidade
de um DNC unidimensional foi definida por Shannon co-

mo [1]:
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sendo���� o número de seq¨uências de comprimento� em
�. � representa a taxa m´axima de transmiss˜ao da informac¸ão
através do DNC. Shannon propˆos uma técnica para determi-
nar���� (e da´ı �) que usa uma matriz, denominadamatriz
adjaĉencia, definida a partir de um grafo rotulado que re-
presenta as restric¸ões de canal, conhecido como diagrama
de estados finito (FSD, do inglˆesfinite state diagram). A
capacidade ´e dada por���

�
�, onde� é o maior autovalor

positivo dessa matriz adjacˆencia. Exemplos do c´alculo da
capacidade unidimensional s˜ao encontrados em [2, 3].

Avanços tecnol´ogicos recentes tˆem possibilitado o au-
mento da densidade de armazenamento, como por exemplo,
o uso de m´ultiplas cabec¸as de leitura/gravac¸ão operando si-
multaneamente em� trilhas [4]. Os s´ımbolos lidos/escritos
em paralelo em cada trilha s˜ao agrupados em um vetor de
comprimento� denominado devetor de canal. Um vetor
de canal com todas as componentes iguais a zero ´e denomi-
nado de vetor de canal zero. Um DNC bi-dimensional, de-
notado por DNC-2D, ´e um canal que admite a transmiss˜ao
sem ru´ıdo de vetores de canal satisfazendo a restric¸ões de
ocorrência em intervalos sucessivos.

Marcellin e Weber [5] introduziram um DNC-2D, com
parâmetros��� �	��, onde cada trilha individualmente deve
satisfazer a restric¸ão � (número m´ınimo de 0’s entre dois
1’s), enquanto a restric¸ão� limita o número máximo de ve-
tores de canal zero consecutivos. Por exemplo, as seguintes
seqüências satisfazem as restric¸ões�
� �	 ��:

trilha 1 00 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
trilha 2 10 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1

No exemplo acima, o primeiro vetor de canal ´e �
� 
� e o se-
gundoé �
� 
� (vetor de canal zero). Note que embora cada



trilha individualmente pode ter seq¨uências de zeros conse-
cutivos de comprimento maiores do que� � �, o número
máximo de vetores de canal zero consecutivos ´e� � �. Es-
te esquema possibilita o aumento substancial da capacidade
de armazenamento em relac¸ão ao sistema que lˆe/grava cada
trilha individualmente obedecendo a restric¸ão unidimensi-
onal ��� �� em cada trilha [5]. V´arios DNC-2D têm sido
propostos na literatura [5]-[6].

A capacidade por trilha de um DNC-2D ´e dada por:
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onde����� é o número de vetores de canal de comprimen-
to � . O método usual para o c´alculo da capacidade de um
DNC-2D consiste em construir inicialmente o FSD que re-
presenta as restric¸ões impostas aos vetores de canal e seguir
os procedimentos propostos por Shannon [5]-[6].

Neste artigo, s˜ao usadas as Redes de Petri como for-
ma de sistematizar a representac¸ão de DNC-2D e calcular
a capacidade desses canais. Dois modelos gerais s˜ao apre-
sentados e ´e feita o cálculo da capacidade de um DNC-2D
com um deles. Tamb´em mostra-se que se forem adicionadas
restriç̃oes a um DNC-2D, a capacidade desse novo sistema
pode ser obtida pelo modelo em rede de Petri do sistema ori-
ginal. Na Sec¸ão 2 são definidas as redes de Petri e apresen-
tado o procedimento de c´alculo da capacidade dessas redes.
Para exemplificar a metodologia proposta, a rede de Petri
para a restric¸ão ��� �	�� é apresentada na Sec¸ão 3. Uma
técnica para reduc¸ão da matriz adjacˆenciaé introduzida na
Seç̃ao 4. As conclus˜oes deste trabalho s˜ao apresentadas na
Seç̃ao 5.

2. INTRODUÇÃO A REDES DE PETRI

As redes de Petri s˜ao uma ferramenta de modelagem ma-
temática com uma representac¸ão gráfica. No contexto desse
trabalho baseando-se em [7], uma rede de Petri ´e definida
como a sextupla�	� 
� ����
����, onde:

1. 	 � ���� ��� � � � � ��� é um conjunto finito de luga-
res,

2. 
 � ���� ��� � � � � ��� é um conjunto finito de transic¸ões,

3. � � �	 � 
 � � �
 � 	 � é um conjunto de arcos,

4. � � 	 � �
� �� �� � � �� é o conjunto de marcac¸ões,

5. 
 � ��� � �
� �� �� � � �� é a funç̃ao de ponderac¸ão,

6. �� � 	 � �
� 
� �� �� � � �� é a marcac¸ão inicial,

7. 	 	 
 � 
 e	 � 
 �� 
.

Uma rede de Petri ´e um grafo direcionado, ponderado
e bipartido consistindo de dois tipos de n´os, denominados
lugares e transic¸ões, onde arcos podem ser direcionados de
lugares para transic¸ões ou de transic¸ões para lugares. A ca-
da arco pode ser associado um n´umero inteiro positivo ou
uma funç̃ao da marcac¸ão de algum lugar que ´e denomina-
do peso ou ponderac¸ão do arco. Na representac¸ão gráfica,
veja Figura 1, lugares s˜ao representados por c´ırculos e as
transiç̃oes por barras ou retˆangulos. A marcac¸ão atribui a
cada lugar um inteiro n˜ao negativo. Se a marcac¸ão atribui
a um lugarp um inteiro não negativok, entãop é marcado
comk fichas. Graficamente, estas fichas s˜ao representadas
por k pontos localizados no lugarp. A marcaç̃ao, denotada
porM, é um vetor demcomponentes, ondem é o número to-
tal de lugares da rede. Denota-se����, o número de fichas
no lugarp.

Na modelagem adotada neste trabalho, lugares repre-
sentam condic¸ões e transic¸ões eventos. Uma transic¸ão (even-
to) tem um certo n´umero de lugares de entrada e de lugares
de sa´ıda representando as pr´e-condiç̃oes e p´os-condic¸ões do
evento, respectivamente. A presenc¸a de uma ficha em um
lugar indica que a condic¸ão associada aquele lugar ´e ver-
dadeira. Numa outra interpretac¸ão, k fichas em um lugar
indicam quek recursos ou itens de dados est˜ao dispon´ıveis.

A famı́lia de eventos de uma rede de Petri, denotada
por � �
 �, é a colec¸ão dos sub-conjuntos do conjunto das
transiç̃oes,
 � ���� ��� � � � � ���. Por exemplo se 
 �
���� ��� ��� tem-se� �
 � � �
� ����� ����� ����� ���� ����
� � � � ���� ��� ����. Em geral para um dado sistema represen-
tado por uma rede de Petri nem todos os eventos podem
ocorrer. Denomina-se conjuntos dos eventos permitidos,
representados por�, o subconjunto da fam´ılia � �
 � dos
eventos que podem ocorrer no sistema.

O conjunto de marcac¸ões geradas a partir de�� e de
seus sucessores, pela ocorrˆencia dos eventos permitidos, ´e
denominado de conjunto alcanc¸ável, sendo denotado por
������. A árvore de alcanc¸abilidadeé aquela cujo con-
junto de vérticesé������ e os arcos s˜ao os eventos que
fazem as transic¸ões entre as marcac¸ões [7].

A compressibilidadede uma rede de Petri foi definida
em [8] pelo logaritmo do maior autovalor da matriz de ad-
jacência da ´arvore de alcanc¸abilidade da rede. A capacida-
de de um DNC associado com um conjunto de restric¸ões�
pode ser obtida calculando a compressibilidade da rede de
Petri que o representa. Esta ´e a idéia básica explorada neste
trabalho.

A seguir são apresentados dois modelos para a restric¸ão
��� �	��.

3. MODELOS PARA O DNC-2D

Nesta sec¸ão são apresentados dois modelos em rede de Petri
para os sistemas de gravac¸ão��� �	��. O primeiro represen-



ta a gravac¸ão em uma trilha pelo disparo de uma transic¸ão,
onde cada trilha ´e considerada isoladamente. O segundo
considera a gravac¸ão nas� trilhas, representando a gravac¸ão
dessas� trilhas pelo disparo seq¨uêncial de� transiç̃oes,
uma em cada “sub-modelo”. O disparo de uma transic¸ão
representada por um retˆangulo vazio ou hachuriado, corres-
pondeà gravac¸ão de um s´ımbolo 0 ou 1, respectivamente.

O primeiro modelo ´e apresentado na Figura 1. Neste
modelo emprega-se os conceitos detransição com priori-
dadee dearco cujos pesos dependem da marcac¸ ão de um
lugar. A transiç̃ao em preto ligada as contadores ´e uma com
prioridade 2, e as demais com prioridade 1. O disparo dessa
transiç̃ao aumenta a prioridade das transic¸ões que lhe se-
guem, a saber as que est˜ao hachuriadas. Com isto garan-
tindo que na pr´oxima gravac¸ão será emitido pelo menos um
sı́mbolo 1 em uma das trilhas. Ap´os o disparo de uma des-
sas transic¸ões, as prioridades retornam ao n´ıvel anterior.

O rótulo� dos arcos que ligam as transic¸ões aos seus
respectivos contadores (lugaresCont1e Cont2) indica que
estes s˜ao arcos cujo valor do peso ´e igualà marcac¸ão do lu-
gar de entrada da transic¸ão. Deste modo, o disparo dessas
transiç̃oes retira todas as fichas que estiverem nos respecti-
vos contadores.
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Figura 1: Rede de Petri com prioridade e ponderac¸ão va-
riável de arcos para restric¸ão��� �	��.

O segundo modelo��� �	�� é apresentado na Figura 2.

Nesse modelo, os eventos considerados correspondem ao
disparo seq¨uêncial de� transiç̃oes, uma em cada “sub-
modelo”, que ´e representado na figura como Trilha�, � �

� � � ��. A marcaç̃ao inicial do lugar denominado��������
é ��� � �� 
 
. Os arcos marcados com peso� indicam
que ser˜ao retiradas todas as fichas desse lugar. A rede de
Petri para o caso particular da restric¸ão�
� �	 �� é mostrada
na Figura 3. Observe que no lugar�������� a marcac¸ão
apresentada indica�� �� �� �� �
 
 � 
� fichas nesse
lugar.
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Figura 2: Rede de Petri para restric¸ão��� �	��.

O modelo da Figura 1 gera mais marcac¸ões que o se-
gundo, pois cada gravac¸ão em cada uma das trilhas gera
um evento e que alcanc¸a uma marcac¸ão. Já o segundo ca-
da marcac¸ão é alcanc¸ada por um evento que representa a
gravaç̃ao nas� trilhas.

Para o c´alculo da capacidade s˜ao observados os even-
tos da rede, conforme mostrado na Tabela 1 para o modelo
�
� �	 ��. As marcac¸ões deste modelo est˜ao ilustradas na Ta-
bela 2. A marcac¸ão�� é alcanc¸ada quando ocorre o even-
to �� que representa a gravac¸ão de 1 em ambas as trilhas.
As três seguintes�� a �� são alcanc¸adas quando ocor-
re a gravac¸ão de zeros nas duas trilhas, e as demais indi-
cam as combinac¸ões que podem ser gravados respeitando
as restric¸ões.

A matriz de adjacˆenciaé constru´ıda verificando-se qual
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Figura 3: Modelo para� � 
, � � � com� � � trilhas.

Tabela 1: Eventos permitidos para restric¸ão�
� �	 ��.
�� � ���� ��� �� � ���� ��� �� � ���� ���
�� � ���� ��� �� � ���� ��� �� � ���� ���
�� � ���� ��� �	 � ���� ��� �� � ���� ���

a marcac¸ão é alcanc¸ada dado a ocorrˆencia de um evento
permitido. Seguindo esse procedimento obt´em-se para o
código�
� �	 �� a matriz de adjacˆencia mostrada em (3), cu-
jo logaritmo do maior autovalor fornece a capacidade de
código.
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3.1. Sistema ��� �	 �� �	��

Em [9], foi proposto outro sistema de gravac¸ão em várias
trilhas que imp˜oe mais uma restric¸ão a que foi apresentada
em [5]. Nesse sistema os bits gravados ao mesmo tem-
po nas� trilhas obedecem a uma restric¸ão unidimensional
��� �� cujos valores s˜ao dados por��� ��, gerando os c´odigos

Tabela 2: Marcac¸ões para restric¸ão�
� �	 ��.
�� � �
� 
� 
� 
� 
��, �� � �
� 
� 
� 
� 

�
�� � �
� 
� 
� 
� ��, �� � �
� 
� 
� 
� ��
�� � �
� 
� 
� 
� 
��, �� � �
� 
� 
� 
� 
��

��� �	 �� �	��.
O cálculo da capacidade para esses c´odigosé feito mon-

tando uma matriz de adjacˆencia na qual os estados s˜ao as
combinac¸ões permitidas pelas restric¸ões. Os modelos em
rede de Petri apresentados podem ser usados para calcu-
lar a capacidade dos sistemas��� �	 �� �	��. Partindo-se da
matriz obtida para um sistema��� �	��, retirando as linhas
e colunas correspondentes as marcac¸ões que podem ser
alcançadas por eventos que n˜ao obedecam a restric¸ão��� ��.

Como exemplo seja um c´odigo �� � 
� � � �	 � �

� � � �	� � ��, para obter a capacidade desse c´odigo
pode-se usar o modelo para o c´odigo�� � 
� � � �	� � ��
apresentado na Figura 3, cuja matriz de adjacˆenciaé dada
por (3). Nesse caso a restric¸ão �� � 
� � � �� proibe ape-
nas a gravac¸ão de uns ao mesmo tempo nas trilhas. Como
esse evento leva somente a marcac¸ão��, retira-se a linha e
a coluna correspondente a essa marcac¸ão, obtendo a matriz
(4), que fornece a sua capacidade.
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Dessa forma obt´em-se um procedimento geral para o c´alculo
da capacidade de c´odigos cujas restric¸ões sejam derivadas
do código ��� �	��. Partindo do modelo original s˜ao re-
tiradas as linhas e colunas correspondentes as marcac¸ões
alcançadas pelos eventos proibidos.

4. REDUÇÃO DA MATRIZ DE ADJACÊNCIA

Dado um modelo em rede de Petri, a matriz de adjacˆencia
pode ter linhas repetidas. Pode-se tirar proveito desse fa-
to no cálculo dos autovalores da matriz original realizando
uma reduc¸ão nessa matriz, obtendo outra de menor tamanho
que tenha os mesmos autovalores.

Essa reduc¸ão pode ser feita observando da teoria de ma-
trizes, a transformac¸ão de semelhanc¸a dada por:

� � ������ (5)

que resulta numa matriz� com os mesmos autovalores de
�.

Como no caso aqui considerado, a matriz� tem linhas
repetidas, a matriz� será usada para eliminar uma linha
repetida por vez. Como exemplo se quisermos eliminar a
terceira linha, de� uma matriz� � �, queé idêntica a sua
segunda linha, usa-se a matriz

� �
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��� � (6)



Deve-se observar que a operac¸ão�� afeta as linhas de�,
enquanto���� opera nas colunas de�.

No caso do c´alculo dos autovalores das matrizes como
linhas repetidas, pode-se usar o seguinte algoritmo:

1. Enquanto� tiver linhas repetidas fac¸a:

(a) Aplique a transformac¸ão����� que zera a li-
nha� duplicada;

(b) retire a linha e coluna� da matriz.

Como exemplo da aplicac¸ão do algoritmo proposto acima,
seja um modelo em rede de Petri, cuja matriz de adjacˆencia
para o espac¸o de transic¸õesé por (7). Os autovalores dessa
matriz são:�� � �� ����, �� � 

� �

�� 
� ��

�, �� �


� �

�
 
� ��

�, �� � 
� ����, �� � 

� 



 e �� a
�
 todos são zero.
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� (7)

As linhas 6, 7, 8 e 9 s˜ao repetic¸ões de linhas anteriores da
matriz. Dessa forma aplicando o algoritmo obtem-se:
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� (8)

Os autovalores de�� são�� � �� ����, �� � 

� �

� �

� ��

�, �� � 

� �

�
 
� ��

�, �� � 
� ���� e �� �


� 



. Essa matriz tem os mesmos autovalores de que a
matriz original.

5. CONCLUSÕES

Neste trabalho foi apresentada a utilizac¸ão das redes de Pe-
tri para o cálculo da capacidade de DNC’s bi-dimensionais.
A metodologia apresentada sistematiza a modelagem das
restriç̃oes e simplifica desta forma o c´alculo da capacida-
de, obtido a partir do c´alculo da compressibilidade da rede
de Petri.

Foram ilustrados dois modelos para a restric¸ão��� �	��.
Com a metodologia apresentada ´e poss´ıvel obter a capaci-
dade para v´arios valores de�, � e �, além da capacidade
de outros c´odigos que acrescentem outras restric¸ões, apenas

eliminando linhas e colunas da matriz adjacˆencia que sejam
alcançadas por eventos n˜ao permitidos.

Como o cálculo da capacidade ´e feito usando o maior
autovalor de uma matriz, foi mostrado um algoritmo que
reduz a matriz que tenha linhas repetidas, mantendo o maior
autovalor.
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