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Capacidade de Sistemas Concorrentes e Redes
de Petri
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Resumo— Neste trabalho apresenta-se uma extensão de
uma medida de complexidade para redes de Petri [7], bem
como um método para o seu cálculo. O conceito de sistema
concorrente com restrição é introduzido juntamente com
um método de cálculo da capacidade desse tipo de sistema
baseado no modelo de Petri correspondente.
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Abstract— In this paper a previously defined complexity
measure of Petri nets [7] is extended along with a method
to its calculaton. The concept of concurrent constrained
system is introduced and it is shown that the capacity of
this system can be obtained from its specifying Petri net
model.
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I. INTRODUÇÃO

Fundamentalmente a transmissão e a recepção de
informação consiste respectivamente na escolha de sinais
fı́sicos pelo emissor e no reconhecimento dos sinais
recebidos pelo receptor. Os sinais mencionados serão
chamados de eventos no âmbito deste trabalho. Em
sistemas de comunicação ponto-a-ponto (um transmissor
e um receptor) os eventos escolhidos/causados respecti-
vamente no transmissor/receptor podem ser facilmente
ordenados no sentido definido por Petri [1]. Entretanto,
para sistemas de comunicação em rede (vários trans-
missores vários receptores) esse ordenamento somente
é possı́vel para alguns eventos. Esta impossibilidade de
ordenamento de eventos define a relação de concorr ência
entre eventos [1]. Por outro lado, apesar do sucesso da
teoria da informação em sistemas ponto-a-ponto muitos
problemas da teoria de informação para redes ainda estão
em aberto [2]. Estes problemas envolvem fenômenos
como interferência, cooperação e realimentação.

Um conflito se caracteriza pela escolha excludente
entre dois ou mais eventos, dois ou mais eventos são con-
correntes quando eles são causalmente independentes,
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portanto sendo o fluxo de informação em redes produ-
zido por eventos gerados nos transmissores e observados
nos receptores é razoável que os problemas da teoria da
informação para redes possam ser tratados sob a óptica
da teoria dos sistemas concorrentes [1].

A redes de Petri (PN, do inglês Petri Nets) constituem
uma ferramenta importante surgida no contexto da teoria
dos sistemas concorrentes, que permite modelar sistemas
que apresentam concorrência, conflito, paralelismo e
distribuição. Portanto é natural investigar a aplicação da
teoria de Petri no contexto da teoria da informação para
redes sendo esta a motivação principal deste trabalho.
Por outro lado, também é possı́vel questionar como os
resultados da teoria da informação podem ser aplicados
no contexto da teoria de redes de Petri para prover novos
resultados e metodologias.

Por simplicidade, neste artigo nos concentraremos em
sistemas com restrição e sem ruı́do. Para esses sistemas
as medidas de entropia e capacidade são bem conhecidas
se a concorrência não está presente [3]. Como exemplo
desses sistemas considere o canal discreto sem ruı́do
(DNC, do inglês Discrete Noiseless Channel) no qual
somente seqüências que obedeçam a restrição do canal
podem ser transmitidas. A capacidade de um DNC, foi
definida em [4] como

� � ���
���

��������

�
� (1)

sendo ���� o número máximo de seqüências permiti-
das de comprimento �� A capacidade � representa a
taxa máxima de transmissão da informação permitida
por esse canal. Sistemas de gravação magnética com
restrição nos comprimentos (RLL) são exemplos de
DNCs nos quais as seqüências de sı́mbolos gravadas
tem uma correspondência unı́voca com as seqüências
de eventos fı́sicos, especificamente as correntes elétricas
polarizadas, então � ��� na Equação 1 pode ser vista
como o número de seqüências desses eventos. Note que
o número de seqüências válidas é aproximadamente dada
por ���� � 	�� � desse modo, a capacidade � pode
ser vista como uma medida de complexidade do sistema
representado pela definição do canal. No caso em que
um diagrama finito de transições de estados (FSTD, do
inglês finite state transition diagram) que modele as
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restrições do canal pode ser obtido, a capacidade é dada
por � � ��� � �, sendo � o maior autovalor da matriz de
adjacências desse FSTD [4].

Sistemas multiponto normalmente exibem conflito e
principalmente concorrência, nestes casos a complexi-
dade de modelos baseados em FSTD pode aumentar
exponencialmente com o número de estados [5]. Redes
de Petri (PN) são uma ferramenta matemática muito
eficiente para tratar com sistemas concorrentes. Essas
redes tem sido usadas em muitas áreas da ciência da
computação e sistemas a eventos discretos incluindo
engenharia de software, banco de dados, sistemas de
informação, protocolos de comunicação e redes de com-
putadores [6], [5].

Neste artigo é feita um extensão do resultados apresen-
tados em [7] relacionados a aplicação das redes de Petri à
teoria da informação. Usando uma função de rotulação
que associa eventos fı́sico a informação, define-se um
sistema concorrente com restrição e um procedimento
baseado em rede de Petri para calcular a capacidade
desses sistemas. O trabalho está organizado da seguinte
forma: Na Seção II as definições básicas e propriedades
da redes de Petri são apresentadas. Na Seção III uma
nova medida entrópica (compressibilidade) é proposta
e mostra-se que usando essa medida pode-se obter a
capacidade de sistemas com concorrência. A Seção IV
conclui o artigo.

II. REDES DE PETRI

Nesta seção são introduzidos os conceitos básicos
de uma classe de redes de Petri chamadas rede
lugar/transição, que são necessários para o resto do
artigo.

Definição 1 (Redes de Petri Lugar/Transição):
Uma rede de Petri lugar/transição é uma 4-upla,
�� � ��� 	� 
�� ��, sendo

1) � � ���� ��� � � � � ��� �� um conjunto finito de
lugares,

2) 	 � ���� ��� � � � � ��� �� um conjunto finito de
transições,

3) 
 � �� � 	 � � �	 � � � é uma relação de fluxo,
4) �� 
 � � � é uma marcação inicial,
5) � 	 	 � 
 e � � 	 �� 
.
Uma rede de Petri lugar/transição (a partir daqui

denotadas por redes de Petri ou simplesmente PN) é um
grafo direcionado, bipartido, que consiste de dois tipos
de vértices, chamados de lugares e transições, sendo que
arcos podem ser direcionados de lugares para transições
ou de transições para lugares representando a relação de
fluxo 
 . A representação gráfica de um rede de Petri
é feita como é mostrado na Figura 1, sendo lugares re-
presentados por cı́rculos e transições por retângulos. As
marcações associadas aos lugares consiste de uma função
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Fig. 1. Representação gráfica de uma rede de Petri.

� 
 � � � que associa a cada lugar um inteiro não
negativo representando a quantidade de fichas naquele
lugar. Se a marcação de um lugar � � é � ���� � 
�, então
aquele lugar é marcado com 
� fichas. Graficamente,
estas fichas são representadas por 
� pontos dentro do
lugar ��. Uma rede de Petri é dita ser limitada se para
cada lugar �� existe um número � tal que ����� � �

para todas as marcações dessa rede. Para um rede de
Petri com 
 � 
 lugares, as marcações são denotadas por
vetor de inteiros � �

�

�� 
�� � � � � 
�� �

�
�

Para uma dada rede de Petri ��� 	� 
�� ��, sejam as
seguintes definições.

Definição 2 (Marcações e Steps):

� Conjunto de todos os elementos da rede: � � � �
	 .

� Classe de todas as marcações: � � ran �� sendo
ran � denota o range de ��

� Classe de todos os steps1: � �
�� 
 � � 	� � �� 
�.

Deve ser observado que o conjunto vazio de eventos
não pode ser considerado um step válido.

Definição 3 (Pré a Pós-conjuntos): Seja uma rede de
Petri ��� 	� 
� ���, � � � , tem-se:
(1) �� � �� � � 
 ���� � � 
� é o pré-conjunto de ��

(2) �� � �� � � 
 ���� � � 
� é o pós-conjunto de ��
(3) ��� � �� � ��.

A mudança de marcações causada pela ocorrência de
um step é analisada a seguir.

A. Regra de disparo

Dependendo da aplicação, várias interpretações po-
dem ser associadas aos elementos de uma PN, mas
em todos os casos marcações representam estados dis-
tribuı́dos do sistema modelado por essa rede. Nesse
trabalho, lugares são associados a estados locais e
transições a eventos locais.

A regra de disparo descrita nessa seção aparenta ser
bastante simples mas suas implicações nas teoria de PN

1Um step em uma rede representa a ocorrência de uma ação no
sistema modelado por esta rede. O termo evento em redes Petri é
usado para representar a ocorrência uma única transição.
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é bem profunda [5]. Os axiomas a seguir [6] definem
precisamente as conseqüências da ocorrência de um step:

A1: Um step transforma uma marcação � em outra
marcação � ��

A2: Steps são a única fonte de mudanças numa PN.
A3: Um step � está habilitado se ��� � � 
 � � ��� �

���� �� �.
A4: (Regra de disparo) Se um step � ocorre em uma

marcação � produzindo uma nova marcação � �

(representada por � ���� �), então para todo �� �
�� uma ficha é removida de cada lugar em ��� e
acrescentada a cada lugar � � ��

�
�

Estes axiomas definem precisamente a noção de
transição em um step de uma marcação � para uma
nova marcação � � pela ocorrência de um conjunto
� � 	 , isto é, uma conjunto de transições concorrentes
que podem ocorrer numa PN.

Para representar a relação entre marcações e steps,
seja a seguinte definição.

Definição 4 (Grafo de cobertura): O grafo de cober-
tura � � ��� �� de uma rede de Petri ���	�
�� � � é
um grafo direcionado (cuja raı́z é ��), e o conjunto de
vértices � é o conjunto de todas as marcações e, � ��
é o conjunto de arcos conectando dois vértices �� � �

tais que � ��� � �, sendo que � e � � estão em �
e � � � . Para redes limitadas o grafo de cobertura é
denominado de grafo de alcançabilidade.

Para construir o grafo de cobertura inicia-se com
a marcação �� e obtém-se as próximas marcações
alcançadas pelos disparos dos steps habilitados em ��.
Para cada nova marcação repete-se o disparo dos steps
habilitados nessa marcação e observa-se as marcações
alcançadas.

Vale observar que um grafo é determinı́stico se, para
vértices � � �, os arcos de saı́da de � são rotulados
distintamente. Dos axiomas A1-A4 tem-se que o grafo
de cobertura é determinı́stico. Mostra-se em [8] que o
número de vértices no grafo de cobertura é sempre finito.

Na próxima seção, uma medida entrópica para as redes
de Petri é apresentada.

III. COMPRESSIBILIDADE DAS REDES DE PETRI

Nesta seção a medida entrópica para as redes de Petri,
definida em [7] como compressibilidade, é estendida
para o cálculo da capacidade de sistemas com con-
corrência.

A definição de compressibilidade é similar àquela
apresentada na Equação 1 para canais discretos sem
ruı́do, sendo que aqui o número de seqüências de com-
primento � de sı́mbolos é substituı́da pelo número de
seqüências de comprimento � de steps. Em seguida,

define-se um sistema concorrente com restrição a ca-
pacidade desse sistema é relacionada com a compressi-
bilidade.

Definição 5: A compressibilidade de uma rede de
Petri é dada por

��� � ���
���

��������

�
(bits por step) (2)

sendo ���� o número de seqüências de steps de com-
primento � nessa rede. O limite em (2) existe porque
���� é uma função sub-aditiva de � [3, p. 104].

É importante notar que o parâmetro ��� é um
expoente para a contagem da seqüência de comprimento
� de steps no grafo de cobertura, isto é, ���� cresce
aproximadamente com 	���� . Da definição, pode-se
dizer que, para um � � � arbitrário, existe um inteiro
� suficientemente grande tal que

	�������� � � ��� � 	��������� (3)

conseqüentemente é possı́vel mapear cada uma das
� ��� seqüências de steps em um único bloco de
�� ���� 
 ��� bits. Assim, a compressibilidade pode
ser interpretada como o número mı́nimo de bits por step
necessários para representar completamente o grafo de
cobertura. Como toda a informação sobre a rede de Petri
está contida no seu grafo de cobertura, conclui-se que a
compressibilidade também pode ser interpretada como
a complexidade descritiva [9, p.144] da PN que ela foi
obtida.

Para uma PN com um conjunto de transições 	 �
���� ��� � � � � ��� ��, existem no máximo 	�� ��� steps, pois
eles foram definidos como conjuntos não vazio de 	 .
Assim, ���� � �	�� � � ��� para todo �, o portanto:

��������

�
� �����	

�� � � ��� (4)

então ��� �
 	 
. Observa-se que para sistemas sem
concorrência o conjunto 	 � ���� ��� � � � � ��� �� pode
formar no máximo 
 	 
� seqüências de eventos (não de
steps) de comprimento �, então sua compressibilidade é
limitada por ��� � ��� 
 	 
 �
 	 
 �

A observação a seguir é válida para redes de Pe-
tri limitadas, isto é, PN tais que para qualquer lugar,
����� � �� � � ��

Observação 1: Para uma rede de Petri limitada com

 � 
 lugares e conjunto de transições: 	 �
���� ��� � � � � ��� ��

��� � ��� �
 	 
� 
 � 
 � ������
��� � (5)

A. Calculando a Compressibilidade

O comportamento assintótico de ���� para uma rede
de Petri pode ser obtida de seu grafo de cobertura. Como
o grafo de cobertura tem um número finito de vértices, é
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b

a

Fig. 2. Representação de dois usuário escrevendo independentemente
em um mesmo papel.

possı́vel construir uma matriz finita de adjacências ���

deste grafo (a ��� ��-ésima entrada de ��� é o número
de arcos iniciando no vértice � e terminando no vértice
�). Usando um argumento similar ao de Shannon [4], a
compressibilidade é determinada pelo logaritmo na base
dois do maior autovalor de ��� .

É um assunto de investigação futura construir um
método de calcular a compressibilidade de uma PN
“direto da sua estrutura”. Conclui-se que as redes de
Petri são uma “compactação” bastante eficiente de um
sistema concorrente enquanto o seu grafo de cobertura
é um tipo de “aproximação por retorno a máquina de
estados finitos”.

Arcos no grafo de cobertura de uma PN correspondem
a steps representando eventos no sistema fı́sico. Porém
nem todos os eventos fı́sicos tem informação distinta.
Por exemplo, seja um sistema no qual dois usuário
� e � podem independentemente (concorrentemente)
perfurar um mesmo espaço, veja Figura 2. Se �, �

ou �� marcam tem-se a mesma informação, portanto
é necessário atribuir sı́mbolos idênticos a esses eventos
fı́sicos. Assim, é de interesse construir um grafo que
caracteriza as seqüências de sı́mbolos sobre um alfabeto
� que obedeçam a um conjunto de restrições. Para
tratar com ocorrência simultânea de sı́mbolos, tem-se a
seguintes definições.

Definição 6 (Grafo de cobertura rotulado: ): Seja
uma PN com grafo de cobertura � � ��� �� � O grafo
de cobertura rotulado �� consiste no par ����� � sendo
que a função de rotulação � 
 � � � associa a cada
arco (step) � � � um rótulo � ��� do alfabeto finito
��

Observe que o grafo base de �� é o grafo de cobertura
��

Definição 7 (Sistemas concorrentes restringidos):
Seja �� um grafo de cobertura de uma PN. Um sistema
concorrente restringido sobre o alfabeto � é conjunto
de todas as seqüências obtidas pela leitura dos rótulos
de caminhos no grafo ��.

A capacidade de um sistema concorrente restringido é
definido de forma natural pela Equação 1, sendo ����
visto como o número de seqüências de subconjuntos
permitidos de um alfabeto �. Propõe-se o seguinte

procedimento para o cálculo da capacidade:

1. Construa o modelo em rede de Petri do sistema e
obtenha seu grafo de cobertura

2. Defina uma função � 
 � � � que associa a cada step
um dos sı́mbolos de �

2.1 Se o grafo �� é determinı́stico obtenha o maior
autovalor da matriz de adjacências desse grafo. A capa-
cidade é o logaritmo desse maior autovalor.

2.2 Se �� não é determinı́stico, um algoritmo que
produz um grafo determinı́stico a partir dele, chamado
de construção de subconjuntos (subset construction) [3,
p. 76], pode ser aplicado e a capacidade é o logaritmo
na base dois do maior autovalor da matriz de adjacência
do novo grafo, que agora é determinı́stico.

Se o grafo �� é determinı́stico, steps em seqüências
de sı́mbolos de �. Neste a capacidade de um sistema
restringido é igual a compressibilidade do seu modelo
em PN.

B. Exemplos de Sistemas Concorrentes com Restrição

Nesta seção apresenta-se exemplos sistemas concor-
rentes com restrição. Apesar de sua simplicidade, esses
exemplos servem para ilustrar os conceitos básicos apre-
sentados neste trabalho.

1) Sistema de Transmissão em Múltiplas Trilhas:
Bruck e Blaum [10] propuseram um sistema de
comunicação assı́ncrono que consiste de vários sub-
canais em paralelo. Nesse sistema a transmissão em cada
sub-canal é feita pela presença ou ausência de transições
elétricas. Usando essa idéia como base tem-se o sistema
com restrição definido a seguir.

Seja um sistema com várias trilhas em paralelo. Nesse
sistema as transmissões em cada sub-canal são feitas
por presença e ausência de transições elétricas, como
em [10]. Aqui, tem-se a restrição que após inserir uma
transição em uma linha em seguida tem-se ao menos
uma ausência de transição. Além disso, a ausência de
transição simultaneamente no conjunto de trilhas só é
permitida ocorrer uma vez.

A capacidade de um sistema desse tipo com � linhas
e sem qualquer restrição é � � � ���� ���  ��, pois
o transmissor pode enviar em qualquer subconjunto do
conjunto de trilhas.

O modelo desse sistema em rede de Petri para duas
linhas é apresentado na Figura 3. Nesse modelado as
transições �� e �� representam ausência de sinal, en-
quanto �� e �� representam presença de sinal na linha.
O transmissor pode usar as linhas independentemente,
o que é representado no modelo pela possibilidade de
disparar as transições de cada “sub-modelo”, p.ex. os
disparos de �� e �� são independentes dos disparos de ��
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Fig. 3. Modelo em rede de Petri para o sistema de duas linhas em
paralelo com restrição.

e ��. Esse modelo só representará corretamente o sistema
após a rotulação.

O grafo de alcançabilidade dessa rede está apresentada
na Figura 4. Usando esse grafo obtém-se a compressibi-
lidade da rede ��� � ��� � �.
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Fig. 4. Grafo de alcançabilidade do modelo da Figura 3.

Para que a rede modele a informação na forma de
sı́mbolos gravados faz-se necessário usar uma função de
rotulação dos steps. Essa função está descrita na Tabela I.

TABELA I
FUNÇÃO DE ROTULAÇÃO DOS steps DO GRAFO DE

ALCANÇABILIDADE DA FIGURA 4

Step �� �� �� �� ��� �� ��� ��
�(Step) (0,0) (1,0) (0,0) (0,1) (0,0) (0,1)

Step ���� ��� ���� ���
�(Step) (1,0) (1,1)

Aplicando a rotulação da Tabela I ao grafo de cober-
tura obtém-se um grafo não determinı́stico. Seguindo o
procedimento proposto de tornar o grafo determinı́stico
pelo uso do algoritmo de construção de subconjuntos,
tem-se que a capacidade do sistema com a restrição é
� � �� � ���� �� .

2) Sistema de Gravação Assı́ncrono com Múltiplas
Trilhas: Marcellin e Weber [11] propuseram uma au-
mento na densidade de gravação pelo uso de múltiplas
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p
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Fig. 5. Modelo em rede de Petri para um sistema de gravação
assı́ncrono com duas trilhas nas quais a gravação em cada trilha satisfaz
a restrição ���� � com � � �, � � � e seu grafo de alcançabilidade.
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Fig. 6. Modelo em rede de Petri para um sistema de gravação
assı́ncrono com duas trilhas nas quais a gravação em cada trilha satisfaz
a restrição ���� � com � � �, � � � e seu grafo de alcançabilidade.

trilhas de leitura/escrita, cada uma obedecendo a uma
restrição �!�
 � e operando simultaneamente em � tri-
lhas em paralelo. Esse segundo exemplo considera uma
modificação (abstrata) do esquema de Marcellin. Con-
sidere agora um sistema com duas trilhas satisfazendo
a restrição �! � 	� 
 � 	� em cada uma das trilhas e
com uma restrição adicional que não é possı́vel gravar
1 simultaneamente em ambas as trilhas. A trilha 1(2) é
atribuı́da ao usuário 1(2), respectivamente.

Além das restrições acima descritas, considera-se dois
métodos de operação: o método sı́ncrono no qual ambos
os usuários são obrigados a gravar informação na trilha
respectiva, e o método assı́ncrono que considera as
trilhas se movimentando em conjunto e cada usuário
pode gravar independentemente na sua própria trilha.
Então, três situações distintas podem ocorrer em um
dado intervalo: somente o primeiro usuário está gra-
vando, ou somente o segundo está gravando ou ambos
estão gravando simultaneamente.

A rede de Petri para o método assı́ncrono está ilustrada
na Figura 5. Observa-se que, quando as transições �� e �	
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estão habilitadas simultaneamente elas estão em conflito,
e somente uma delas pode ocorrer, mas após a ocorrência
de �� (�	) uma ficha é colocada de volta no lugar �	 e no
próximo instante �	 (��) pode ocorrer. O conflito entre
�� e �	 pode ser usado para representar a restrição na
gravação simultânea de sı́mbolos 1 em ambas as trilhas.
O grafo de alcançabilidade deste modelo é mostrado
na Figura 6. Na marcação �� � ��� �� �� �� �� �� �� os
steps ��, ���� �
� e �
 podem ocorrer. Observe que o
step ���� �
� representa a ocorrência concorrente destas
duas transições.

Na Figura 6 existem ao menos três arcos de saı́da
de cada nó (marcação), assim usando o alfabeto � �
��� �� 	�, pode-se construir uma rotulação bijetiva ��
Um exemplo dessas rotulações está mostrada na Ta-
bela II. Esta função transforma o grafo de cobertura
mostrado na Figura 6 em um grafo determinı́stico.

TABELA II
FUNÇÃO DE ROTULAÇÃO PARA O GRAFO DA FIGURA 6

Step �� �� �� �� ��
�(Step) 0 0 1 2 2

Step �� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���
�(Step) 2 1 1 1 1

Step ���� ��� ���� ���
�(Step) 0 0

A compressibilidade dessa rede é ��� � �� �	�� e
usando a função de rotulação da Tabela II este valor de
��� á a capacidade do sistema modelado por essa rede.
Qualquer outra função de rotulação que use um alfabeto
com tamanho menor que 3 formatá um grafo não de-
terminı́stico, e portanto de compressibilidade menor que
��� � �� �	��.

Se o sistema é forçado a ser sı́ncrono, o conjunto de
steps consiste de um subconjunto daqueles mostrados
na Figura 6, que pode ser obtido removendo os steps
de cardinalidade um, que correspondem a ocorrência de
uma única transição.

IV. CONCLUSÕES

Neste artigo foi definida uma de complexidade, deno-
minada de compressibilidade, para as redes de Petri. Foi
mostrado que é possı́vel calcular a compressibilidade de
uma rede a partir do seu grafo de cobertura. Algumas
propriedades da compressibilidade foram estabelecidas.

Para relacionar eventos fı́sicos de uma sistema com a
informação que eles produzem foi mostrado que deve-
se rotular esses eventos. O sistema definido a partir
do grafo de cobertura de uma rede de Petri, e de
uma rotulação aplicada a esse grafo foi denominado
de sistema concorrente com restrição. Foi proposto um

método de cálculo da capacidade desses sistemas e foram
apresentados alguns exemplos .

O problema de calcular a compressibilidade de uma
rede de Petri a partir de sua estrutura foi colocado como
assunto para uma futura investigação.
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