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Limite Superior para o Passo de Adaptacgao
do Algoritmo LMS Filtrado

Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este trabalho apresenta um limite superior para o
passo de adaptacio do algoritmo LMS filtrado obtido a partir de
uma modificacdo na estrutura desse algoritmo. Tal modificacéo é
baseada na hipétese de que a resposta ao impulso do caminho
secundario tenha curta duracfio. Assim, as expressdes analiticas
derivadas para o algoritmo LMS filtrado passam a apresentar
forma similar as do LMS convencional, possibilitando a direta
obten¢do de um limite superior para o passo de adaptacio, como
também de outros parametros, tais como erro minimo, desajuste,
dentre outros. Resultados experimentais sio apresentados para
corroborar a validade das expressdes obtidas.

Palavras-Chave—Passo de adaptacio, LMS filtrado, hipotese
de independéncia.

Abstract—In this paper, we present an upper bound for the
step-size parameter of the FXLMS algorithm. Such a derivation
is obtained from a modification in the structure of that
algorithm, which is based on the assumption that the impulse
response of the secondary path has short duration. Thus, simpler
analytical expressions for the first and second moments of the
FXLMS algorithm are obtained. The resulting model equations
have similar form as those of the ordinary LMS algorithm. This
fact permits that important parameters, such as an upper bound
for the step-size, minimum error, misadjustment, can be
straightforwardly obtained. Experimental results are provided to
assess the correctness of the present analysis.

Index  Terms—Step-size, filtered LMS,

ﬂssumption.

independence

I. INTRODUCAO

O algoritmo LMS filtrado (FXLMS) ¢ amplamente
utilizado em aplicagdes de controle ativo de ruido e vibragdes.
A existéncia de uma fun¢do de transferéncia em série com o
filtro adaptativo, denotada como caminho secundario, ¢ uma
caracteristica distintiva deste algoritmo. Por exemplo, em
controle ativo de ruido acustico em dutos, a fungdo de
transferéncia que modela o caminho secundario ¢
representada através de um inico bloco, tal como mostrado na
Fig. 1(b). Esse bloco inclui as seguintes transferéncias:
conversor D/A, filtro de reconstrugdo, amplificador de
poténcia, alto-falante, caminho acustico do alto-falante até o
microfone de erro, microfone de erro, pré-amplificador, filtro
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anti-recobrimento, e conversor A/D. A presenca dessa
transferéncia no caminho de adaptacdo faz com que os
modelos analiticos, para os momentos de primeira e de
segunda ordens, sejam complexos do ponto de vista
matematico. Assim, para facilitar a analise do algoritmo
FXLMS, alguns autores assumem a condi¢do de adaptagdo
lenta, a qual permite que seja comutada a posi¢ao do bloco do
filtro adaptativo com a do caminho secundario, como
ilustrado na Fig. 2. Deve-se observar que esta operacdo nio é
fisicamente possivel, sendo apenas um artificio objetivando
facilitar a analise teodrica do algoritmo. Entretanto, tal
operagdo permite que agora sejam utilizados, quase que de
forma direta, os resultados analiticos do algoritmo LMS
convencional [1], sendo esse fato a caracteristica a ser
explorada neste trabalho.

O efeito do caminho secundério (S ) sobre a modelagem do
algoritmo FXLMS resulta em que os modelos para os
momentos de primeira e segunda ordens sejam representados
por equagdes de diferengas de ordem superior [2,3]. Dessa
forma, as expressoes analiticas para o diagrama em blocos da
Fig. 1(b) sao matematicamente complicadas de se trabalhar,
em particular, a expressio da matriz de covaridncia que
fornece o limite superior do passo de adaptagdo do algoritmo.
Na literatura, expressdes analiticas para o limite superior do
passo de adaptacdo sdo obtidas de forma heuristica [4], no
dominio da freqiiéncia [5,6], ou ainda, a partir de modelos
que utilizam a teoria da independéncia [6-8]. Entretanto,
trabalhos recentes [2,3] tém mostrado que tal suposicdo [9]
ndo deve ser mais usada na analise do algoritmo FXLMS. Por
outro lado, o algoritmo LMS convencional ¢ descrito por
equagdes de diferencas de ordem um, muito mais simples de
serem manipuladas. Assim, o objetivo deste trabalho é,
considerando a hipdtese de que a resposta ao impulso do
caminho secundario tenha curta duragdo, obter expressdes
mais simples (do estilo das obtidas para o LMS convencional)
para o modelo do algoritmo FXLMS filtrado que permita
determinar um limite superior de estabilidade desse algoritmo.
Também, por se tratar do caso filtrado, ndo utilizaremos a
teoria da independéncia na analise aqui apresentada. Na se¢@o
correspondente aos resultados experimentais, mostraremos
que a suposicdo de adaptagdo lenta ndo ¢ tdo restritiva que
possa invalidar a andlise proposta, desde que a resposta do
caminho secundario seja de curta duragdo. A partir de
simulagodes, verificamos que o limite superior de [ obtido
representa uma boa estimativa do valor maximo para o passo
de adaptacdo do algoritmo FXLMS para a condigdo
estabelecida.
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Fig. 1. (a) Caso de um controle ativo de ruido actstico
em um duto. (b) Diagrama em blocos do algoritmo
LMS filtrado.

O limite superior para o passo de adaptacdo depende do
caminho secundario, no entanto, no caso pratico o que temos
disponivel € apenas sua estimativa. Assim, € proposta uma
expressdo para determinar tal limite em funcdo da estimativa

do caminho secundario (S) ao invés de S. Para tal, utilizando

[10,11] € possivel obter uma aproximagdo para o limite
superior do passo de adaptag@o, como discutido na Segdo 4.

Sinal de __ X(®) Caminho dn) +— "
entrada primario
S A
Sinal de entrada F1ltrq
filtrado adaptativo
Xy ) LMS

Sinal de erro

Fig. 2. Diagrama em blocos modificado do algoritmo
FXLMS considerando adaptagio lenta.

II. ANALISE

A. Equacdo de Atualizacdo dos Coeficientes do Algoritmo
FXLMS Modificado

Para determinar a equagdo de atualizagdo dos coeficientes
primeiramente  determinaremos, a partir da Fig. 2,

acrescentando-se um ruido de medi¢do z(n) ao sinal d(n), o

sinal de erro, dado por:

e(n)=d(m)— X (mW(n)+z(n), M

M-1
onde X, (n)= ZS,X(n—i) é o vetor de entrada filtrado; o
i=0
vetor de entrada é
X(n) =[x(n) x(n=1)---x(n=N+1)]"

denotadas por x(n), sdo Gaussianas,

definido por:
. As amostras de X(n),

com média zero e
wy_,]" representa o

vetor de coeficientes do filtro adaptativo e d(n) € o sinal

varidncia 6>. O vetor W(n)=[w,w, -

desejado ou sinal primario. Na Eq. (1), z(n) representa um
ruido de medigdo, o qual ¢ i.i.d., com média zero, varidncia

o e independente de qualquer outro sinal no sistema. A

resposta ao impulso do caminho secundario, denotado por S,
¢é representada por um filtro FIR de dimensao M, dado por:
[So Syt Sy ]T
atualizar os coeficientes do filtro adaptativo da Fig. 2 ¢ dada
por:

. Assim, de [6, p.65], a expressdo recursiva para

Wr+D)=Wmn)+u[d(n)X, (n)-X, (n)XTf (MW (n)+X (n)z(n)] -
)

E interessante expressar (2) em termos dos coeficientes do
caminho secundario, assim, ela € reescrita da seguinte forma:

W(n+1)=W(n) +u[MXj 5, X(n—1i)d(n)
S 1slst(n—i)XT(n—j)W(n) 3)

Jj=0

R.;M

—1

+)) 5. X(n— z)z(n)J

i

Iy
o

Neste ponto, ¢ interessante comparar a Eq.(3) com a
equacdo de atualizacdo dos coeficientes para o diagrama em
blocos da Fig. 1(b), obtida a partir de [3], dada por:

W(n+1)=W(n)+ u(sz s, X(n—i)d(n)

i=0

S
i

—-1M-1

s.s X(n-D)X"(n—- ) YWmn-j) @)

i

T}
o

J
-1

+) 5, X(n- l)z(n))

i

EEM

I
o

Tal como foi comentado, (4) ¢ uma equacdo de diferengas
de ordem M, com M >1, enquanto que (3), para o algoritmo
FXLMS modificado, ¢ representada por uma equagdo de
primeira ordem. Da comparagdo entre (3) e (4), podemos
verificar que, partindo de (4) pode-se obter (3) na hipotese de
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convergéncia lenta. Assim, podemos utilizar a seguinte
aproximacdo: W(n)=W(n-j), para j=0,..,M-1.
Justificando, assim, a comutagdo entre o0s
correspondentes a W(n) e S, resultando na Fig. 2.

blocos

d(n)
+
e(n)
5
(a)

d(n)

¥
e(n)

4””) S H w

(b)
Fig. 3. Diagramas em blocos para a determinagdo dos
coeficientes otimos: (a) para a Fig. 1(b) e (b) para a
Fig. 2.

B. Determinac¢do do Momento de Primeira Ordem do
Vetor de Erro nos Coeficientes

O vetor de erro nos coeficientes ¢ obtido a partir do
conhecimento do vetor de coeficientes 6timo, denotado por
W,, . Pode-se verificar que para os dois diagramas ilustrados

na Fig. 3 obtém-se a mesma expressdo para W, . Portanto, as

duas estruturas devem possuir o mesmo valor em regime
permanente para os coeficientes do filtro adaptativo. Assim,
de [3], tem-se a seguinte expressio:

W, =R]P )

55 T8 2

onde o vetor de correlacdo cruzada P, e a matriz de

autocorrelagdo R sdo, respectivamente, dados por:

M-1

P =Y s E[dm)X(n-i)], (6)
c
R, =Y Y55, BX(-)X =] (7)

i=0 j=

A expressdo para o vetor de erro nos coeficientes ¢ dada
por V(n)=W(n)—W,_ . Assim, subtraindo W,, de ambos os

lados de (3), determinado o valor esperado da expressdo
resultante e utilizando (5), tem-se:

E[V(n+D)]=(I-puR, )E[V(n)], ®)

onde, para obter (8), ¢ utilizada a seguinte aproximagdo
E[X(n—=0)X" (n— j)V(m)] = E[X(n—)X" (n~ ))IE[V(n)]

Vi, j [3]. E importante notar que com a utilizagdo da teoria
da independéncia [9], o valor esperado E[X(n—i)X" (n— j)]

ézeropara i # j.

B. Determina¢do do Momento de Segunda Ordem do
Vetor de Erro nos Coeficientes

Para determinar o erro médio quadratico do sinal de erro,
primeiramente, expressamos (1) em funcdo de V(n), e

elevando ao quadrado e tomando o valor esperado da
expressao resultante, obtém-se:

E[ e (n)|= E[d* (m)]-2P] (E[V(m)]+W,,)
+r{ R E[V(m)]W], }+tr{ R.W,E[V'(n)] }
+r{ RE[VV ()] }+te{ R,W, W] }+c2.
©)

Observamos que (9) depende da matriz de covaridncia do
vetor de erro nos coeficientes E[V(n)V' (n)], a qual deve ser
determinada. Uma expressdo recursiva para essa matriz ¢
obtida do produto V(n)V'(n) e determinando o valor
esperado da expressdo resultante, o qual, utilizando a notagdo
K(n) = E[V(n)V' (n)], resulta em

K(n) =K(n-1) —p(K(n-DR, -R_K(n-1))

sz

+* (2R K(n-DR +R_tr{R K(n—1)})+’R 07

(10)

Agora, ¢ interessante comparar a Eq. (10) com a Eq. (15)
de [2], podendo-se observar a maior simplicidade de (10),
resultante da comutagdo dos blocos. Também, devemos notar
que as Egs.(8) e (10) possuem a mesma forma que as
correspondentes ao algoritmo LMS classico [1,12,13]. Essa
caracteristica ¢ importante devido ao fato de que é possivel
estender os resultados disponiveis para o LMS classico ao
caso filtrado. Assim, a partir de (10), o limite superior para o
passo de adaptagdo é obtido de forma direta pela substitui¢do
de R, por R na expressio correspondente ao LMS

convencional [12,13], resultando em

2

< 3tr{R,} (1h

u
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Para fins praticos, ¢ interessante expressar (11) em termos
dos coeficientes do caminho secundario S, resultando em

K< M-1 2M—1M—1—' ’ (12)
3(Nr(0)2 ST 2N, Y r(i)s)s,, )
onde r(k) = E[x(n)x(n—k)] = E[x(n—k)x(n)], para

k=0,...,M+N-2. Utilizando S=[1,0,---,0]" e um sinal
de entrada branco [7(0)=0c> e r(k)=0 para k#0], a
expressdo (12) se transforma na conhecida expressao
w<2/(3Nc’) do algoritmo LMS convencional.

III. LIMITE SUPERIOR PARA APLICACOES PRATICAS

O limite superior em (12) depende do modelo do caminho
secundario S, o qual é a priori desconhecido. Por outro lado,
os sistemas de controle ativo precisam estimar essa funcao de
transferéncia por questdes de implementagdo do algoritmo
adaptativo. Tal estimagdo pode ser realizada como
apresentado em [6, cap.7]. Como resultado deste processo,

obtemos S que ¢é uma aproximagdo de S. Nesta se¢do vamos
estudar como utilizaremos essa informagdo na Eq. (12).
Assim, assumindo que tal estima¢do ¢ de ordem suficiente,
podemos expressar o caminho secundario como sendo uma
fungdo dessa estimagdo e do correspondente erro de
estimagdo, assim S =S+8. O vetor & contém os erros de
estimagdo para cada coeficiente, ou seja, s, =5,19,. Se
assumimos que na estimativa de S ¢ utilizado um ruido branco

e considerando a relacdo

M-l A 2 A2 A

ZSiz =||S||2 =“S+6H =“SH +2ST6+||6||2, a expressao (12)
0

i=

pode ser reescrita agora da seguinte forma:

2
S 2870+l )

< (13)
3NG§(

A Eq. (13) pode ser ainda mais

considerarmos que &, =A Vi com Az||6||/M € que oS

simplificada se

erros sdo positivos, ou seja, s, =5, +A, o que resulta em um

menor valor no lado direito de (13). Em [11] ¢é apresentada
uma expressao que relaciona o erro de estimacdo com o passo
de adaptagdo utilizado pelo algoritmo LMS, efetuando a
identificagdo do caminho secundario. Tal expressdo ¢ dada
por:

1010g10L:SNR+1010g10 (i—l} (14)

2
o1 >

onde SNR e |, representam a razdo sinal-ruido e o passo de

adaptacdo, utilizado na identificagio em [6, Fig. 7.2],

respectivamente. Como resultado, o limite superior para o
passo de adaptagdo, obtido a partir de (13) e (14), fornece
uma indicagdo do valor a ser utilizado na pratica. Como
exemplo, consideraremos N =64 ¢ S=[1,51,-0,7], o
limite superior para o W, obtido de (12), é 0,002785,
entretanto, de (13) e (14) obtém-se 0,002773. Esse valor ¢
determinado a partir de (14) assumindo que S=S§,
SNR=20dB, Wy =0,1/M e M=3. Assim, o valor
estimado de (13) ¢ menor do que o obtido a partir de (12)
devido as consideragdes utilizadas. Tal fato ndo representa
uma desvantagem, ja que dessa forma o valor que deve ser
utilizado na pratica possui uma certa tolerancia.

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Para verificar a Eq. (12), utilizamos uma aplicagdo de
identificacdo de sistemas com a planta modelada pela funcao
sinc,(/) com i=8§,16,32,64,128  coecficientes, ¢
£=0,1,...,i—1. O caminho
S =[1,5;1,—0,7] e o sinal de entrada ¢ um ruido branco com

secundario ¢ dado por

varidncia unitaria. A Fig. 4 ilustra os resultados obtidos para o
limite superior proposto para o passo de adaptacdo, Eq. (12),
e os valores maximos, obtidos de forma experimental para o
diagrama em blocos do algoritmo FXLMS (Fig. 1(b))
(indicados por circulos) e para o algoritmo FXLMS
modificado (Fig.2) (indicados por quadrados). A Fig. 4
também ilustra o valor do passo de adaptacdo para o qual
ambos os diagramas em blocos, Fig. 1(b) e Fig. 2, t€m o
mesmo comportamento. Esse valor ¢ denotado por W, e foi

determinado de forma experimental. Para o exemplo
apresentado, obtivemos a seguinte relagdo: W,, =0,2p . .

0,1,
representa um bom valor de referéncia. Isso significa que a
hipotese de convergéncia lenta pode ser considerada a partir
desse valor. Para fins de comparagao, na Fig. 4 ¢ mostrada a
curva correspondente ao algoritmo LMS convencional
(indicada por W,,, ) [12,13], podendo-se observar o efeito do

Entretanto, através de extensivas simulagdes

caminho secundario sobre a estabilidade do algoritmo
adaptativo. A curva correspondente ao limite superior

(Mg =l/(Gi(N+M)) dado em [4], obtida de forma
heuristica, com Gj representando a varidncia do sinal de

entrada filtrado, coincide com a da Eq. (12). A Fig. 5 mostra a
evolugdo de alguns coeficientes do filtro adaptativo
(w,(n), wy(n) e wy(n)) obtida via simulagdo Monte Carlo
(média de 100 realizagdes independentes — curvas irregulares)
para ambos os diagramas em blocos (Fig. 1(b) e Fig. 2) e seus
respectivos modelos, Eq. (16) de [3] e Eq. (8), utilizando as
seguintes condigdes: planta sinc,(¢) e utilizando dois valores

para o passo de adaptagdo, W, € Wy, =02u Note que

max *

para valores de | proximos a W, , as simulacdes Monte

Carlo do algoritmo FXLMS modificado ndo casam com as



XX SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES-SBT’03, 05-08 DE OUTUBRO DE 2003, RIO DE JANEIRO, RJ

correspondentes da Fig. 1(b). Isso é devido ao fato de que a
hipotese de adaptacdo lenta esta sendo violada. Entretanto,
mesmo nessa condicdo, a Eq.(12) fornece uma boa
estimativa, desde que a resposta ao impulso do caminho
secundario seja de curta duracdo. Tal condigdo esta associada
a suposi¢do de que W(n) = W(n-j), para i =0,1,---,M —1.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho ¢ apresentado um limite superior para o
passo de adaptagdo do algoritmo FXLMS, obtido a partir do
algoritmo FXLMS modificado. Tal modificagdo ¢ baseada na
hipotese de que a resposta ao impulso do caminho secundario
tenha curta duragdo. Expressdes analiticas mais simples sdo
obtidas decorrentes da comutacdo da posi¢do dos blocos
correspondentes ao filtro adaptativo, W(n), e ao caminho

secundario S. Tais expressdes sdo similares as obtidas para o
algoritmo LMS convencional, permitindo derivar diretamente
o limite superior para o passo de adaptagdo. Para o caso de
caminhos secundarios longos, em particular para o regime
transitorio, o comportamento deste modelo simplificado pode
diferir do funcionamento real do algoritmo. Isso ¢ uma
conseqiiéncia logica decorrente da suposi¢do utilizada para
derivar tal modelo. Contudo, nesse caso, uma vez atingido o
regime permanente, pode-se utilizar o equacionamento obtido
para derivar outros importantes pardmetros do algoritmo
FXLMS, tais como o erro minimo, desajuste, dentre outros.
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100 120

Fig. 4. Limites de estabilidade em fungdo do nimero
de coeficientes, N, obtidos da Eq.(12) e de forma
experimental para ambos os diagramas em blocos:
algoritmo FXLMS (O), algoritmo FXLMS modificado
(0). Algoritmo LMS classico (W, ) [13]. Curva pg,,

indicando a regido de adaptagao lenta.
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Fig. 5. Simulagdes numéricas: E[W(n)] para W €
0.2, - Linhas (—): obtidas utilizando (8) e (16) de

[2]. Curvas irregulares grossas: simulagdes para a
Fig. I(b) (média de 100 realizagdes). Curvas
irregulares finas: simulagdes para a Fig. 2 (média de
100 realizagoes).
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