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Analise Estatistica do Algoritmo LMS
no Dominio Transformado

Elen M. Lobato, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este artigo apresenta uma analise estatistica do
algoritmo LMS no dominio transformado (LMS-DT). Esse
algoritmo € utilizado como uma alternativa ao algoritmo LMS
convencional, visando suplantar os problemas de convergéncia
desse ultimo para o caso de sinais de entrada correlacionados.
Através de simulacdes, pode-se constatar o bom casamento
existente entre os resultados determinados via método de Monte
Carlo e os obtidos através do modelo analitico proposto, tanto
para o comportamento médio dos coeficientes quanto para o erro
médio quadratico.

Palavras-Chave—Filtragem adaptativa, modelagem estatistica,
transformadas ortogonais.

Abstract—This paper presents a statistical analysis of the
transform-domain LMS algorithm (TDLMS). That algorithm is
used as an alternative to the ordinary LMS algorithm, aiming to
overcome the convergence problems from that latter for the case
of correlated input signals. Through simulations, we can verify a
very good agreement between the results obtained by Monte
Carlo method and the ones from the proposed analytical model
for both mean coefficient behavior and mean square error.

Index Terms—Adaptive statistical

orthogonal transforms.

filtering, modeling,

1. INTRODUCAO

O algoritmo LMS € um dos algoritmos de adaptacdo mais
utilizados, devido a sua simplicidade de implementagéo,
robustez e baixa complexidade computacional [1-3]. Esse
algoritmo, no entanto, apresenta uma baixa taxa de
convergéncia quando o sinal de entrada é correlacionado.
Todavia, ndo € raro encontrar tal condicdo em situacdes
préticas, o que torna desvantajosa a sua utilizacdo nesse caso.
Um caminho para resolver tal problema se faz pela introducgéo
de modificagdes em sua estrutura que permitam acelerar a
velocidade de convergéncia. Uma  modificacio
freqiientemente empregada € a  ortogonalizacdo e
normalizagdo do sinal de entrada.

Estruturas que utilizam transformadas ortogonais tém sido
propostas na literatura, como uma solucdo ao problema de
convergéncia do algoritmo LMS [4,5,6]. Narayan et al. [4]
propuseram o algoritmo LMS no dominio transformado
(LMS-DT), que consiste simplesmente do proprio LMS com
as entradas pré-processadas pela transformada discreta de

Elen M. Lobato, Orlando J. Tobias e Rui Seara, LINSE — Laboratério de
Circuitos e Processamento de Sinais, Departamento de Engenharia Elétrica,
Universidade Federal de Santa Catarina, Floriandpolis, SC, E-mails: {elen,
orlando, seara} @linse.ufsc.br.

Este trabalho foi parcialmente financiado pela CAPES e pelo CNPq.

Fourier (discrete Fourier transform — DFT) e com um
apropriado passo de adaptacdo (normalizado pela poténcia do
sinal de entrada) para cada coeficiente do filtro adaptativo. O
objetivo da DFT € descorrelacionar as amostras do sinal de
entrada e o da normalizagdo do passo de adaptagdo é fornecer
uma maior velocidade de convergéncia ao algoritmo
adaptativo. E mostrado, em [7-9], que os algoritmos LMS-DT
e LMS convencional possuem o mesmo erro em regime
permanente, no entanto, o LMS-DT apresenta uma maior
velocidade de convergéncia.

Do ponto de vista teérico, o descorrelacionador via DFT
nio € o mais adequado, visto que a DFT ndo é uma
transformacdo ortogonal o6tima. Por outro lado, a
transformada de Karhunen-Loéve (KLT) é 6tima, mas nio é
vidvel para ser utilizada na préatica por ser dependente do sinal
de entrada. Existem outras transformadas ortogonais,
independentes do sinal de entrada, que podem atuar como
descorrelacionadores de sinais. Nesse ponto, é importante
ressaltar que ndo had qualquer indicativo, ou prova, que
garanta a superioridade de uma transformada ortogonal sobre
a outra, embora cada uma delas apresente um comportamento
“superior” as demais, em fung¢do da aplicagdo desejada.
Exemplos de transformadas sub-6timas aplicadas a filtragem
adaptativa sdo: transformada discreta do cosseno (discrete
cosine transform — DCT); transformada discreta do seno
(discrete sine transform — DST); transformada discreta de
Hartley (discrete Hartley transform — DHT); transformada de
Walsh-Hadamard (Walsh-Hadamard transform — WHT) e
transformada discreta wavelet (discrete wavelet transform —
DWT) [2].

Na literatura, existem poucos trabalhos que apresentam a
andlise estatistica do algoritmo LMS-DT. Assim, em [10], o
modelo analitico proposto ndo fornece um bom casamento
entre as curvas de erro médio quadritico tedrica e de sua
contraparte experimental. Em [11], é apresentado um modelo
estatistico na situacdo em que o filtro adaptativo é de ordem
elevada. Finalmente, [12] apresenta uma andlise estatistica
para o caso em que a variancia do sinal de entrada, usada no
processo de normalizacgdo, € obtida a partir de uma estimativa
de primeira ordem. Porém, tal modificacio eleva a
complexidade computacional do algoritmo LMS-DT. Assim,
o presente trabalho propde uma andlise estatistica do
algoritmo LMS-DT considerando os seguintes tépicos:

2

a) o modelo analitico € independente tanto da ordem do
filtro adaptativo quanto da matriz de transformacio
utilizada;
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b) a varidncia do sinal de entrada, utilizada na etapa de
normalizagdo, € obtida através de uma modificagdo da
estimativa usualmente apresentada na literatura. Tal
procedimento ndo eleva a carga computacional do
algoritmo adaptativo, como acontece em [12].

Como resultado, o modelo estatistico proposto obteve um
casamento muito bom com os resultados de simulagdes,
diferentemente dos resultados obtidos em [10]. O artigo é
organizado como segue. A Secdo II trata os conceitos basicos
da filtragem adaptativa no dominio transformado. A Secdo III
apresenta o procedimento utilizado para determinar a
varidncia do sinal transformado. Na Secdo IV, sdo
apresentadas de forma detalhada as consideragdes para a
modelagem estatistica do algoritmo LMS no dominio
transformado. A Secdo V apresenta os resultados de
simulagdes obtidos para um problema de identificacdo de
sistemas. Finalmente, na Secdo VI sdo apresentadas as
conclusdes do presente trabalho.

II. FILTRAGEM ADAPTATIVA NO DOMINIO TRANSFORMADO

Em geral, a filtragem adaptativa no dominio transformado é
composta por trés estdgios [6], tal como ilustra a Fig. I.
Primeiramente, o sinal de entrada é pré-processado por uma
matriz ortogonal unitdria T, tal que a entrada transformada é
dada por

X, (n) = Tx(n) , (1)

onde x(n)=[x(n), x(n—N+1]" representa

o vetor de entrada da
X (M) =[x(M), X (n),
transformado de dimensdo N Xx1. A matriz transformacdo tem
dimensdo N XN, onde suas linhas (ou colunas) sdo vetores
ortonormais [13], ou seja, ¢ vélida a seguinte relacdo

X(n_l)’ N

estrutura  adaptativa e

-, %, (M]" é o vetor de entrada

TT" =T'T=I. 2)

O processo de ortogonalizacdo, Eq. (1), origina uma matriz
de autocorrelacdo do sinal transformado aproximadamente
diagonal. Isso resulta em uma rotagdo da superficie de
desempenho alinhando-a, aproximadamente, com o0s eixos
coordenados [2,5]. Assim, a transformagdo ortogonal nao
modifica as propriedades de convergéncia do algoritmo LMS,
pois ela ndo altera a geometria da superficie de desempenho
do erro quadratico médio do algoritmo adaptativo. Em outras
palavras, a dispersdo dos autovalores da matriz de
autocorrelacio do sinal de entrada transformado ndo ¢é
alterada.

O segundo estdgio do diagrama em blocos da Fig. 1 realiza
a normalizacdo do vetor transformado em relacdo a sua
varidncia [6]. A relacdo entre o vetor de entrada transformado
e esse mesmo vetor transformado e normalizado é dada pela
seguinte expressio:

X (M= D™x (n), 3)
onde x.(n)=[X,(n),

X, (n), , Xy, (M]" é o vetor de

entrada transformado normalizado. A matriz D € uma matriz
diagonal, dada por D =diag[o; o; oy.,1. o, para
i=0,1,...,N
sub-banda da decomposi¢do. Assim, a normaliza¢do reduz a
excentricidade da superficie de desempenho, isto é, branqueia
o sinal, resultando em uma convergéncia mais rdpida do
algoritmo, quando comparada a do algoritmo LMS
convencional.

Depois de pré-processado, o sinal de entrada é utilizado
como entrada de um combinador linear adaptativo, cujos
coeficientes sdo ajustados pelo algoritmo LMS da seguinte
forma:

—1, representa a varidncia do sinal em cada

w,(N+1) =w., (n)+2ue(n)x,(n), “4)

onde w.(n)=[W,(n), W(n), , \Tv,\,fl(n)]T é o vetor de
coeficientes do filtro adaptativo e | € o passo de adaptacdo.

O sinal de erro € obtido a partir da Fig. 1, como segue:

e(n) = d(n) - y(n) = d(n) - W (Nx,(N) . (&)

x(n) x(n—1) X(n-2) X(N—=N+1)

> 7! > 7! > >
Y ¥ A l

TRANSFORMADA ORTOGONAL UNITARIA

o Ixaoy e [EG)
NORMALIZACAO DA POTENCIA
%, (M) X (n) X, () Xy (M)
W, () W, () W, () Wy, (N)
Q)]

LMS J

Fig. 1. Diagrama em blocos do filtro adaptativo no
dominio transformado/normalizado.

A partir do principio da conservagdo de energia, temos que
o erro de adaptacdo deve ser mantido apés as operagdes de
transformacdo ortogonal e normalizacdo de poténcia do sinal
de entrada. Isso resulta na seguinte
igualdade w(n) = D_1/2WT(n). Assim, podemos reescrever

(4) da seguinte forma:
wp(N+1) =D""*w, (n+1)

y ©)
= w, (") +2uD ' e(n)x, (n).

Da Eq. (6), vemos que a etapa de normaliza¢do do sinal
transformado pode ser interpretada como um fator que
modifica o passo de adaptagdo do algoritmo. Assim, podemos
considerar que o passo efetivo de adaptacdo do algoritmo
LMS-DT classico é dado pela seguinte matriz:
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p=2uD"". @)

Note que a Eq. (7) depende do conhecimento prévio da
estatistica de segunda ordem, através da matriz D, do sinal de
entrada transformado. No entanto, em aplicagdes praticas,
essa informagdo ndo se encontra prontamente disponivel,

. . . 2 .
exigindo o célculo através de "XT(I’])" , ou utilizando algum

outro processo que permita obter sua estimativa em tempo
real. Assim, para este trabalho € utilizada a segunda opgao,
descrita a seguir.

III. ESTIMATIVA DA VARIANCIA DO SINAL TRANSFORMADO
Vamos considerar que o sinal de entrada seja estaciondrio

com média nula. Assim, uma estimativa para a variancia em
cada banda pode ser obtida por:

N 13 .

&I ==> %K), i=0,1,.,N-1. (8)
N

Agora, utilizando uma janela de observacdo constituida por

M amostras, podemos determinar, baseado em (8), uma

forma recursiva para obter & (n), dada por:

&M= n-D[X¥M-&n-D]. O

Para assegurar a ndo divisdo por zero nos casos em que O
sinal de entrada ndo for persistente, adiciona-se uma pequena

constante positiva € a Eq. (9). Assim,
& (N)=6;(N)+¢. (10)
Agora, a matriz de normalizacdo € variante no tempo,
sendo denotada por:
D(n) = diagl;(n) 6] () (11)

Gy (M].
IV. ANALISE ESTATISTICA DO ALGORITMO LMS-DT

A. Momento de Primeira Ordem dos Coeficientes do
Filtro LMSDT
Note que no algoritmo LMS-DT cldassico, Eq. (6), a matriz
D ndo depende do tempo n. Entretanto, a variancia é obtida a
partir de um processo de estimativa [segundo a Eq. (11)].
Esse fato vai afetar o cdlculo dos valores esperados dos
momentos de primeira e segunda ordens. Portanto, devemos
estabelecer algumas consideragdes a fim de possibilitar a
derivacdo do modelo estatistico. Elas sdo apresentadas a
seguir:
i) z(n) € um sinal descorrelacionado de qualquer outro
sinal no sistema;
il) x;(N) € um sinal estaciondrio e Gaussiano com média
nula;
iii) w.(n) e x,(N) sdo estatisticamente independentes;

iv)D'(n) e x,(N)xL(n) sdo considerados processos que
variam lentamente.

Assim, de acordo com as premissas estabelecidas, a
equacdo de adaptagdo dos coeficientes do LMS-DT pode ser
reescrita como:

wo(N+1) = w(n)+e(Mi(n)x.(n), (12)
onde
fi(n) = 2uD™ (), (13)
€
e(n) = d(n)—wy (Mx, (N)+2(n) . (14)

Na Eq. (14), z(n) representa o ruido de medi¢do, com
varidncia ©-. Agora, substituindo (13) e (14) em (12) e

tomando o valor esperado em ambos os lados de (12),
obtém-se

E[w, (n+1]=E[w,(n)]+2uED ™ (n)x, (Md(n)]
—2uED™ (n)x, (N} (N)w (N)]
+2uE[D™ (N)x, (N)z(n)].

as)

Assim, através das consideragdes (i), (ii) e (iii) em (15),
determina-se
E[w, (n+1)] = E[w(n)]+ 2uED™ ()x, (Md(n)]

X (16)
—2uE[D ™ (n)x, (N)x (N)]E[w. (N)].

O valor esperado E[D™ (n)x,(MxL(n)] de (16) é obtido
considerando (iv), a qual permite o uso do principio da média
[14], resultando, assim, na seguinte aproximacao:

E[D™ (Mx, (x; (W] = E[D™ (WIE[x, (Mx7(M].  (17)

Substituindo (17) em (16), obtém-se a seguinte expressdo
para o momento de primeira ordem dos coeficientes do filtro
LMS-DT:

E[w, (n+1)] = {T-2uE[D™' (IR, JE[w, (M)]+ 2uED™ (N)]p,,
(18)

onde p,=E[x,(n)d(n)]. Utilizando (13), a expressdo (18)
pode ser reescrita como segue

E[w;(n+1D]=d-E[p(MIR)E[wW (M]+E[p(N)]p,. (19)

Note que para concluir o cdlculo do momento de primeira
ordem, devemos determinar o valor esperado E[ji(n)]. Para

tal, na Eq. (10), vamos desconsiderar os efeitos de €
[e < 67 (N)], e assumiremos que o processo { X (N) } tenha
distribuicdo Gaussiana, e o processo { X’(n)} tenha uma

distribuicdo de qui-quadrado (%*) com M graus de liberdade

[15]. Portanto, o valor esperado procurado € dado por
(Apéndice):

2uM

v —ay e RT

E[f(n)] = 2uE[D ™ (n)] =

(20)

Substituindo (20) em (19), obtém-se a expressdo para o
momento de primeira ordem do algoritmo LMS-DT. Assim,

[diag (Rp)I™ (R E[W, (W] +py}.
(21)

Elw, (n+1)] = Elw, (W] -2u

M -2
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B. Erro Quadratico Médio

Elevando ao quadrado ambos os lados de (14), e
calculando o valor esperado da expressdo resultante de acordo
com as consideracdes (i)-(iv), obtém-se

E[€’ ()] = E[d* ()] 2p;E[w, (n)]
+ tr{RE[w, (Mwr(M]} +0;(n),
onde a matriz de covaridncia dos coeficientes do filtro
LMS-DT, denotada por K(n)= E[wT(n)wi(n)] , € dada pela
seguinte expresso:
K(n+1)=K(n)—2uK(nE[D' (n)]R,, — 2uE[D ™' (n)IR K (n)
+4° (2E[D? (N)IR,K(NR,
+E[D? (IR, t[R,K(N)]}
+ 2uE[w, (M)]prE[D™ (n)]
—8W’E[D (MR, E[w.(n)]p;
— 8’ E[D (M)p, Elw; (MR,
+2uE[D™ (M)]p,E[w] ()] +4u’E[D " (N)]R ;6>
—4WE[D (MR tr{E[w, (n)]py }
— 4E[D (IR tr{p,E[wr (W]}
+8UE[D 2 (N)Ip,pT + 4> E[D (N)|R,, tr(E[d?(n)).
(23)
O valor esperado E[ﬁ'z(n)] em (23), é determinado de

(22)

forma similar ao obtido para E[lA)"(n)] , sendo sua expressao
dada por (Apéndice):
M 2

E[D (n)]:—(M oM —4)

[diag(R )] (24)

V. RESULTADOS

Com o objetivo de avaliar o modelo proposto, sio
apresentados dois exemplos aplicados a um problema de
identificacdo de sistemas (Fig. 2). Como sinal de entrada é
usado um sinal correlacionado obtido a partir de um processo
auto-regressivo (AR) de segunda ordem, dado por:

x(n) = o, X(n—=1)+ o, Xx(N—=2)+Vv(n), 25)
onde V(n) é um ruido branco com varidncia unitdria. o, e
o, sdo os coeficientes do processo AR, sendo seus valores
a, =—0,1833 ¢ o, =0,85.

Para ambos os exemplos, o sistema a ser identificado tem
como resposta ao impulso o vetor p,.. . As simulagdes Monte

Carlo sdo obtidas de 400 realiza¢des independentes. Em cada
exemplo sdo utilizados dois valores de @, W, =0,5u,. . e

u, =0,Ipn, . ,com pn_ (obtido experimentalmente) sendo o
maximo valor do passo de adaptag@o para o qual o algoritmo
adaptativo ainda converge. O ruido de medigdo, z(n), possui
varidncia 6. =10~ (SNR=40dB ); a constante €, utilizada
em (10), € 0,01. Os valores iniciais usados para E[w..(n)]=0

e K(n)=0. A seguir, sdo descritos os casos avaliados:

Exemplo 1: Neste caso sdo usadas as seguintes condi¢des:
vetor de entrada x(n) com dimensdo N =8 e amostras
obtidas através de (25); dispersdo dos autovalores da matriz
de autocorrelagdo do sinal de entrada igual a 46,12; em (9),
M =64 ; matriz de transformacgdo: DWT-Haar; planta obtida
por: P, =sinc(n/8), n=12,...,N; e pn, =001. A
Fig. 3 ilustra, para cada valor de W utilizado (0,5u_, e
0,1w,,, ), as simulacdes Monte Carlo e os resultados do

modelo proposto, segundo as Egs. (21) e (22). Através da
Fig. 3, observamos uma boa concordancia entre os resultados
do modelo proposto e os obtidos, via simulagdo Monte Carlo,
para os dois valores de W utilizados.

Exemplo 2: As condi¢Ges para este exemplo sdo: vetor de
entrada x(n) com dimensdo N =32 e amostras obtidas
através de (25); dispersdo dos autovalores da matriz de
autocorrelacdo do sinal de entrada igual a 120,89; em (9),
M =128 ; matriz de transformagdo: DCT; planta obtida de
Py =sinc(n/4), n=12,...,N; p_=0005. A Fig. 4

mostra, para cada valor de p (0,5u

max

e 0,1u__ ), as

simula¢des Monte Carlo e os resultados do modelo proposto,
segundo as Egs. (21) e (22). Da mesma forma que para o
Exemplo 1, neste caso é também obtido um bom casamento
entre as curvas do modelo proposto e as obtidas via simulacao

Monte Carlo.

z(n)
A\
SISTEMA @
DESCONHECIDO ~\ d(n)
» FADT y(n) .

emn

Fig. 2. Diagrama em blocos para identificacio de
sistemas.

As simula¢des numéricas mostram que o modelo proposto
se comporta de maneira satisfatéria para diferentes matrizes
de transformacgdo, diferentes ordens do filtro adaptativo, e
diferentes janelas de observagdo utilizadas para se obter a
estimativa da variancia do sinal de entrada.

VI. CONCLUSOES

Este artigo apresenta um modelo estatistico para o
algoritmo LMS-DT independente da ordem do filtro
adaptativo e da transformacdo utilizada. Também, foi
proposta uma alteracdo da estimativa de poténcia média do
sinal de entrada, melhorando sua precisio sem contudo
aumentar significativamente a carga computacional do
algoritmo. Os resultados experimentais confirmam a
qualidade do modelo proposto.
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APENDICE
Desprezando-se os efeitos de € na Eq. (10) e assumindo
que X(n) ¢é uma varidvel aleatéria com distribui¢do
Gaussiana, média nula e varidncia (Siz, a variavel aleatoria
z=x(N)+x(N=D+-+%x(N—M +1) terd distribui¢do de

qui-quadrado com M graus de liberdade, com func¢do
densidade de probabilidade definida por [15]:

Zi(M 121677 ”"izu(zi)
2M26MT(M /2)

f,(z2)= (A1)

onde I'(-) € a funcdo gama. Definindo-se entdo uma varidvel

aleatéria y, =M /z , tem-se
f, (¥)=(Z /M), (2). (A2)

Expressando o valor esperado de Yy, em funcdo de Z,

pode-se escrever:
Ely 1= [(M/2)1,(2)d3.

Substituindo (A.1) em (A.3), obtém-se:

(A3)

M R (M/2)-2 _—z /26"
Elyl= e dz . (A4
)= g o Fv 72 j z z. (A4
Fazendo-se Z = — em (A.4), tem-se:
Ely. :—m FMI2-26F gt AS
o 2<5i21"(|\/|/2)£Z 2. (A

Como (M /2)>0, J’;’<M’2”e‘4’d;' =T[(M /2)—1]. Assim,
0

(A.5) torna-se:
MT[(M/2)—1]
Ely|=——7F+—7—"—"—.
] 26°T(M /2)
Agora, usando a propriedade T'(b+1) =bI'(b) [15], tem-se:

(A.6)

Ely]=——, A7
= e (A7)
podendo-se entdo escrever:

-1 _ M . -1
BID™ (] = = diag(R)I™ (A8)

onde R, € a matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada
transformado. Similarmente, tem-se para um elemento da
diagonal de D2(n):

oo

ElY’1= [ (M/2)’f,(z)dz,

—oo

onde f; (z) é amesma funcdo definida em (A.1), logo:

(A9)

2

M r )
E[y]=——— | zZM/P7@ 2% gz . (A.10
[y 2M/26il\/ll—~(M /2)_([Z| 7. ( )

Z|,

—5 , pode-se reescrever (A.10) como:

Fazendo-se Z =

2

Elv> =—°° / MID3e-Z g A.ll
(] 40;*r(|v|/2)£z Z. (A
Como: _[Zi'(M/z)’3e'4'd;’ =T'[(M/2)-2], tem-se:
0
2
E[yf]:%_ (A.12)

46'T(M /2)

Novamente, aplicando a propriedade T'(b+1)=bI(b),

obtém-se:
2
E[y’]= , A.13
1= M D (A.13)
logo,
N M 2
E[D =— — [diag(R)]?. (A.14
D7 (M) = = i RO (A.14)



