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Analise do Algoritmo LMS Sujeito a uma
Nao-Linearidade do Tipo Zona-Morta
no Caminho Secundario

Marcio H. Costa e José C. M. Bermudez

Resumo—Este trabalho apresenta um estudo sobre o
algoritmo adaptativo Least Mean Square quando o sinal de
cancelamento sofre a influéncia de uma néo-linearidade do tipo
zona-morta. Siao desenvolvidas equacdes recursivas para o
comportamento médio dos coeficientes e erro médio quadratico
supondo-se sinais gaussianos e adaptacio lenta. Simulacdes de
Monte Carlo corroboram os resultados.

Palavras-Chave—TFiltragem adaptativa, algoritmo LMS, néo-
linearidades, controle ativo de ruido, zona-morta.

Abstract—This work studies the Least Mean Square adaptive
algorithm when the canceling signal is subjected to a nonlinear
dead-zone characteristic. Recursive equations are developed to
the mean weight behavior and mean square error, assuming
Gaussian signals and slow adaptation. Monte Carlo simulations
validate the theoretical models.

Index  Terms—Adaptive filtering, LMS
nonlinearity, active noise control, dead-zone.

algorithm,

I. INTRODUCAO

Filtros adaptativos sdo sistemas que se caracterizam pela
capacidade de auto-ajuste de seus pardmetros de modo a
minimizar uma determinada fung@o custo. O grande atrativo
desta técnica é a capacidade de otimizagdo de desempenho
mesmo em sistemas em que pouca informagdo a priori é
disponivel, ou ainda, quando as suas caracteristicas variam no
tempo [1]. Sua utilizagdo tem sido amplamente impulsionada
pelos crescentes avangos na microeletronica nas areas de
integragdo e velocidade de processamento [2].

Dentre as diversas familias de algoritmos adaptativos, a
mais popular ¢ a do gradiente estocastico. Dentro dessa
familia, o algoritmo Least Mean Square (LMS) é o mais
conhecido, devido a suas caracteristicas de robustez e baixo
custo computacional. Embora inimeros outros algoritmos
tenham sido propostos desde sua criacdo, o LMS continua
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sendo o algoritmo de referéncia na avaliagdo do desempenho
de outros algoritmos.

Diversas sdao as dareas de aplicacdo para a filtragem
adaptativa, como: identificagdo, estimagdo, predigdo,
filtragem e controle. Algumas aplicagdes praticas
caracterizam-se pela utilizagdo de amplificadores de poténcia
no chamado caminho secundario (caminho entre a saida do
filtro e o ponto de cancelamento). Suas fungdes sdo a
amplificagdo dos niveis de tensdo e o aumento da capacidade
de fornecimento de corrente para o acionamento de
transdutores ou sistemas de poténcia. Este é o caso de
sistemas de controle automatico de ruido acustico e vibragdes
(ANC — active noise control) [3], onde a natureza do sinal de
cancelamento deve ser convertida por um sistema de alto-
falantes para a criacdo do sinal acustico de anti-ruido.
Situagdo similar também ¢ encontrada em sistemas de
controle de motores e servo-valvulas [4].

A inclus@o de um amplificador de poténcia no caminho
secundario pode acarretar alteragdes sobre o sinal de
cancelamento devido a operagdes de filtragem. Constantes de
tempo muito elevadas implicam em atrasos de tempo
significativos, alterando sobremaneira o desempenho do filtro
adaptativo [5].

Em [6] foi estudado o comportamento do algoritmo LMS
em aplicagdes ANC quando o conjunto amplificador de
poténcia — alto-falante possui uma caracteristica ndo-linear do
tipo saturacdo, produzindo distor¢des mno sinal de
cancelamento.  Esta  situacdo  ocorre  quando  os
amplificadores/transdutores sdo acionados no limite de sua
capacidade, o que ¢é caracteristico em aplicacdes de baixo
custo.

Consideragdes econdmicas também fazem da eficiéncia
energética uma preocupacao constante no projeto de sistemas
eletronicos, sejam eles alimentados diretamente pela rede ou
embarcados (alimentados por baterias) [7].

Os amplificadores de poténcia sdo classificados de acordo
com o seu modo de operagdo, o qual estd diretamente
relacionado com o consumo e¢ com a distor¢do linear.
Amplificadores classe A possuem uma grande linearidade.
Entretanto, caracterizam-se por um grande consumo, visto
que os transistores de saida encontram-se sempre trabalhando
em sua regido ativa. Sua eficiéncia maxima (em termos de
consumo) fica em torno de 25%. Amplificadores classe B
oferecem uma significativa melhoria na eficiéncia do sistema,
mas tendo como prego uma distor¢do linear muito maior. A
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cada momento apenas um par de transistores encontra-se
conduzindo, levando a uma eficiéncia maxima de 78,5%.
Entretanto, na transi¢ao entre o chaveamento dos transistores,
a saida do amplificador passa por uma zona-morta de cerca
de 1,4V, correspondente ao potencial de barreira de dois
transistores. Este efeito causa a chamada distor¢do por
crossover [7]. Existem varias outras classes, entretanto todas
apresentam um compromisso entre custo do equipamento,
consumo de energia e fidelidade.

Em decorréncia do exposto, o projetista de sistemas
adaptativos, em especial de sistemas embarcados, tem
interesse na utilizagdo de amplificadores de baixo custo e
elevada eficiéncia com relagdo ao consumo. Entretanto, os
efeitos da caracteristica ndo-linear do amplificador sobre o
processo de adaptacdo ndo sdo totalmente conhecidos.

Este trabalho apresenta uma analise do comportamento do
algoritmo LMS quando o caminho secundario contém uma
fungdo ndo-linear do tipo zona-morta. Operagoes de filtragem
no caminho secundario sdo desprezadas, visto que sua
influéncia sobre o desempenho do algoritmo tem sido
amplamente analisada em outros trabalhos [5,8]. Equacdes
deterministicas recursivas sdo obtidas para o comportamento
médio dos coeficientes e para o erro médio quadratico
considerando sinais gaussianos e adaptacdo lenta. Condigdes
em regime permanente sdo determinadas supondo-se a
convergéncia do algoritmo. Simulagoes Monte Carlo ilustram
a validade dos modelos obtidos.

Os resultados analiticos demonstram que o grau de ndo-
lincaridade do sistema afeta significativamente o
comportamento do algoritmo. Os modelos obtidos permitem
ao projetista inferéncias sobre o desempenho do sistema
adaptativo em funcdo das caracteristicas do amplificador de
poténcia escolhido.
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Fig. 2. Caracteristica ndo-linear do tipo zona-morta (ideal) em amplificadores
de poténcia classe B.
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Fig. 3. Comparagdo entre o modelo analitico e a zona-morta ideal. (a) zona
morta ideal (linha continua), (b) modelo (tracejado). © =0,7 .

II. SISTEMA ANC
O sistema analisado ¢ mostrado na Fig. 1. d(n) € o sinal a
ser cancelado. y(n) ¢ o sinal de saida do filtro adaptativo.
e(n) ¢ o erro de estimagdo a ser minimizado. z(n) ¢ o ruido

de medicdo, considerado estacionario, gaussiano, branco,

com média =zero, varidncia o’ e estatisticamente

z

independente de x(n) e d(n). x(n) é o sinal de entrada.

Assume-se x(n) estaciondrio, gaussiano, com média zero e

variincia o?. X(n)z[x(n) x(n-1) x(m—N+1)]T ¢ o

vetor de dados observados. Considera-se que os vetores

0 0 0 T T
W =[wp wii ] e W(n)=[w(n) wy_ (n)]
tém a mesma dimensdo N. Dimensdes diferentes podem ser
acomodadas com a inser¢do de zeros.

A caracteristica ndo-linear do tipo zona-morta ¢é
representada por g,, (+) e seu comportamento ¢ apresentado

na Fig. 2. Neste trabalho, supde-se que o limiar de saturagéo
nao ¢ atingido pelo sinal de cancelamento.

III. MODELAGEM DA ZONA-MORTA

O primeiro passo para a analise do comportamento do
sistema em questdo ¢ a determinagdo de um modelo analitico
para a zona-morta. Este ¢ definido a partir de trés premissas:
(a) representatividade da fun¢@o que se deseja modelar, (b)
tratabilidade matematica e (c) facilidade de modificagdes em
sua conformag@o para adequar-se as variagdes dos sistemas
reais. O modelo escolhido utiliza a fung¢@o erro como forma
de aproximagdo [6]:

x z

y=gZM(x):x—g(x)zx—_‘.eiz"zdz (1)

0

onde x € a entrada, y a saida, g() a funcdo erro ¢ o

parametro o ¢ dado por

PR @)
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onde o parametro T corresponde ao ponto de quebra da regido
linear, supondo-se simetria (0,7V na Fig. 3).

IV. ANALISE

A equacdo de atualizacdo dos coeficientes do algoritmo
LMS ¢ dada por:

W (n+1)=W(n)+pe(n)X(n) )
e o erro de estimagao por
e(n)=WIX(n)+2(n)- g (W (0)X(m) @)

A. Comportamento Médio dos Coeficientes
Substituindo-se (1) em (4) tem-se

e(n)= WX (n)+z(n)- W' (n)X(n)+g(W' (n)X(n)) )
Substituindo-se (5) em (3) e tomando-se seu valor esperado
condicionado em W(n) obtém-se

E{W(n+1)|W(n)} =[I-uR JW(n)+puR W ©)

+E {g(WT ()X (n)) X (n)|W ()]

onde R ¢ a matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada.

Em decorréncia da consideragdo de adaptacdo lenta, supde-se
independéncia entre os vetores de coeficientes e de sinal de
entrada. O valor esperado restante em (6) pode ser obtido
através de [6, Eq. 20] de forma que:

E{g(W" (m)X(m)) X ()| W (n)} = ™
(LW Rwe| R

Substituindo-se (7) em (6), tomando-se seu valor esperado
e aproximando o valor esperado do quociente pelo quociente
dos valores esperados, chega-se finalmente a:

E{W(n+1)}=puR W

s o) v fewen

onde K(n)zE{W(n)WT (n)} sdo os momentos de segunda
ordem dos coeficientes.

B. Erro Médio Quadratico

Elevando-se a equagdo (5) ao quadrado e tomando-se seu
valor esperado condicionado em W(n) obtém-se:

E{e*(n)|W(n)f = W'R W’

E{2 ()}

—2WTR W (n)+ E{g* (W (n)X(n))| W(n)} ©)
+2WTE{g (W' (n)X ()X () W (n)}
_sz(n)E{g(wT(n)x(n))x(n)\w(n)}

onde, da mesma forma que em (6), supde-se independéncia
entre os vetores W(n) e X(n). A solugdo para o quarto valor

+W' (n)R, W(n)

esperado de (9) pode ser encontrada em [6, Eq. 24],

resultando:

E{g (W' (n)X(n))|W(n)} =
W' ()R, W(n) ] (10)
WT(n)R W(n)+cs2

c? arcsen[

¢ a variancia do ruido z(n) e devido a

E {z2 (n)} =c’
condi¢do de adaptacdo lenta
W(n)W' (n)=E{W(n)W’ (n)} .
expressoes (7) e (10) em (9) e tomando-se seu valor esperado,
chega-se a:

E(n)= E{e2 (n)} =W'R_W°+c’
+r{R K (n)} -2W* 'R E{W(n)}

+2(G—12tr{R“K(n)} + ljl/z .
[WTRE{W(n)}-r{R K(n)}]

tr{R“K(n)} J
tr{R“K(n)} +o’

pode-se assumir que
Substituindo-se as

()

+c? arcsen[

C. Momentos de Segunda Ordem

Substituindo-se (5) em (3), multiplicando-se pelo seu
transposto e tomando-se o valor esperado obtém-se:

(n+l) ( )+u2c7:2R“

—1K(n)R, —uR K (n)

+RE{W(n )}W“TR +uR WO E{W’ (n)}
+uE{W( )g(WT n)}
+uE{g(WT (n)X n T(n)}

(n)
)W(n)W’(n)X(n)X’(n)} (12)
YW WX (n) X" (n)}
YWW’ ()X (n) X" (n)}
YW(n) WX (n)X" (n)}

X (1)) WX (n) X (n) X (n)}

X(m)) W' (m)X ()X (n)X" (n)}

+ W E{g* (W' (n)X(n))X(n)X" (n)}

A avaliagdo dos termos em (12) é uma tarefa matematica
complexa. Entretanto, visto a consideragdo de adaptagdo
lenta, ¢ razoavel desprezar-se os termos multiplicados por
u’. Desta forma, (12) aproxima-se de:

K(n +1) = K(n)— uK(n)R“ - pR“K(n)

+ u(itr{R K(n)}+1]l/2 [K(n)R, +R K(n)] .
G 2 XX XX XX
+RE{W(n) W'R, +uR W E{W (n)}
D. Coeficientes em Regime Permanente
Supondo-se a  convergéncia  dos coeficientes
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lim E{W ()} =limE{W(n+1)}, substituindo-se esta relagio

n—om n—om

em (6) e (7), com a hipotese de que as flutuagdes de W(n)

sejam despreziveis em relagdo ao seu valor médio em regime
permanente, chega-se a:

lim £ {W (n)} =
I:l—(llimE{WT(n)}R E{W(n)}+l]l/2:|1Wo 1
G2am -
A partir de (14) é facil verificar que
limE{W(n)}=q-W° (15)

n—w

onde geR* € um escalar. Substituindo-se (15) em (14)
chega-se a seguinte relagdo

nzq4_2n2q3+nzq2_2q+1:() (16)
onde
17
,n2 ZLZWDTR“WO ( )
2t

¢ denominado grau de ndo-linearidade do sistema.

A relagdo (16) é uma equagdo bi-quadratica [9, pp. 83]. A
condicdo para que uma determinada raiz seja a solugdo para ¢
é que a mesma seja real e positiva para todo n*> € [0,00).
Apenas uma raiz satisfaz esta condi¢cdo. Seu comportamento
em fungdo de n’ pode ser visto na Fig. 4.

E. Erro Médio Quadratico em Regime Permanente

Uma estimativa do erro em regime permanente pode ser
obtida supondo-se convergéncia dos coeficientes em (11) e
utilizando-se (15):

limg (n)=c?+v-W'R W° (18)
onde
2q(1- 2q*
v=1—2q+qz+q(q)+lzarcsen( 121 zq j (19)
Mg +1 M ng +1

A Fig. 5. apresenta a relagdo entre o fator v e o grau de
ndo-linearidade.

V. SIMULACOES

Nesta se¢do sdo apresentadas simulagdes com a finalidade
de verificar a acuracia das equagdes (8), (11) e (13). Dois
exemplos sdo apresentados.

Exemplo 1 — sinal de entrada gaussiano correlacionado,
com média zero, poténcia unitaria e dispersdo de autovalores
de R, igual a 14,87, p=0,01, c?=10", planta do tipo
janela de Hanning normalizada com 10 coeficientes,
W(0)=0. Limiares da zona-morta: t =[10’10 20,02 ; 0,1].
500 realizacdes. O graficos sdo desenhados de 50 em 50
amostras (Figs. 6 € 7).

Exemplo 2 — sinal de entrada gaussiano branco, com média
zero e poténcia unitaria, p=0,001, o’=10", resposta
acustica de um ambiente real com 128 coeficientes (Fig. 8),
W(0)=0. 500 realizagdes. Limiares da zona-morta:

©=[10";0,02;0,1]. Figs. 9 ¢ 10.
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Fig. 4. Fator multiplicativo dos coeficientes em regime permanente (g) em
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Fig. 6. Evolucdo do quinto coeficiente do exemplo 1. (a) t=0,1, (b)

1=0,02,(c) 1=10".

As Figs. 6 ¢ 9 apresentam comparagdes entre o modelo
teorico e simulagdes Monte Carlo (500 realizagdes) para o
comportamento médio dos coeficientes. Sao apresentadas trés
condigdes de ndo-linearidade onde verifica-se a alteragdo do
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comportamento dos coeficientes. Nas simulagdes ¢ utilizado o
modelo ideal para a zona-morta. Note-se a excelente
concordancia para os casos com passo de adaptagdo pequeno.
Os demais coeficientes comportam-se de maneira semelhante.
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1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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0 500

Fig. 7. Erro médio quadratico para o exemplo 1. (a) t =0,1, (b) t =0,02, (c)
T=10".
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Fig. 8. Resposta acustica de um ambiente real.
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As Figs. 7 ¢ 10 demonstram o impacto do grau de nfo-
linearidade sobre o erro médio quadratico. Note-se que n’
consiste em uma relagdo entre a poténcia na saida da planta e
0 parAmetro representativo da nfo-linearidade t*>. Este
resultado concorda com os obtidos em [6] para um efeito ndo-
linear do tipo saturagdo. Simula¢des também confirmam a
validade dos modelos para regime permanente.

VI. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma andlise estatistica do
comportamento do algoritmo LMS quando o caminho
secundario sofre a influéncia de uma nao-linearidade do tipo
zona-morta. Este problema ¢é de especial interesse em
sistemas de baixo consumo para aplicacdes embarcadas de
controle ativo de ruido acustico e vibragdes. A previsdo de
impacto das caracteristicas das diferentes classes de
amplificadores de poténcia sobre o comportamento do
algoritmo LMS permite ao projetista a otimizacdo de seu
sistema em termos da relagdo consumo x desempenho.
Equagdes recursivas foram desenvolvidas para o
comportamento médio dos coeficientes e para o erro médio
quadratico, considerando sinais gaussianos e adaptacdo lenta.
A partir dessas recursdes, as condigdes de regime permanente
foram determinadas. Simula¢des Monte Carlo corroboram os
resultados teodricos.
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