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Constru@o e Aralise de Desempenho de
Constelages de Sinais M-PSK em Supierés
Minimas

Rodrigo Gusrao Cavalcante e Reginaldo Palazzo Jr.

Resume—Neste trabalho apresentamos uma proposta de distincias similares) associadas aos correspondentes codifica-
construcdo e de amlise de desempenho de sistemas dedores e moduladores para qu&onocorra um descasamento
comunicag@es utilizando a modulag@o M-PSK cujos sinais esio entre os respectivos pares
contidos em supericies da fanilia de superficies mnimas Enne- '

per. Este estudo tem como motivado o fato de que os mergulhos (By, dy) (Bay dg) T (BRTaRy T |
de certos canais discretos sem mdna, e que $0 de interesse p—— p— | 1
pratico, ocorrem em superfcies ninimas. Como conseqancia, Fonte de Fonte de Carel ) Modddador

mostramos que o desempenho de tais sistemasnelhor do que o
desempenho dos sistemas de comuni€egs tradicionais utilizando .
a modulagio M-PSK. e

Palavras-Chave- Constela@es de sinais, Supeftie Minimas, ;
Probabilidade de erro e Métricas. Destinaro Decodifcaor pestear | | [ -

de Fonte de Canal
Abstract—In this paper we present a procedure for the con-
struction and the performance analysis of digital communication
systems using M-PSK modulation whose signals are on Enneper’s
minimal surfaces. This study was motivated by the fact that the Fig. 1. Modelo de um sistema de comuniges digitais
embedding of certain discrete memoryless channels of practical
interest occur in minimal surfaces. As a consequence, we show O que se busca e, &€ determinar as caracisticas
that the pr_o_bability of error of such_ systems is better than_that geonétricas e algbricas associaddscada conjunto de pontos
of the traditional ones, however using the M-PSK modulation. E, e, consequentemente, aos correspondentes espagiss)
KQyWOI’dS— Sig_nal constellations, Minimal surfaces, Error pro-  bem como as propriedades e coiddis que dev@o ser
bability and metrics. satisfeitas pelas transforniss que @o conectar os diferentes
espacos I@tricos de tal forma que se consiga determinar o
|. INTRODUCAO desempenho do sistema de comundesgsob a menor proba-

o o bilidade de erro, maior taxa de transndiss menor pd@ncia
Os principais objetivos a serem alcangados na propostafi€iransmisio. etc.

novos sistemas de comunié@@_ §o0 menor c_qmplexidade € Geralmente o espaco atiico (Es,d;), consistindo dos
melhor desempenho sob o érib da probabilidade de errop|ocos modulador/canal e demoduladdy, associado ao
(simbolo/bit), ou equivalentemente, fixada uma taxa de eMQ&paco euclidiano com suaétrica usual. Por essa Bazé
rglagéo smal-rlildo_ seja menor do que aquela neéesspelos que, frequentemente, no processo de modaagrojetamos
sistemas conhecidos. _ _ constelages de sinais considerando uma estrutura gedca
Nesta dirego, iremos considerar cada um dos diagramggclidiana.

de blocp, Fig. 1 como senQo constda basmameptg POr  Note que o bloco associado (@3, ds) pode ser carac-
um conjunto de “pontos’;, juntamente com uma &lrica, terizado, e assim o faremos, como um canal discreto sem
d;. Isto torna possel a interpretago de cada bloco comomenpria. Com isso, a motivép principal deste trabalho vem
um espago retrico (E;, d;). Como exemplo, o codificador dedos resultados obtidos em [6], onde foram identificados e
fonte consiste de um conjunto de palavrasigo, F1, COM  analisados uma gama considezl de canais discretos sem
uma diséncia associadal;, podendo esta ser a disicia chi- menrbria e seus mergulhos em sujeids orientadas com e
quadrada. O codificador de canal tem associado um conjugifn bordos. Ainda em [6] foram apresentados canais tais como
finito de palavras@digo, E», e em geral a diéncia de ¢ ¢,[3], 0 C5[3] e 0C4[3], consistindo de 4, 8 e 16 entradas
Hamming, d,. O canal, subentendido o modulador e o cangl sadas e 3 transies por entrada, tendo a propriedade de
propriamente dito, consiste de um conjunto finito de pontqﬁ,Je um de seus mergulhos ocorre em uma sigienfrinima
gaussiano)E importante ressaltar que os decodificadoreSQW(g) = 8R4 e 2N(16) = 16R,, respectivamente, onde
os demoduladores usam, em geral, as mesmaéndias (0U 9N denota o catedide com 4, 8 e 16 reges quadrangu-

, . , lares. Como as supécfes ninimas rdo foram consideradas
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de sinais bem como de realizar adlise de desempenho dosdo solues triviais de (1). Entretanto, Meusnier identificou
correspondente sistema de comuniess; a exiséncia de novos exemplos de supads ninimas tais
Naturalmente surge et a pergunta: Qual o desempenhoomo o cateaide (Fig. 2(a)) e o helimde (Fig. 2(b)).
das consteldies de sinais quando a estrutura gétina
associada @ & mais a euclidiana? Uma abordagem desse
problema foi feita em [1] e [2] para o caso particular de
constelades de sinais em espacos hig@itos, eem [9] e [10] =
foi analisado o caso das constélag de sinais em variedades

i H [P oo P I 727

riemannianas, danddnfase especials supeiities ninimas e Eﬁ\}“}. iiiiﬁ;’g{l@

aos espacos de curvatura seccional constante. B é%%?',"; i‘%‘;\&\\\g\x&
Neste trabalho concentramos nossos esforcos alisardo %l'||\\\\\\

espaco ratrico (Es, d3) referente aos blocos modulador/canal
e demodulador. Portanto, um dos objetivos deste trabalho
construir e analisar o desempenho de condbelage sinais
M-PSK em supeities ninimas. Para tantogé necesario
estender os conceitos de probabilidade de erro, ene®am ri; >  sypeitie minima catedide.
da constela@o de sinais e de o para o contexto dessas

(a) Catenide (b) Helicdide

superfcies. ) _ _ Meusnier tambm identificou as supédies ninimas como
Este trabalho eatorganizado da seguinte forma. Na 8¢ sendo as supddies com curvatura édia nula. Com isso, foi

2, apresentamos uma breve réasdos conceitos sobre Supgsgvel obter uma “interpretdp geonétrica” para as sol@es

perficies mnimas para os prdsitos deste trabalho . Na $8¢ ;3 equaigo de Lagrange. Para um melhor entendimento dessa

3, as cgn&derames € 0s fundamentos para a rea}h‘;z_n@a interpretado geongtrica veja por exemplo [3], [5] e [8].

construgo das constelaes de sinais em supgmies mMnimas — por outro lado, uma soléie completamente satistaia da

sa0 relacionados. Na Sgg 4, a adlise de desempenhOgquago (1) foi obtida por Weierstrass muitos anos depois.

das consteldes de sinais 4, 8 e 16-PSK sobre a @ parg jsso, Weierstrass utilizou uma represémdagtegral local

de supeifties nmnimas Enneper para = 1 e n = para supeities ninimas em dorimios simplesmente conexos
s40 comparadas com as correspondentes pafa 0 (caso para verificar que

euclidiano). Mostramos que o desempenho do sistema de ;
comunicages utilizando a modulap PSK em supeidies  x(y y) = Re{/ 1(¢17¢2,¢3) dg}, 20,2 €D, (2)
minimas da farilia Enneperé melhor do que o desempenho 2

apresentado por esta mesma moditago caso euclidiano. gnde

Finalmente, na S@p 5, as concliges §o0 apresentadas. ) )
(61,02, 03) = (F(O)(1 = g*(Q), i(1+g°(C)), 2£(¢)a(<))

A. Preliminares sobre as Supgies Mnimas define, a menos de transtags noR3, uma supeitie minima

A Teoria das Supeidies Minimas teve sua origem com ofégular parametrizada, localmente restrita a um ’|d1'1)_rnD
seguinte problema proposto por Lagrange em 1D@2ta uma S'mp|95“?e_”t? conexo. Observe que a cdalige regularidade
curva fechada simples (sem auto-interges), determinar a d& supeficie & verificada se os zeros ¢&z) coincidem com
superfcie dearea minima que tem essa curva como fronteira®S P10s deg(z,), tal que a ordem do zero seja igual ao dobro
Lagrange apresentou este problema como um exemplo @eordem do fplo. o
um método, por ele desenvolvido, para determinar curvas oud™Ma consegencia importante dessa represete que os
superfcies que minimizassem certas quantidades, tais cofRgficientes da primeira forma fundamentél, = E(u,v),
area, comprimento, energia, etc. Ességados constituem o £ = F(u,v) e G = G(u,v), de uma supeitie minima o

20

que hojeé chamado de &lculo das Varia@es. dados por
As solu@es do problema de minimizag dearea proposto 5 1 9 o\3
por Lagrange &0 as supeities minimas, que para o caso = =G =A"= 1|f(z)| A+1g(z)[")" e F=0. (3

particular em que a supésfe & descrita porz = f(z,y), Um outro resultado importante, proveniente dessa

. 2 ¢ &0 di ; . N .
ondef : D C R® — R & uma fungo diferencavel, deve yopresentaip, & que a expreé® da curvatura gaussiana da
satisfazer a seguinte eqé@acde Lagrange superfcie pode ser expressa por

(U4 f) faw = 2fefyfoy + U+ )y =0, @) Ko FITETEE “
2 - u,v) = —
onde f, = 1w) f = OS@w) - E importante ressaltar [F () +19(2)?)

gue as superdies ninimas §o apenas pontos iticos da  Além de permitir obter exemplos de supeds ninimas, a

funcdo area, e 8o podemos garantir, sem impor redigg representeéip de Weierstrass desempenha um papel essencial

extras, que esses pontosticos sejam rimimos absolutos da na investigago teérica de tais supeidies. Por exemplo, no

area. contexto da teoria das fubes andticas temos o priripio
Lagrange observou que as famg lineares (z,y) = ax + de Refle&o de Schwarz que aplicado a teoria das sipest

by + ¢, coma,b,c constantes, representando curvas planaresinimas afirma que se uma supeié nminima coném uma
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reta (respectivamente, uma gésita plana), eib a rotago Como neste trabalho trataremos o caso particular em que as
de 7 radianos em torno dessa reta (respectivamente, a censtelades de sinais e&b definidas em supécfes ninimas,
flexao em relago ao plano da geédica)é uma simetria da enfio devemos utilizar a étrica A?(u, v), equa@o (3), para
superfcie. construir e analisar o desempenho de tais congietagle
Verificamos que o estudo das simetrias de uma sigierf sinais. Portanto, a medida de distia a ser adotada entre
minima & de grande impdithcia na constr@p e na aalise quaisquer dois pontos el sed dada pela menor déstcia
de desempenho das constéleg de sinais em tais su-geodksica entre esses pontos érh
perficies, pois podemos utilizar tais simetrias para garantir aneste trabalho vamos relacionar &ago rido, v = (X,Y),
exisencia de estruturas d@pricas associadas a certas classgg, ym canal de transmés como sendo a aplicag de uma
de constelages de sinais e tarem facilitar os @lculos transformago que leva um sinal transmitidg, € M em um
da probabilidade kdia de erro e da éngia nedia dessas sjng| recebidg € M. Consideraremos que essa transfordag

constelades.

No sentido de estabelecer as simetrias de uma Soigerf

minima precisamos, de alguma forma, identificar as g§sicds

planas da supddie, ou equivalentemente, distinguir dentre as deT

geodksicas da supédie aquelas queds linhas assilticas ou
linhas de curvatura.

As geodsicasy : [a,b] € R — R3 de uma supeitie
minima X (u, v), obtida de (2), 80 encontradas como sobes

do seguinte sistema de eqbae diferenciais parciais de se

gunda ordem

W (1) + (' ()2 = (v (9)2)(A2)u /202 + /(' () (A2)0 /A2 = 0,

V(1) + [0 ()2 — (W () 2)(A2)0 /222 + o/ (00! (£)(A2)u /A2 = 0,

®)

O comprimento de arco de uma gésita ~(t)
(u/(¢),v'(t)) € uma medida de fundamental imgontia para o

desenvolvimento deste trabalho, pois a partir do comprime

de arcoé poss$vel definir uma medida de d#mcia entre

dois pontos na supécie minima. O comprimento de arco

é calculado por

b
= / VBN 1 (0 (DN dt

(6)

II. CONSTELACOES DESINAIS EM SUPERHACIES MINIMAS
Na construgo das constelégs de sinais em sup@ies

devemos considerar a mesmétnita (ou nétricas similares)

em cada um dos blocos do espagétmnco (Es3,ds), veja

Fig. 1, com o objetivo de que sejam casadas entre si P90 se o sinal:
1 “m

gue se obtenha o melhor desempenho ipeks
Portanto, seX : D C R? — R? for uma supeitie regular

e dada por

V= (X,y) S sz M7 (7)

=, M & o plano tangente & no pontoz,, e a aplicago
exp, : T, M — M & chamada aplicap exponencial.
Geometricamentesxp,, (V) € o ponto de)M obtido quando
percorremos um comprimento iguahd, a partir dex,,,, sobre
a Unica geoésica que passa pat,, com velocidade igual a

Y= (y17 y2) = expmm (V)7

s

V-

Observe que a maneira como definimos adouem (7)
requer que a aplicap exponencial esteja definida para todo
veV T, M, ondeV & um aberto d&, 1. Portanto,
se supormos qu¥ & o espaco amostral de=v (x,y), enfo
podemos caracterizar probabilisticamente mwoua partir da
densidade de probabilidade de v. Dessa forma, a densidade

r% probabilidade do sinal recebigodado que o sinat,,, foi

transmitido,é dada por

(8)

onde|J| & o valor absoluto do Jacobiand, da transforméeio
das varaveis aledirias dado por

py (y/am) = pv (v =exp, ! ()|J] ,

dexpy'(y)  dexpl'(y)
J = dyy dys 9
dexpy ' (y)  dexp; ' (y) ©)
dy1 dy2

SejaR,, a regho de decigo do sinalz,,, ou seja, 0 conjunto
representando todos os pontos gé@e slecididos coma:,,.
for transmitido, a probabilidade do
demodulador &o decidir pelo sinal pertencentey,,, isto
e, decidir erroneamenté, dada por

parametrizada, edd X (u,v) induz de maneira natural uma

métrica emD, isto &, sep = (u,v) € D, vi,Vo € TpX,

definimos o produto interngvy, v2), no pontop como sendo
(Vi,Va)p = (dX,(V1),dXp(V2))x(p), ONde T, X & o plano
tangentea supetricie no pontop e dX,(v,) & a diferencial

da aplica&o X no pontop segundo o vetor v Observe que,

nessa situd@p, X passa a ser uma apliéag; isongtrica de
D em X (D) e que esse espaco bidimensional cortrioa

induzida da supeidie X (u,v) & uma variedade riemanniangi€ €0 nedia,

bidimensionalM com sistema de coordenad@®, X). Para

um entendimento das variedades riemannianas recomendamos

[4] e [11].
Uma constela@o de sinais em uma supieié regular pa-

rametrizadaX : D ¢ R? — R3 & um conjunto de pontos

bidimensionais da forma

X = {331 = (Ulavl)w ey T, = (Umavm))} C M.

Pe,m =1- / py(y/xm) dudv . (10)
R

m

E importante observar que a probabilidade de erro condi-
cionada ao sinak,, ter sido transmitido, (10),do depende
de uma parametrizag espeifica da supeitie e que a proba-
bilidade de errcé invariante por isometrias. A probabilidade
P,., de uma constel@p de sinai®€ dada por

Po=> P(@m)Pem , (11)
X

onde P(z,,) & a probabilidade de océ@mcia do sinak,,.
A energia nédia de uma constelag de sinaisY’ & definida

como
E = Z P(xm)dz(wmai') ) (12)
X
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onded?(z,,,7) & a disincia geodsica ao quadrado entre o
sinal z,,, € 0 baricentro da constekag z. Sabemos que o
baricentro de uma constebag de sinai€ o ponto tal que a
energia nedia da constel&p de sinaise minima. Portanto,
para determinarz devemos calcular a primeira derivada da
energia rédia em relago az, e supor que a mesma seja zero
paraz = z. Dessa maneira, temos q@eé um ponto que (@) Superficie de Enneper,  (b) Supericie de Enneper,
satisfaz as seguintes eqbag diferenciais parciais n=t n=s

Fig. 3. Fanilia de superities mnimas de Enneper.

OE, X L Od(wm, )
T=T X T=T 1 o ” H
representante da “classe de equévaia”, e mais, que esses
OF, =< Od(xm, x)

= 2 P(zm)d(zm,7) 5 =0.(13) pontos tenham o mesmo valor de comprimento de arco do
o x o=z pontop = (0,0), enfio o conjunto desses pontos forma uma
v t 0,0 & to d tos f
) . N L ) constelago de sinais. Do fato de que as f&gg contendo 0s
No sentido de explicitar analiticamente a ré@laginal-rido, pontos representantes da “classe de ecgmeh’$i0 congru-
definimos a energia &dia do rido em 1/, dado quer,, foi  entes segue que a const@lagde sinaise geometricamente

ov

transmitido, como sendo uniforme do tipo PSK. Chamamos a atgacao fato de
B 2 gue a propriedade de con@ncia de redies r@o é fipica
- /Md (s 2m)py (y/2m) dudv. (19 em supeficies ninimas visto que as mesma&m possuem

curvatura gaussiana constante.
Da equago (3), os coeficientes da primeira forma funda-
mental dessa failia de supefities mnimas §o dados por

Como mencionado, a densidade de probabilidade tioru
em uma variedad@/ est associada densidade de probabili-
dade de e T;,, M. Por exemplo, se ¥+ (X,y) étalque xey
sao varaveis aledirias gaussianas émt o vetor v tamém sea E—=G=)2— }(1 L) e F=0. (15)
gaussiano, poi%,, M & uma transform&p linear. Neste caso, 4
para que a densidade de probabilidade condicional do sinah curvatura gaussiana da féia de supeficies ninimas
recebidoy dadoz,, esteja bem definida devemos supor quenneper, decorrente da substifidcde (15) em (4)g¢ dada
a variedade riemannian&/ seja completa, ist@, para todo por

&, € M a aplicago exponencialexp, (v), esh definida n?(u? + vt

para todo ve T, M. Kn(u,v) = *16(1 T (@2 +02)n)2 (16)
] _ onde explicitamos a depe@icia dek (u,v) comn.
l1l. ANALISE DE DESEMPENHO DECONSTELACOES Note que substituinde = 0 em (16), a curvatura gaussiana
M-PSKEM SUPERACIES MINIMAS é igual a zero para todos os pontos,v) € R?, isto &

Nesta sefo analisaremos o desempenho das congiesage CONSeqéncia do fato 3§ mencionado de que a supeig
sinais do tipo M-PSK em uma fdtia de supeiities ninimas minima gerada ser o plano euclidiano. Observe que para cada
obtidas da represenm de Weiertrass, (2), coni(z) = 1 valor den em K, (u, v) obtemos uma supécie de revolugo,

e g(z) = 2" = (u+ iv)", onden & um ramero real portanto na Fig. 4 ilustramos apenas suas geratrizes para
nao negativo. Chamamos a atancao fato de que quando”™ = 0,1,3.

n = 0 a supeficie minima geradaé o plano euclidiano. Da equago (5), as gedgsicas da faitia de supericies
Consequentemente, recaindo no modelo tradicional disan Minimas Enneper & as soluges do seguinte sistema de

de um sistema de comunicaes. equades diferenciais parciais
A Fig. 3 ilustra a farilia de supeiities ninimas conhecida o (02 +0%)" 2 (o)~ ()P b v'] _
como a farflia associada supericie de Enneper, pois para T (u o)™ ’ (17)
n = 1 a supeficie minima gerada& a de Enneper (Fig. 3(a)), o (u? +0?)" 7 [2no((u')? — (v)*) +anu'v'u] _
cuja parametrizap & dada por I+ (u+o?)n '
3 3 Como mencionado, as reta&t) = av(t), coma € R,
u 2 v 2. 2 2
X (u,v) = (u— 5 tw' vt o —utv et~ )/2, (u,visoRfeoésicas das supécfes ninimas associadas fanilia

Enneper e, portanto satisfazem (17). No sentido de simplificar

A escolha desta faifia de supeiftiesé conseg@ncia prin- os @lculos para a determinag da densidade de probablhdade
de v= (X,y), iremos fazer uso desse fato e realizar a mudanca

camen o0 e o o s s e DTS 4 coordenades G par T e b v (13) -
(y) quandoz,, = (0,0), isto &,

rotagdes em torno de constituem o subgrupo das S|metr|a(§ pxm
das geodsicas, consequentemente formando o correspondente v (u? + 0" v (u? + v?)"
grupo de isometrias. Como os elementos desse grupo podefn— ( 2n+1> e y= 2( + 2n+1>

ser associados a um conjunto de degi temos que, se a (18)
cada uma dessas régs escolhermos um ponto como o Da equago (9), segue que o jacobiano da transforfwae
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Fig. 4. Geratrizes da curvatura Fig. 5. Geratrizes da densidade .
gaussiana da failim Enneper para  gaussiana da faifie Enneper para (a) Na variedade/. (b) No plano tangente
n=0,1,3. n=0,1,3. Ty M.

Fig. 6. Regio de decido do sinalz; da constelego 4-PSK paraw = 1.

dado por
1 2(n + 1) (u? + v?)" + (u? + v?)?"
|J| = 4<1 + o 1 - (19) aplicago exponencial permite-nos encontrar uma Zegile

. deci€io equivalente ao sinakh, R{?, no plano tangent&,, M,
Portanto, das equaes (18) e (19) podemos calcular &g g(b), como sendorea limitada pelas curvas equivalentes
densidade de probabilidade do sinal recebido comaelap ¢, T, M as retas e ry em M.

ponto (0,0) atrags da equatp (8). Para o caso em que as Esse conceito de refp de deco equivalentee um ar-

variaveis aledlrias x € y 80 gaussianas comatias nulas e icio muito importante, principalmente quando a variedade

mesma vancia, UNQ' a densidade qe probabilidade do sinatjl; nao for de curvatura gaussiana constante, poialcuto da
recebido com rel&p ao ponto(0, 0) & dada por probabilidade de erro dérsbolo, P. ,,, em M pode se tornar
um tanto quanto di€il.

Sabemos queianica supeiitie minima com curvatura gaus-

2
—(u2402) (u2402)"
802 R S |

1

p(y/(0,0)) = e (20)  siana constanté o plano,K, (u,v) = 0, e, portanto, a alise
2n + 1)(u? + v2)" + (12 + v2)*" de desempenho das constéleg de sinais em supgies
x 1+ o+ 1 * minimas, exceto o plano, apresenta grande complexidade.

Entretanto, a curvatura gaussiana de uma sigeerfrinima

E importante notar que a densidade explicitada pela égua& Sempre @o positiva para todos os seus pontosaerelo
(20) & uma gaussiana circular vista do ponf® 0) das teorema de Hadamard, [4], temos que a apicagxponencial
superfcies minimas da farflia Enneper. Da mesma forma®& Um difeomorfismo global d&, ) sobre)M. Portanto, para
que K, (u,v) gera uma supeidie de revolugo para cada €SS€ caso particular, uma maneira de obterMigs € integrar
valor den, a equago (20) tamem gera uma supécie de @ densidade de probabilidade de 7, M, que gera o fido
revolugo. Enko, a Fig. 5 ilustra as geratrizes gdéy/(0,0)) da variedade, sobre uma ragide deci&o equivalent&?S? em
paran = 0, 1, 3. T,, M, obtida da regio de deci&o R,, em M. Dessa forma,

Com esses elementos, estamos prontos para analisdM0S por um abuso de nofagqueRy! = exp, ! (Rm).
desempenho das constdlas de sinais do tipo M-PSK nas A Fig. 7 mostra as curvas da probabilidade de erro versus
superfcies da farflia Enneper considerando que dda seja a rela@o sinal rido de uma constelag 4-PSK em espagos
gaussiano circular. bidimensionais com #&trica induzida da faifia Enneper, para

Uma constela@o de sinais M-PSK nas supieiés da farilia n = 0,1,3. Observe que as constelig paran = 1,3
Enneper consiste do conjunto de ponfds= {z; = u; + Possuem desempenhos superiores aos da corziefaPSK

JUL, -« ey Ty = U + jU)} dados por no plano euclidiano{ = 0). Esse fato pode ser melhor
0, ) entendido quando observamos a Fig. 6(b), pois aacedie
zi=pet, i=L2...,m, decisio equivalenteR{?, coném a regao de um mesmo sinal
ondef; = 2(i — 0.5)7/m, i = 1,2,...,m e p é a dishncia 4-PSK quando a supécfe & o plano. )
geodksica, obtido de (6), entre um ponfe,v) € R? e a Da mesma forma que a constélagd-PSK, as consteldes
origem (0,0), dada por 8-PSK e 16-PSK apresentam desempenhos superiores nos
espacos bidimensionais para= 1,3, quando comparados
/ 2 2\n
d(u,v) = u? + v (1 + (u” + %) ) . (21) aqueles das constefags bidimensionais 8-PSK e 16-PSK para
2 2n+1 n = 0. As Figs. 8 e 9 ilustram tal afirmag.

Considere, por exemplo, uma const@lag-PSK com ener- Como podemos observar, existe um ganho de desempenho,
gia media igual a 1 no espaco bidimensioddl com nétrica em termos da probabilidadeédia de erro, das constetss
induzida da supeidie minima de Enneper. Dessa forma= M-PSK na fanilia Enneper £ > 0) quando comparadas
0.91069. Neste caso, a Fig. 6(a) ilustra a r&gide deci&o do com as consteldgs M-PSK no espaco euclidiane & 0).
sinal z; € X, em M, como sendo @&rea limitada pelas retasEste fato pode ser explicado, como em [10], pelo fato das
r1 = (u,0) ere = (0,v), parau > 0 ev > 0. superfcies nminimas terem curvatura gaussiar&orpositiva e

Observe que a forma como definimos @&aglo rido pela pelo Teorema de Rauch, [4], que intuitivamente, exprime o fato
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x SNR de uma constel@p 4-PSK na faifia Enneper, para
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Fig. 8. P. x SN R da constelego
8-PSK na farflia Enneper, para
n=0,1,3.

Fig. 9. P. x SN R da constelago
16-PSK na farilia Enneper, para
n=0,1,3.
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de que se as curvaturas gaussianas aumentam os comprimentos

diminuem. Endo para o caso particular doido gaussiano
circular, temos quéeP. diminui com o aumento da déstcia
minima da consteld@p, e esta aumenta com a redocda
curvatura para uma mesma energi&dia da constel@p.
Por essa ram, € que na Fig. 6(b), a re@p equivalente
R{? correspondendo ao sinal, em T, M, paran 1,

€ “maior’do que a re@o em tracejado correspondendo ao
mesmo sinak, emT,, M, paran = 0 (caso euclidiano).

IV. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma proposta de coastai¢
de ardlise de desempenho de sistemas de comubisagtili-
zando a modulap M-PSK cujos sinais pertencentasessas
constelages esio contidos nas supéefes da farflia de su-
perficies minimas Enneper. Este estudo teve como modivac
o fato de que os mergulhos de certos canais discretos
sem menmria, de interesse ftico, ocorrem em supécfes
minimas. Como conse@ucia, mostramos que o desempenho
de tais sistema® melhor do que aqueles tradicionalmente
utilizados em sistemas de comuniéas. Consequentemente,
inserindo no contexto de Teoria das Comunies;esta nova
familia de superfities.
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