
XX SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇ̃OES-SBT’03, 05-08 DE OUTUBRO DE 2003, RIO DE JANEIRO, RJ

Construç̃ao e Ańalise de Desempenho de
Constelaç̃oes de Sinais M-PSK em Superfı́cies

Mı́nimas
Rodrigo Gusm̃ao Cavalcante e Reginaldo Palazzo Jr.

Resumo— Neste trabalho apresentamos uma proposta de
construção e de ańalise de desempenho de sistemas de
comunicaç̃oes utilizando a modulaç̃ao M-PSK cujos sinais est̃ao
contidos em superf́ıcies da faḿılia de superf́ıcies ḿınimas Enne-
per. Este estudo tem como motivaç̃ao o fato de que os mergulhos
de certos canais discretos sem meḿoria, e que s̃ao de interesse
pr ático, ocorrem em superf́ıcies ḿınimas. Como conseqûencia,
mostramos que o desempenho de tais sistemasé melhor do que o
desempenho dos sistemas de comunicações tradicionais utilizando
a modulaç̃ao M-PSK.

Palavras-Chave— Constelaç̃oes de sinais, Superfı́cie Mı́nimas,
Probabilidade de erro e Métricas.

Abstract— In this paper we present a procedure for the con-
struction and the performance analysis of digital communication
systems using M-PSK modulation whose signals are on Enneper´s
minimal surfaces. This study was motivated by the fact that the
embedding of certain discrete memoryless channels of practical
interest occur in minimal surfaces. As a consequence, we show
that the probability of error of such systems is better than that
of the traditional ones, however using the M-PSK modulation.

Keywords— Signal constellations, Minimal surfaces, Error pro-
bability and metrics.

I. I NTRODUÇÃO

Os principais objetivos a serem alcançados na proposta de
novos sistemas de comunicações s̃ao menor complexidade e
melhor desempenho sob o critério da probabilidade de erro
(śımbolo/bit), ou equivalentemente, fixada uma taxa de erro a
relaç̃ao sinal-rúıdo seja menor do que aquela necessária pelos
sistemas conhecidos.

Nesta direç̃ao, iremos considerar cada um dos diagramas
de bloco, Fig. 1 como sendo constituı́do basicamente por
um conjunto de “pontos”Ei, juntamente com uma ḿetrica,
di. Isto torna posśıvel a interpretaç̃ao de cada bloco como
um espaço ḿetrico (Ei, di). Como exemplo, o codificador de
fonte consiste de um conjunto de palavras-código, E1, com
uma dist̂ancia associada,d1, podendo esta ser a distância chi-
quadrada. O codificador de canal tem associado um conjunto
finito de palavras-ćodigo, E2, e em geral a distância de
Hamming,d2. O canal, subentendido o modulador e o canal
propriamente dito, consiste de um conjunto finito de pontos,
E3, com uma dist̂ancia euclidiana,d3, (caso do rúıdo aditivo
gaussiano).É importante ressaltar que os decodificadores e
os demoduladores usam, em geral, as mesmas distâncias (ou
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dist̂ancias similares) associadas aos correspondentes codifica-
dores e moduladores para que não ocorra um descasamento
entre os respectivos pares.
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Fig. 1. Modelo de um sistema de comunicações digitais

O que se busca então, é determinar as caracterı́sticas
geoḿetricas e alǵebricas associadasà cada conjunto de pontos
Ei e, consequentemente, aos correspondentes espaços métricos
bem como as propriedades e condições que deverão ser
satisfeitas pelas transformações que ir̃ao conectar os diferentes
espaços ḿetricos de tal forma que se consiga determinar o
desempenho do sistema de comunicações sob a menor proba-
bilidade de erro, maior taxa de transmissão, menor pot̂encia
de transmiss̃ao, etc.

Geralmente o espaço métrico (E3, d3), consistindo dos
blocos modulador/canal e demodulador,é associado ao
espaço euclidiano com sua métrica usual. Por essa razão é
que, frequentemente, no processo de modulação projetamos
constelaç̃oes de sinais considerando uma estrutura geométrica
euclidiana.

Note que o bloco associado a(E3, d3) pode ser carac-
terizado, e assim o faremos, como um canal discreto sem
meḿoria. Com isso, a motivação principal deste trabalho vem
dos resultados obtidos em [6], onde foram identificados e
analisados uma gama considerável de canais discretos sem
meḿoria e seus mergulhos em superfı́cies orientadas com e
sem bordos. Ainda em [6] foram apresentados canais tais como
o C4[3], o C8[3] e o C16[3], consistindo de 4, 8 e 16 entradas
e sáıdas e 3 transiç̃oes por entrada, tendo a propriedade de
que um de seus mergulhos ocorre em uma superfı́cie ḿınima
(cateńoide) com a seguinte caracterização 2N(4) = 4R4,
2N(8) = 8R4 e 2N(16) = 16R4, respectivamente, onde
2N denota o cateńoide com 4, 8 e 16 regiões quadrangu-
lares. Como as superfı́cies ḿınimas ñao foram consideradas
anteriormente no contexto de Teoria de Comunicações, surge
ent̃ao a necessidade de se propor a construção de constelaç̃oes
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de sinais bem como de realizar a análise de desempenho do
correspondente sistema de comunicações.

Naturalmente surge então a pergunta: Qual o desempenho
das constelaç̃oes de sinais quando a estrutura geométrica
associada ñao é mais a euclidiana? Uma abordagem desse
problema foi feita em [1] e [2] para o caso particular de
constelaç̃oes de sinais em espaços hiperbólicos, e em [9] e [10]
foi analisado o caso das constelações de sinais em variedades
riemannianas, dandôenfase especial̀as superf́ıcies ḿınimas e
aos espaços de curvatura seccional constante.

Neste trabalho concentramos nossos esforços na análise do
espaço ḿetrico (E3, d3) referente aos blocos modulador/canal
e demodulador. Portanto, um dos objetivos deste trabalhoé
construir e analisar o desempenho de constelações de sinais
M-PSK em superfı́cies ḿınimas. Para tanto,́e necesśario
estender os conceitos de probabilidade de erro, energia média
da constelaç̃ao de sinais e de ruı́do para o contexto dessas
superf́ıcies.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. Na Seção
2, apresentamos uma breve revisão dos conceitos sobre su-
perf́ıcies ḿınimas para os propósitos deste trabalho . Na Seção
3, as considerações e os fundamentos para a realização da
construç̃ao das constelações de sinais em superfı́cies ḿınimas
são relacionados. Na Seção 4, a ańalise de desempenho
das constelaç̃oes de sinais 4, 8 e 16-PSK sobre a famı́lia
de superf́ıcies ḿınimas Enneper paran = 1 e n = 3
são comparadas com as correspondentes paran = 0 (caso
euclidiano). Mostramos que o desempenho do sistema de
comunicaç̃oes utilizando a modulação PSK em superfı́cies
mı́nimas da faḿılia Enneperé melhor do que o desempenho
apresentado por esta mesma modulação no caso euclidiano.
Finalmente, na Seção 5, as conclus̃oes s̃ao apresentadas.

A. Preliminares sobre as Superfı́cies Ḿınimas

A Teoria das Superfı́cies Ḿınimas teve sua origem com o
seguinte problema proposto por Lagrange em 1762:Dada uma
curva fechada simples (sem auto-intersecções), determinar a
superf́ıcie deárea ḿınima que tem essa curva como fronteira.
Lagrange apresentou este problema como um exemplo de
um método, por ele desenvolvido, para determinar curvas ou
superf́ıcies que minimizassem certas quantidades, tais como
área, comprimento, energia, etc. Esses métodos constituem o
que hojeé chamado de Ćalculo das Variaç̃oes.

As soluç̃oes do problema de minimização deárea proposto
por Lagrange s̃ao as superfı́cies ḿınimas, que para o caso
particular em que a superfı́cie é descrita porz = f(x, y),
onde f : D ⊂ R2 → R é uma funç̃ao diferencíavel, deve
satisfazer a seguinte equação de Lagrange

(1 + f2
y )fxx − 2fxfyfxy + (1 + f2

x)fyy = 0 , (1)

ondefx = ∂f(x,y)
∂x , fxx = ∂2f(x,y)

∂x2 , ... É importante ressaltar
que as superfı́cies ḿınimas s̃ao apenas pontos crı́ticos da
função área, e ñao podemos garantir, sem impor restrições
extras, que esses pontos crı́ticos sejam ḿınimos absolutos da
área.

Lagrange observou que as funções linearesf(x, y) = ax +
by + c, com a,b,c constantes, representando curvas planares,

são soluç̃oes triviais de (1). Entretanto, Meusnier identificou
a exist̂encia de novos exemplos de superfı́cies ḿınimas tais
como o cateńoide (Fig. 2(a)) e o helićoide (Fig. 2(b)).

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(a) Cateńoide

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(b) Helicóide

Fig. 2. Superf́ıcie ḿınima cateńoide.

Meusnier tamb́em identificou as superfı́cies ḿınimas como
sendo as superfı́cies com curvatura ḿedia nula. Com isso, foi
posśıvel obter uma “interpretação geoḿetrica” para as soluç̃oes
da equaç̃ao de Lagrange. Para um melhor entendimento dessa
interpretaç̃ao geoḿetrica veja por exemplo [3], [5] e [8].

Por outro lado, uma solução completamente satisfatória da
equaç̃ao (1) foi obtida por Weierstrass muitos anos depois.
Para isso, Weierstrass utilizou uma representação integral local
para superfı́cies ḿınimas em doḿınios simplesmente conexos
para verificar que

X(u, v) = Re

{∫ z

z0

1
2

(φ1, φ2, φ3) dζ

}
, z0, z ∈ D, (2)

onde

(φ1, φ2, φ3) =
(
f(ζ)(1− g2(ζ), i(1 + g2(ζ)), 2f(ζ)g(ζ)

)
,

define, a menos de translações noR3, uma superf́ıcie ḿınima
regular parametrizada, localmente restrita a um domı́nio D
simplesmente conexo. Observe que a condição de regularidade
da superf́ıcie é verificada se os zeros def(z) coincidem com
os ṕolos deg(z), tal que a ordem do zero seja igual ao dobro
da ordem do ṕolo.

Uma conseqûencia importante dessa representação é que os
coeficientes da primeira forma fundamental,E = E(u, v),
F = F (u, v) e G = G(u, v), de uma superfı́cie ḿınima s̃ao
dados por

E = G = λ2 =
1
4
|f(z)|2(1 + |g(z)|2)2 e F = 0 . (3)

Um outro resultado importante, proveniente dessa
representaç̃ao, é que a expressão da curvatura gaussiana da
superf́ıcie pode ser expressa por

K(u, v) = −
[

4|g′(z)|
|f(z)|(1 + |g(z)|2)

]2

. (4)

Al ém de permitir obter exemplos de superfı́cies ḿınimas, a
representeç̃ao de Weierstrass desempenha um papel essencial
na investigaç̃ao téorica de tais superfı́cies. Por exemplo, no
contexto da teoria das funções analı́ticas temos o prinćıpio
de Reflex̃ao de Schwarz que aplicado a teoria das superfı́cies
mı́nimas afirma que se uma superfı́cie ḿınima cont́em uma
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reta (respectivamente, uma geodésica plana), então a rotaç̃ao
de π radianos em torno dessa reta (respectivamente, a re-
flexão em relaç̃ao ao plano da geodésica)é uma simetria da
superf́ıcie.

Verificamos que o estudo das simetrias de uma superfı́cie
mı́nima é de grande importância na construção e na ańalise
de desempenho das constelações de sinais em tais su-
perf́ıcies, pois podemos utilizar tais simetrias para garantir a
exist̂encia de estruturas algébricas associadas a certas classes
de constelaç̃oes de sinais e também facilitar os ćalculos
da probabilidade ḿedia de erro e da enérgia ḿedia dessas
constelaç̃oes.

No sentido de estabelecer as simetrias de uma superfı́cie
mı́nima precisamos, de alguma forma, identificar as geodésicas
planas da superfı́cie, ou equivalentemente, distinguir dentre as
geod́esicas da superfı́cie aquelas que são linhas assintóticas ou
linhas de curvatura.

As geod́esicasγ : [a, b] ∈ R → R3 de uma superfı́cie
mı́nimaX(u, v), obtida de (2), s̃ao encontradas como soluções
do seguinte sistema de equações diferenciais parciais de se-
gunda ordem

u′′(t) + [(u′(t))2 − (v′(t))2](λ2)u/2λ2 + u′(t)v′(t)(λ2)v/λ2 = 0,

v′′(t) + [(v′(t))2 − (u′(t))2](λ2)v/2λ2 + u′(t)v′(t)(λ2)u/λ2 = 0.
(5)

O comprimento de arco de uma geodésica γ(t) =
(u′(t), v′(t)) é uma medida de fundamental importância para o
desenvolvimento deste trabalho, pois a partir do comprimento
de arco é posśıvel definir uma medida de distância entre
dois pontos na superfı́cie ḿınima. O comprimento de arco
é calculado por

l =
∫ b

a

√
(u′(t))2λ2 + (v′(t))2λ2 dt . (6)

II. CONSTELAÇÕES DESINAIS EM SUPERF́ICIES M ÍNIMAS

Na construç̃ao das constelações de sinais em superfı́cies
devemos considerar a mesma métrica (ou ḿetricas similares)
em cada um dos blocos do espaço métrico (E3, d3), veja
Fig. 1, com o objetivo de que sejam casadas entre si para
que se obtenha o melhor desempenho possı́vel.

Portanto, seX : D ⊂ R2 → R3 for uma superf́ıcie regular
parametrizada, então X(u, v) induz de maneira natural uma
métrica emD, isto é, sep = (u, v) ∈ D, v1, v2 ∈ TpX,
definimos o produto interno〈v1, v2〉p no pontop como sendo
〈v1, v2〉p = 〈dXp(v1), dXp(v2)〉X(p), onde TpX é o plano
tangenteà superf́ıcie no pontop e dXp(v1) é a diferencial
da aplicaç̃ao X no pontop segundo o vetor v1. Observe que,
nessa situaç̃ao, X passa a ser uma aplicação isoḿetrica de
D em X(D) e que esse espaço bidimensional com métrica
induzida da superfı́cie X(u, v) é uma variedade riemanniana
bidimensionalM com sistema de coordenadas(D, X). Para
um entendimento das variedades riemannianas recomendamos
[4] e [11].

Uma constelaç̃ao de sinais em uma superfı́cie regular pa-
rametrizadaX : D ⊂ R2 → R3 é um conjunto de pontos
bidimensionais da forma

X = {x1 = (u1, v1), . . . , xm = (um, vm))} ⊂ M.

Como neste trabalho trataremos o caso particular em que as
constelaç̃oes de sinais estão definidas em superfı́cies ḿınimas,
ent̃ao devemos utilizar a ḿetrica λ2(u, v), equaç̃ao (3), para
construir e analisar o desempenho de tais constelações de
sinais. Portanto, a medida de distância a ser adotada entre
quaisquer dois pontos emM seŕa dada pela menor distância
geod́esica entre esses pontos emM .

Neste trabalho vamos relacionar a ação do rúıdo, v= (x, y),
em um canal de transmissão como sendo a aplicação de uma
transformaç̃ao que leva um sinal transmitidoxm ∈ M em um
sinal recebidoy ∈ M . Consideraremos que essa transformação
é dada por

y = (y1, y2) = expxm
(v), v = (x, y) ∈ Txm

M, (7)

ondeTxmM é o plano tangente aM no pontoxm e a aplicaç̃ao
expxm

: Txm
M → M é chamada aplicação exponencial.

Geometricamente,expxm
(v) é o ponto deM obtido quando

percorremos um comprimento igual a|v|, a partir dexm, sobre
a única geod́esica que passa porxm com velocidade igual a
v
|v| .

Observe que a maneira como definimos o ruı́do em (7)
requer que a aplicação exponencial esteja definida para todo
v ∈ V ⊂ TxmM , ondeV é um aberto deTxmM . Portanto,
se supormos queV é o espaço amostral de v= (x, y), ent̃ao
podemos caracterizar probabilisticamente o ruı́do a partir da
densidade de probabilidade de v. Dessa forma, a densidade
de probabilidade do sinal recebidoy dado que o sinalxm foi
transmitido,é dada por

pY (y/xm) = pV (v = exp−1
xm

(y))|J | , (8)

onde|J | é o valor absoluto do Jacobiano,J , da transformaç̃ao
das varíaveis aleat́orias dado por

J =




dexp−1
1 (y)

dy1

dexp−1
1 (y)

dy2
dexp−1

2 (y)
dy1

dexp−1
2 (y)

dy2


 . (9)

SejaRm a regĩao de decis̃ao do sinalxm, ou seja, o conjunto
representando todos os pontos que são decididos comoxm.
Ent̃ao, se o sinalxm for transmitido, a probabilidade do
demodulador ñao decidir pelo sinal pertencente aRm, isto
é, decidir erroneamente,é dada por

Pe,m = 1−
∫

Rm

pY (y/xm) du dv . (10)

É importante observar que a probabilidade de erro condi-
cionada ao sinalxm ter sido transmitido, (10), ñao depende
de uma parametrização espećıfica da superfı́cie e que a proba-
bilidade de erróe invariante por isometrias. A probabilidade
de erro ḿedia,Pe, de uma constelação de sinaiśe dada por

Pe =
∑

X
P (xm)Pe,m , (11)

ondeP (xm) é a probabilidade de ocorrência do sinalxm.

A energia ḿedia de uma constelação de sinaisX é definida
como

Et =
∑

X
P (xm)d2(xm, x̄) , (12)
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onded2(xm, x̄) é a dist̂ancia geod́esica ao quadrado entre o
sinal xm e o baricentro da constelação x̄. Sabemos que o
baricentro de uma constelação de sinaiśe o ponto tal que a
energia ḿedia da constelação de sinaiśe ḿınima. Portanto,
para determinar̄x devemos calcular a primeira derivada da
energia ḿedia em relaç̃ao ax, e supor que a mesma seja zero
para x = x̄. Dessa maneira, temos quēx é um ponto que
satisfaz as seguintes equações diferenciais parciais

∂Et

∂u

�����
x=x̄

= 2
X
X

P (xm)d(xm, x̄)
∂d(xm, x)

∂u

�����
x=x̄

= 0,

∂Et

∂v

�����
x=x̄

= 2
X
X

P (xm)d(xm, x̄)
∂d(xm, x)

∂v

�����
x=x̄

= 0.(13)

No sentido de explicitar analiticamente a relação sinal-rúıdo,
definimos a energia ḿedia do rúıdo emM , dado quexm foi
transmitido, como sendo

σ2 =
∫

M

d2(y, xm)pY (y/xm) du dv . (14)

Como mencionado, a densidade de probabilidade do ruı́do
em uma variedadeM est́a associadàa densidade de probabili-
dade de v∈ TxmM . Por exemplo, se v= (x, y) é tal que x e y
são varíaveis aleat́orias gaussianas então o vetor v tamb́em seŕa
gaussiano, poisTxmM é uma transformação linear. Neste caso,
para que a densidade de probabilidade condicional do sinal
recebidoy dadoxm esteja bem definida devemos supor que
a variedade riemannianaM seja completa, istóe, para todo
xm ∈ M a aplicaç̃ao exponencial,expxm

(v), est́a definida
para todo v∈ TxmM .

III. A NÁLISE DE DESEMPENHO DECONSTELAÇÕES

M-PSK EM SUPERF́ICIES M ÍNIMAS

Nesta seç̃ao analisaremos o desempenho das constelações de
sinais do tipo M-PSK em uma famı́lia de superf́ıcies ḿınimas
obtidas da representação de Weiertrass, (2), comf(z) = 1
e g(z) = zn = (u + iv)n, onde n é um ńumero real
não negativo. Chamamos a atenção ao fato de que quando
n = 0 a superf́ıcie ḿınima geradaé o plano euclidiano.
Consequentemente, recaindo no modelo tradicional de análise
de um sistema de comunicações.

A Fig. 3 ilustra a faḿılia de superf́ıcies ḿınimas conhecida
como a faḿılia associadàa superf́ıcie de Enneper, pois para
n = 1 a superf́ıcie ḿınima geradáe a de Enneper (Fig. 3(a)),
cuja parametrizaç̃ao é dada por

X(u, v) = (u− u3

3
+ uv2,−v +

v3

3
− u2v, u2 − v2)/2 , (u, v) ∈ R2.

A escolha desta faḿılia de superf́ıciesé conseqûencia prin-
cipalmente do fato de que todas as geodésicas que partem do
ponto p = (0, 0) são geod́esicas e mais do que isso, que as
rotaç̃oes em torno dep constituem o subgrupo das simetrias
das geod́esicas, consequentemente formando o correspondente
grupo de isometrias. Como os elementos desse grupo podem
ser associados a um conjunto de regiões temos que, se a
cada uma dessas regiões escolhermos um ponto como o

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(a) Superf́ıcie de Enneper,
n = 1

Eixo x

Eixo y

Eixo z

(b) Superf́ıcie de Enneper,
n = 3

Fig. 3. Faḿılia de superf́ıcies ḿınimas de Enneper.

representante da “classe de equivalência”, e mais, que esses
pontos tenham o mesmo valor de comprimento de arco do
ponto p = (0, 0), ent̃ao o conjunto desses pontos forma uma
constelaç̃ao de sinais. Do fato de que as regiões contendo os
pontos representantes da “classe de equivalência”s̃ao congru-
entes segue que a constelação de sinaiśe geometricamente
uniforme do tipo PSK. Chamamos a atenção ao fato de
que a propriedade de congruência de regĩoes ñao é t́ıpica
em superf́ıcies ḿınimas visto que as mesmas não possuem
curvatura gaussiana constante.

Da equaç̃ao (3), os coeficientes da primeira forma funda-
mental dessa faḿılia de superf́ıcies ḿınimas s̃ao dados por

E = G = λ2 =
1
4
(1 + (u2 + v2)n)2 e F = 0 . (15)

A curvatura gaussiana da famı́lia de superf́ıcies ḿınimas
Enneper, decorrente da substituição de (15) em (4),́e dada
por

Kn(u, v) = −16
n2(u2 + v2)n−1

(1 + (u2 + v2)n)2
. (16)

onde explicitamos a dependência deK(u, v) com n.
Note que substituindon = 0 em (16), a curvatura gaussiana

é igual a zero para todos os pontos(u, v) ∈ R2, isto é
conseqûencia do fato j́a mencionado de que a superfı́cie
mı́nima gerada ser o plano euclidiano. Observe que para cada
valor den emKn(u, v) obtemos uma superfı́cie de revoluç̃ao,
portanto na Fig. 4 ilustramos apenas suas geratrizes para
n = 0, 1, 3.

Da equaç̃ao (5), as geod́esicas da faḿılia de superf́ıcies
mı́nimas Enneper são as soluç̃oes do seguinte sistema de
equaç̃oes diferenciais parciais

u′′ + (u2+v2)n−1[2nu((v′)2−(u′)2)+4nu′v′v]
1+(u2+v2)n = 0,

v′′ + (u2+v2)n−1[2nv((u′)2−(v′)2)+4nu′v′u]
1+(u2+v2)n = 0.

(17)

Como mencionado, as retasu(t) = av(t), com a ∈ R,
são geod́esicas das superfı́cies ḿınimas associadas̀a faḿılia
Enneper e, portanto satisfazem (17). No sentido de simplificar
os ćalculos para a determinação da densidade de probabilidade
de v= (x, y), iremos fazer uso desse fato e realizar a mudança
de coordenadas deM para Txm , dada por v= (x, y) =
exp−1

xm
(y) quandoxm = (0, 0), isto é,

x =
u

2

(
1 +

(u2 + v2)n

2n + 1

)
e y =

v

2

(
1 +

(u2 + v2)n

2n + 1

)
.

(18)
Da equaç̃ao (9), segue que o jacobiano da transformação é
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Fig. 5. Geratrizes da densidade
gaussiana da faḿılia Enneper para
n = 0, 1, 3.

dado por

|J | = 1
4

(
1 +

2(n + 1)(u2 + v2)n + (u2 + v2)2n

2n + 1

)
. (19)

Portanto, das equações (18) e (19) podemos calcular a
densidade de probabilidade do sinal recebido com relação ao
ponto (0,0) atrav́es da equaç̃ao (8). Para o caso em que as
variáveis aleat́orias x e y s̃ao gaussianas com médias nulas e
mesma varîancia,σ2, a densidade de probabilidade do sinal
recebido com relaç̃ao ao ponto(0, 0) é dada por

p(y/(0, 0)) =
1

8πσ2
e

−(u2+v2)
8σ2

�
1+

(u2+v2)n

2n+1

�2

(20)

×
�

1 +
2(n + 1)(u2 + v2)n + (u2 + v2)2n

2n + 1

�
.

É importante notar que a densidade explicitada pela equação
(20) é uma gaussiana circular vista do ponto(0, 0) das
superf́ıcies ḿınimas da faḿılia Enneper. Da mesma forma
que Kn(u, v) gera uma superfı́cie de revoluç̃ao para cada
valor de n, a equaç̃ao (20) tamb́em gera uma superfı́cie de
revoluç̃ao. Ent̃ao, a Fig. 5 ilustra as geratrizes dep(y/(0, 0))
paran = 0, 1, 3.

Com esses elementos, estamos prontos para analisar o
desempenho das constelações de sinais do tipo M-PSK nas
superf́ıcies da faḿılia Enneper considerando que o ruı́do seja
gaussiano circular.

Uma constelaç̃ao de sinais M-PSK nas superfı́cies da faḿılia
Enneper consiste do conjunto de pontosX = {x1 = u1 +
jv1, . . . , xm = um + jvm)} dados por

xi = ρejθi , i = 1, 2, . . . , m ,

ondeθi = 2(i − 0.5)π/m, i = 1, 2, . . . , m e ρ é a dist̂ancia
geod́esica, obtido de (6), entre um ponto(u, v) ∈ R2 e a
origem (0,0), dada por

d(u, v) =
√

u2 + v2

2

(
1 +

(u2 + v2)n

2n + 1

)
. (21)

Considere, por exemplo, uma constelação 4-PSK com ener-
gia média igual a 1 no espaço bidimensionalM com ḿetrica
induzida da superfı́cie ḿınima de Enneper. Dessa forma,ρ =
0.91069. Neste caso, a Fig. 6(a) ilustra a região de decis̃ao do
sinal x1 ∈ X , em M , como sendo áarea limitada pelas retas
r1 = (u, 0) e r2 = (0, v), parau > 0 e v > 0.

Observe que a forma como definimos a ação do rúıdo pela
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Fig. 6. Regĩao de decis̃ao do sinalx1 da constelaç̃ao 4-PSK paran = 1.

aplicaç̃ao exponencial permite-nos encontrar uma região de
decis̃ao equivalente ao sinalx1, Req

1 , no plano tangenteTx1M ,
Fig. 6(b), como sendo áarea limitada pelas curvas equivalentes
em TxmM às retasr1 e r2 em M .

Esse conceito de região de decis̃ao equivalentée um ar-
tif ı́cio muito importante, principalmente quando a variedade
M não for de curvatura gaussiana constante, pois o cálculo da
probabilidade de erro de sı́mbolo,Pe,m, emM pode se tornar
um tanto quanto difı́cil.

Sabemos que áunica superf́ıcie ḿınima com curvatura gaus-
siana constantée o plano,Kn(u, v) = 0, e, portanto, a ańalise
de desempenho das constelações de sinais em superfı́cies
mı́nimas, exceto o plano, apresenta grande complexidade.
Entretanto, a curvatura gaussiana de uma superfı́cie ḿınima
é sempre ñao positiva para todos os seus pontos, então pelo
teorema de Hadamard, [4], temos que a aplicação exponencial
é um difeomorfismo global deTpM sobreM . Portanto, para
esse caso particular, uma maneira de obtermosPe,m é integrar
a densidade de probabilidade de v∈ TxmM , que gera o rúıdo
da variedade, sobre uma região de decis̃ao equivalenteReq

m em
TxmM , obtida da regĩao de decis̃aoRm emM . Dessa forma,
temos por um abuso de notação queReq

m = exp−1
xm

(Rm).
A Fig. 7 mostra as curvas da probabilidade de erro versus

a relaç̃ao sinal rúıdo de uma constelação 4-PSK em espaços
bidimensionais com ḿetrica induzida da faḿılia Enneper, para
n = 0, 1, 3. Observe que as constelações paran = 1, 3
possuem desempenhos superiores aos da constelação 4-PSK
no plano euclidiano (n = 0). Esse fato pode ser melhor
entendido quando observamos a Fig. 6(b), pois a região de
decis̃ao equivalente,Req

1 , cont́em a regĩao de um mesmo sinal
4-PSK quando a superfı́cie é o plano.

Da mesma forma que a constelação 4-PSK, as constelações
8-PSK e 16-PSK apresentam desempenhos superiores nos
espaços bidimensionais paran = 1, 3, quando comparados
àqueles das constelações bidimensionais 8-PSK e 16-PSK para
n = 0. As Figs. 8 e 9 ilustram tal afirmação.

Como podemos observar, existe um ganho de desempenho,
em termos da probabilidade média de erro, das constelações
M-PSK na faḿılia Enneper (n > 0) quando comparadas
com as constelações M-PSK no espaço euclidiano (n = 0).
Este fato pode ser explicado, como em [10], pelo fato das
superf́ıcies ḿınimas terem curvatura gaussiana não positiva e
pelo Teorema de Rauch, [4], que intuitivamente, exprime o fato
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Fig. 7. Pe × SNR de uma constelação 4-PSK na faḿılia Enneper, para
n = 0, 1, 3.
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Fig. 8. Pe×SNR da constelaç̃ao
8-PSK na faḿılia Enneper, para
n = 0, 1, 3.
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Fig. 9. Pe×SNR da constelaç̃ao
16-PSK na faḿılia Enneper, para
n = 0, 1, 3.

de que se as curvaturas gaussianas aumentam os comprimentos
diminuem. Ent̃ao para o caso particular do ruı́do gaussiano
circular, temos quePe diminui com o aumento da distância
mı́nima da constelação, e esta aumenta com a redução da
curvatura para uma mesma energia média da constelação.
Por essa raz̃ao, é que na Fig. 6(b), a região equivalente
Req

1 correspondendo ao sinalx1 em Tx1M , para n = 1,
é “maior”do que a região em tracejado correspondendo ao
mesmo sinalx1 em Tx1M , paran = 0 (caso euclidiano).

IV. CONCLUSÕES

Neste trabalho apresentamos uma proposta de construção e
de ańalise de desempenho de sistemas de comunicações utili-
zando a modulaç̃ao M -PSK cujos sinais pertencentesà essas
constelaç̃oes est̃ao contidos nas superfı́cies da faḿılia de su-
perf́ıcies ḿınimas Enneper. Este estudo teve como motivação
o fato de que os mergulhos de certos canais discretos
sem meḿoria, de interesse prático, ocorrem em superfı́cies
mı́nimas. Como consequência, mostramos que o desempenho
de tais sistemaśe melhor do que aqueles tradicionalmente
utilizados em sistemas de comunicações. Consequentemente,
inserindo no contexto de Teoria das Comunicações esta nova
faḿılia de superf́ıcies.
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