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Um Novo Método para o Calculo da Probabilidade
de Erro de Bit de Esquemas de Modulagcédo Sujeitos
ao Desvanecimento Rayleigh

Waslon Terllizzie A. Lopes, Francisco Madeiro e Marcelo S. Alencar

Resumo— Neste artigo é apresentado um método para obten-
¢do de expressdes exatas para a probabilidade de erro de bit
(BEP) de esquemas de modulagdo sujeitos ao desvanecimento
Rayleigh. Nesse método o canal com desvanecimento Rayleigh
€ visto como um canal sujeito a um ruido aditivo, sendo este
ruido modelado como a razdo entre uma variavel aleatoria (v.a.)
Gaussiana e uma v.a. com distribuicdo Rayleigh. O método
consiste em usar a fungdo cumulativa de probabilidade desse
ruido aditivo para obter expressdes fechadas para a BEP. Como
exemplo de utilizagdo do método proposto, é obtida uma nova
expressao para a BEP do esquema 16-QAM. S&o apresentados
resultados de simulagdo que corroboram a expressdo obtida.

Palavras-Chave— Comunicagdes moveis, canal com desvaneci-
mento Rayleigh, probabilidade de erro de bit, QAM.

Abstract— This paper presents a method for obtaining exact
expressions for the bit error probability (BEP) of modulation
schemes subject to Rayleigh fading. In this method the channel is
seen as an additive channel where the additive noise is modeled
as the ratio between a Gaussian randon variable (r.v.) and a
Rayleigh r.v. The method consists on using the cumulative density
function of this additive noise to obtain closed-form expressions
for the BEP. As an example of the proposed method, a new
expression for BEP of 16-QAM scheme is obtained. Simulation
results corroborate the obtained expression.

Keywords— Mobile communications, Rayleigh fading channel,
bit error probability, QAM.

I. INTRODUGAO

O aumento do trafego multimidia em sistemas de
comunicagdes sem fio leva a uma necessidade crescente de
largura de faixa. Técnicas de modulacdo espectralmente efi-
cientes, tais como QAM (quadrature amplitude modulation),
constituem alternativas adequadas para alcancar elevadas taxas
de transmissdo sem aumentar a largura de faixa de sistemas
de comunicacdes.

Trabalhos relatados na literatura tém sido desenvolvidos no
sentido de avaliar o desempenho do esquema de modulacdo
QAM em termos de probabilidade de erro de bit (BEP —
bit error probability), no contexto de transmissdo por um
canal com desvanecimento Rayleigh, podendo ser citadas as
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contribuicBes de Fortune et al. [1], [2], Shayesteh e Agha-
mohammadi [3] e Vitthaladevuni e Alouini [4]. Em [1], a
expressdo para a probabilidade de erro de bit de 16-QAM
e 64-QAM envolve o céalculo de uma integral definida, cujo
integrando é o produto da fungdo-Q e uma fungdo exponencial.
Em [3], os autores usam o fato de que um sinal recebido
em um canal com desvanecimento € sujeito a uma distor¢cdo
multiplicativa (DM) e ao ruido aditivo usual — assim, apos
uma compensacdo de DM, o sinal que se apresenta ao detetor
pode ser visto como um sinal que apresenta um @nico termo de
distor¢do aditiva, que compreende os efeitos do ruido aditivo
original, da DM, e do erro na compensacdo de DM. Em [3],
a funcdo densidade de probabilidade desse termo de distor¢ao
aditiva & obtida e usada para determinar a probabilidade de
erro de esquemas de modulacdo. Uma expressdo fechada para
a BEP do esquema 16-QAM é apresentada em [3]. Baseando-
se em [5], Vitthaladevuni e Alouini apresentaram em [4]
expressdes genéricas para BEP de constelagBes hierarquicas
4/M-QAM.

Em [6], o0 método de Craig [7] é estendido para determinar
a probabilidade de erro de simbolo de esquemas M -arios
bidimensionais em canais com desvanecimento — Dong et
al. determinaram em [6] a probabilidade de erro de simbolo
média, exata, para 16-star-QAM para um canal com desvane-
cimento.

Em um artigo recente [8], os autores mostraram que 0
canal com desvanecimento Rayleigh pode ser visto como um
canal sujeito a um ruido aditivo. Esse ruido & modelado como
a razdo entre uma variavel aleatoria (v.a.) gaussiana e uma
v.a. Rayleigh. A funcdo cumulativa de probabilidade (FCP)
desse ruido aditivo foi obtida em [8]. No presente trabalho, é
apresentado um método para obter expressdes fechadas para
a BEP de esquemas de modulagdo em canais com desvaneci-
mento Rayleigh. O método consiste em usar a FCP desse ruido
aditivo. Como exemplo de aplicacdo do método proposto, no
presente artigo é obtida uma nova expressao, exata, fechada,
para a BEP do esquema 16-QAM.

Il. PRELIMINARES

Considere o sistema de comunicac¢des sem fio ilustrado na
Fig. 1.

Admitindo que o canal de comunicacdes é afetado pelo des-
vanecimento lento ndo-seletivo em freqiiéncia, o sinal recebido
r.(t) pode ser expresso como

re(t) = aeI?s(t) + 2(t), 0<t<T, 1)
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Fig. 1. Modelo do sistema utilizado.

em que s(t) representa o sinal transmitido, « denota a amplitu-
de do desvanecimento, ¢ representa o desvio de fase devido ao
canal, z(t) denota o ruido aditivo gaussiano branco (AWGN,
additive white Gaussian noise) e 7' corresponde ao intervalo
de sinalizacdo. Usando a representacdo em passa-baixas, r.(t),
s(t) e z(t) sao processos estocasticos complexos. Além disso,
a condicdo de desvanecimento lento implica que o pardmetro
multiplicativo pode ser considerado constante pelo menos
durante um intervalo de sinalizacdo.

A amplitude do desvanecimento o« &€ modelada por uma va-
riavel aleatoria (v.a.) do tipo Rayleigh, cuja fun¢do densidade
de probabilidade (fdp) é dada por

(), @)
em que wu(-) representa a funcdo degrau unitario. O ruido
aditivo z(¢) & um processo estocastico complexo com média
nula e densidade espectral de poténcia Ny/2 em suas parte
real e imaginaria. Considere, sem perda da generalidade, o
desvanecimento normalizado, isto é, E[a?] = 1, em que E[-]
€ o operador valor esperado.

Supondo que o desvanecimento que afeta o canal é suficien-
temente lento, o desvio de fase ¢ pode ser estimado sem erro a
partir do sinal recebido. Neste caso, o receptor pode compensar
o0 desvio de fase provocado pelo canal (multiplicacdo de r.(t)
por e/?). Entdo, o sinal recebido resultante r(¢) pode ser
eXpresso como

r(t) =ro(t) - €? = as(t) + z(t) - ?
= as(t) + n(t).

E importante notar que o ruido aditivo 7(t) = z(t) - €7¢ &
também um processo estocastico complexo com média nula
e densidade espectral de poténcia Ny/2 em suas parte real e
imaginaria.. Isto ocorre porque a distribuicao de probabilidade
bidimensional px(n) ndo é afetada pela compensacdo de fase,
visto que esta distribuicdo & esfericamente simétrica [9, pp.
247].

A partir de agora, sera adotada notacdo da representacao
vetorial dos sinais. Nesta representacdo, cada sinal s(t) é
completamente determinado por um vetor s cujas componen-
tes representam a decomposicdo do sinal em um conjunto de
fungdes ortonormais escolhida convenientemente [9].

pala) =2ae”

©)

O critério de maxima probabilidade a posteriori [10] es-
tabelece que o detetor 6timo, a partir da observacao de r,
seleciona § = s como o sinal recebido quando a funcdo de
decisdo

P(si)pr(rls=s;), i=0,1,2, ...M—1,

& maxima para i = k, em que M denota o nimero de simbolos
da constelacdo.

Baseando-se no critério de méaxima probabilidade a pos-
teriori e considerando que os simbolos da constelagdo sdo
equiprovaveis, o receptor pode utilizar duas estratégias dife-
rentes para determinar o simbolo transmitido mais provavel a
partir da observacdo ruidosa r: 1) Amplificar o sinal recebido
para normalizar o ganho do canal, de modo que as regides
de decisdo no receptor correspondam as regides de decisao da
constelacdo dos sinais transmitidos; e 2) Usar o ganho do canal
para amplificar a constelacdo dos sinais e determinar as regides
de decisao do receptor. De acordo com estas estratégias, dois
detetores podem ser definidos [8]:

o Detetor | (DI): Compara r» com todos os simbolos
da constelagdo (multiplicados por «) e escolhe como
simbolo recebido o mais proximo a r, isto &, o simbolo
que minimiza a métrica |r — as;|;

« Detetor Il (DIl): Compara 7/« com todos os simbolos
da constelagdo e escolhe como simbolo recebido o mais
proximo a r/«, isto &, escolhe como simbolo recebido
aquele que minimiza a métrica |r/a — s,

No que diz respeito a complexidade, mostrou-se em [8] que

o detetor DIl constitui uma alternativa mais interessante, visto
que requer um ndmero de operagBes inferior ao requerido
pelo detetor DI. Mostrou-se também que, em se tratando
do detetor DII, o canal com desvanecimento Rayleigh, ap6s
a compensacdo do desvanecimento (divisdo de = por «),
funciona como um canal sujeito a ruido aditivo — esse ruido
& modelado como a razdo entre uma variavel aleatoria (v.a.)
gaussiana e uma v.a. com distribuicdo Rayleigh. No presente
artigo, a funcdo cumulativa de probabilidade da v.a. referente
a esse ruido aditivo (que corresponde a 1/«), obtida em [8],
& usada na determinacdo de uma nova expressdo para a
probabilidade de erro de bit do esquema 16-QAM em um
canal com desvanecimeto Rayleigh.

O restante do artigo encontra-se organizado de acordo
com as secBes a seguir. A Secdo Il aborda o esquema de
modulagdo em que se utiliza o detetor DIl e, para manter
0 artigo auto-contido, o obtencdo da FCP correspondente
a4 v.ia. que modela o ruido aditivo n/a é revisitada. Na
Sec¢do IV & obtida uma expressao para probabilidade de erro
de bit (BEP), considerando um canal com desvanecimento
Rayleigh, do esquema 16-QAM. Na Secdo V sdo apresentados
0s comentérios finais do trabalho.

I1l. DEMODULAGCAO EM UM CANAL COM
DESVANECIMENTO RAYLEIGH

Nesta secdo & abordada a demodulagdo considerando o
detetor DII, cuja regra de decisdo é

i=0,1,2,-,M—1. (4)

~ .| r
S = argmln‘— — 8;
Sq «
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Neste esquema, apbs a compensacdo do desvanecimento
(divisdo de r por «), o canal pode ser interpretado como um
canal sujeito a ruido aditivo porque

8§ = argmin
8i

as+n
@

=argmin|s+m —s;
s

)

em que m = n/« é o ruido aditivo, que & modelado como uma
v.a. correspondente ao quociente entre entre uma v.a gaussiana
e uma v.a. com distribuicdo Rayleigh.

A. A fdp e a FCP do Ruido m

Esta secdo apresenta a funcdo densidade de probabilidade
(fdp) e a fungdo cumulativa de probabilidade (FCP) da variavel
aleatoria (v.a.) obtida pela raz8o entre uma v.a. gaussiana e
uma v.a. Rayleigh. Essa v.a. pode ser expressa como M =
N/A, em que N denota um processo aleatorio gaussiano com
média zero e varidncia Ny /2 por dimensdo, ou seja,

1
vV 7TNO
Por sua vez, A & uma v.a. real com distribuicdo de Rayleigh
dada pela Equacdo (2).

Sob essas condicOes, a fdp de M é dada por [11]

e~ /No._ (6)

pNn(n) =

pm(m) = /OO la|pn a(ma, a)da, 7

—0o0

em que pya(n, «) & a probabilidade conjunta de N e A dada
por

oze_(“2+”2/N0)u(a). (8)

2
pNA(nv Oé) - \/77—]\[0
Desta forma, a fdp de M & dada por

pM(m)Z/OOOa =

7TNO

ae—(a2+7rb2a2/N0)da

o Ve ©)
_ / 02e—a*(14m2/No) 4,
7TNO 0
Usando o fato de que [12, pp. 1030]
/ 22" dx = ﬁ, (10)
0 4
pode-se mostrar que
T ety L VT
/0 e dm—p3/2 1 (11)
Entdo, a Equacdo (9) pode ser escrita como
2 1 N
PMm (m) = . ) 3/2 T
VaNg (m?2/Ny+1) 4
| N (12)
0

= NG
Finalmente, a FCP de M, Py (m), & obtida integrando a
expressdo anterior, usando [13, Equacdo 2.264]. Assim, a FCP
de M é dada por

Praton) = [ paatorae = 5 (=1

- () @

O método proposto no presente trabalho para obter ex-
pressGes fechadas para a probabilidade de erro de bit de
esquemas de modulagdo sujeitos ao desvanecimento Rayleigh
consiste em usar a FCP de M.

IV. BEP PARA 0 SISTEMA 16-QAM EM UM CANAL COM
DESVANCIMENTO RAYLEIGH

No sistema 16-QAM, a informacdao a ser transmitida é
mapeada em simbolos com 4 bits e cada simbolo é usado para
definir uma Gnica amplitude e uma GUnica fase da portadora. A
duracdo de cada simbolo determina a largura de faixa do sinal
16-QAM. A Fig. 2 ilustra uma constelagdo com 16 niveis em
que cada ponto corresponde a um simbolo 16-QAM.

Os simbolos da constelagdo 16-QAM podem ser vistos
como dois sinais AM (cada um com quatro niveis) que sao
transmitidos em fase e em quadratura na mesma portadora [1],
[2], [10], [14]. Cada uma das portadoras AM é transmitida
com uma amplitude do conjunto (—3d, —d, d, 3d), sendo
d a distdncia entre os simbolos apresentada na Fig. 2. Um
codigo Gray de 2 bits é usado para associar cada par de bits
a uma amplitude da portadora AM. Os bits 11, 10, 00 e 01
s8o associados aos niveis —3d, —d, d e 3d, respectivamente.
Os simbolos 16-QAM sdo obtidos a partir do entrelacamento
dos bits em quadratura e em fase. Um simbolo 16-QAM
apresenta a forma (i1q1i2g2), em que iyio representa os bits
correspondentes a componente em fase e ¢1¢o representa os
bits correspondentes a componente em quadratura [2].

I

: Q :

q (1011) | (1001) (0001) | (0011)

2 . ! ° +3d e . [
(1010) ! (1000)  (0000) ' (0010)
-3d E —d d E 3d |
(1110) | (1100) (01000 |  (0110)

' e P

1111 | (1101 (0101) | (0111)

q2 ° ! ° +-3d e ! °

Fig. 2. Constelagdo 16-QAM.

A demodulagao QAM é realizada recuperando independen-
temente as componentes @ e I usando as respectivas fronteiras
de decisdo ilustradas na Fig. 2 [1], [2], a qual também mostra
as regides em que os bits assumem valores unitarios, e.g.,
g2 = 1 para Q@ < —2d ou Q > 2d. A Fig. 2 também revela
que em metade do tempo os bits i; e g; tém uma distancia de
protecdo de ruido d de suas respectivas fronteiras de decisdo,
enquanto que na outra metade do tempo esta distdncia é
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3d. Os hits i e ¢o estdo sempre a uma distdncia d das
suas respectivas fronteiras de decisdo, estando, portanto, mais
propensos a erros quando comparados a i1 € ¢;. Devido a essa
propriedade, o esquema 16-QAM pode ser considerado como
a combinacdo de dois subcanais com diferentes integridades,
denominados subcanais classe 1 e classe 2 (C1 e C2). O
processo de demodulacdo referente ao subcanal C1 é descrito
analiticamente como segue [1], [2]:

entdo
entdo

se I,Q >0,
se I1,Q <0,

ilaql = 0)

. (14)
i,q1 = 1.

Levando em consideracdo as fronteiras de decisdo para o
terceiro e o quarto bits, i e g2, conforme mostrado na Fig. 2,
tem-se:

se I,QQ>2d, entdo is,qo =1,
se —2d<I,Q<2d, entdo is,qo =0, (15)
se I,Q < —2d, entdo ig,q2 = 1.

Sem perda da generalidade, a probabilidade de erro de bit
pode ser calculada considerando a transmissdo independente
das componentes em fase e em quadratura (I e Q) apresenta-
das na Fig. 3. Logo, a probabilidade de erro de bit do esquema
16-QAM pode ser expressa como

P(E|11)+P(E[10)+P(E|00)+P(E|01)
4 i

Pigoam = (16)
em que P(E|b1by) representa a probabilidade de erro de bit
dado que os bits b;bo foram transmitidos. A partir da simetria
apresentada na Fig. 3, conclui-se que P(E|11) = P(E|01) e
P(E|10) = P(E|00). Desta forma, a Equac&o (16) ser reduz a

P(E|11) + P(E|10)

Piggam = 5 . (17)
-3d —d d 3d louQ
(11 (20) (00) (01

Fig. 3. Componentes da constelagdo 16-QAM.

A probabilidade de erro de bit P(E|11) pode ser calculada
como

P(B[11) = £ PO0OJ11) + 2 P(00]11) + L P(O1[11), (1)

em que P(cica|bibe) representa a probabilidade de recepcao
dos bits ¢;co dado que o0s bits b5, foram transmitidos.

A partir da Fig. 3 pode-se escrever P(E|11) em termos de
probabilidades relacionadas a variavel m, ou seja,

1

P(E[11) ==P

—~

2
d<m < 3d)+ -P(3d <m < 5d)
? (19)
P(m > 5d).

N~

2
=+

Usando a Equacado (13), tem-se:

reenn =3 [ (e +)

3d
d

+ 2|1 UL
2 (2 \VmZ+ N,

5d
Bd]

5d

111 m

3|2 (Fu%“)

[1_ d _ 3d
Vd?2 + Ny V9d?2 + Ny

5d
iy
V25d?% + NJ

De forma analoga,

d 1 3d
2+ Ny, 4982 FN,

Substituindo as Equagdes (20) e (21) na Equagdo (17), a
probabilidade de erro de bit para a constelagdo 16-QAM pode
Ser expressa como

(21)

3 1

P 1 3 d 1 3d
16-QAM — 2 8/dZ + Ny 4./9d? + Ny (22)
1 5d
Fo—
81/25d? + Ny

A partir da Fig. 2, observa-se que a energia média por
simbolo da constelagdo, Eg, & dada por
Es = 10d°. (23)

Como no esquema 16-QAM cada conjunto de 4 bits é

mapeado em um simbolo da constelacdo, a energia por bit
E, é dada por

Ey = 2,5d°. (24)

Substituindo a Equacdo (24) na Equacdo (22), obtém-se a
expressdo final para a BEP do sistema de modulag¢do 16-QAM
em funcdo da relacdo sinal-ruido E;/N,, dada por

p _ 1 B § 0,4E/No
1AM = 5 T 8\ 0,4E,/Ny + 1
B l 3,6E,/No n l 10E, /Ny
4 3,6Eb/N()+1 8 10Eb/N(]+1.

Convém ressaltar que a abordagem apresentada neste traba-
lho para a obtencdo da BEP para 16-QAM difere da aborda-
gem apresentada em [3] na qual o canal com desvanecimento
também é visto com um canal sujeito a um tipo ruido aditivo
que incorpora os efeitos do desvanecimento Rayleigh e do
ruido aditivo original. A expressdo obtida por Shayesteh e

(25)
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Aghamohammadi [3] & dada por

0,4E,/No
0,4E,/No + 1

0,4F/No
0,4Eb/N0 +1

(26)

3,6E,/No + 1

Observa-se que a expressdo obtida no presente trabalho
& mais compacta que a apresentada em [3]. Além disso,
a Expressdo (25) ndo contém funcgBes trancendentais (como
tan~!), que ocorrem na Expressdo (26).

A Fig. 4 apresenta o grafico da probabilidade de erro do
sistema 16-QAM em funcdo da relagdo sinal-ruido E;, /Ny em
dB. Observa-se que os resultados de simulacdo corroboram
tanto a expressdo (25) quanto a expressdo obtida por Shayesteh
e Aghamohammadi.

10°
Analitico
Simulagdo =
Shayesteh (1995) o
= 107t f
53}
[}
©
e
i
38 -2
o 1072 F
=}
©
h=]
3
[
Q
°
o 107
1074 L L L L L
0 5 10 15 20 25 30
Ep/No (dB)
Fig. 4. Probabilidade de erro de bit para a constelagdo 16-QAM em um

canal com desvanecimento Rayleigh em func¢do da relagdo sinal-ruido por bit
(Ev/No).

V. CONCLUSAO

Este artigo apresentou um método conveniente para obter a
probabilidade de erro de bit (BEP) de esquemas de modulacdo
em um canal com desvanecimento Rayleigh, o qual é visto
como um canal sujeito a ruido aditivo, que é modelado como a
razao entre uma v.a. gaussiana e uma v.a. Rayleigh. O método
consiste em usar a fun¢do cumulativa de probabilidade (FCP)
do ruido aditivo para obter expressdes exatas para a BEP.
No presente trabalho, esse método foi usado para obter uma
expressdo nova, fechada, exata, para a BEP do esquema 16-
QAM sujeito ao desvanecimento Rayleigh. A expressao obtida
foi corroborada por resultados de simulacdo de Monte Carlo.

Em trabalhos futuros, pretende-se utilizar o método pro-
posto para obter a BEP de outros esquemas de modulacdo,
considerando constelagcBes com outras dimensGes.
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