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Resumo - Este artigo apresenta uma andlise das
propriedades da superficie de desempenho do pro-
blema de estimacao linear que utiliza o kurto-
sis do erro de estimagao como fungao custo. A
analise concentra-se na forma modificada da funcao
custo, a qual é empregada na implementagao do al-
goritmo adaptativo Least Mean Kurtosis (LMK).
E mostrado como as modificagoes introduzidas
na funcao custo para viabilizar a implementagao
pratica do algoritmo alteram as propriedades da
superficie de desempenho. Essas alteragoes levam
a uma superficie convexa mesmo para sinais de
entrada gaussianos. A expressao analitica da su-
perficie de desempenho é determinada como fungao
das propriedades estatisticas dos sinais envolvi-
dos. E demonstrado que essa superficie é uni-
modal e que o ponto de minimo corresponde exata-
mente a solugao de Wiener da superficie do erro
médio quadratico. Um estudo comparativo entre
o erro médio quadratico e a fungao custo baseada
no kurtosis mostra porque o algoritmo LMK con-
verge mais rapidamente do que o algoritmo Least
Mean Square (LMS) durante a fase de aprendizado,
tornando-se mais lento préximo ao regime perma-
nente.

I. INTRODUCAO

Estimacao linear tem um papel de grande importancia
em varios problemas de processamento e controle adapta-
tivos [1], [2], [3]. O projeto otimizado de sistemas adapta-
tivos de estimacdo requer um conhecimento detalhado do
problema tedrico e das propriedades do algoritmo adapta-
tivo empregado. Este conhecimento é obtido através da
andlise do comportamento do sistema, geralmente com a
derivacao de modelos analiticos que possam prever com
boa exatiddao o comportamento do algoritmo adaptativo
quando aplicado ao sistema.

O estudo do comportamento de um algoritmo adaptativo
inclui a previsao da trajetdria de seus coeficientes, durante
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a fase de aprendizado e em regime permanente, na busca
por um ponto estaciondrio da superficie de desempenho do
problema de estimacéo linear. A eficiéncia do algoritmo é
avaliada, por exemplo, através da comparacao do seu de-
sempenho em regime permanente com as propriedades dos
pontos estacionarios da superficie de desempenho. Assim,
o conhecimento das propriedades da superficie de desem-
penho é necessario para uma avaliacdo do desempenho de
um algoritmo adaptativo, assim como para a comparacao
dos desempenhos de diferentes algoritmos na solugdo de um
mesmo problema de estimacao linear.

A superficie de desempenho mais empregada em pro-
blemas de estimacao linear é a do erro médio quadratico
(EMQ). Em geral, o EMQ apresenta uma dependéncia de
segunda ordem em relacdo aos coeficientes do filtro adap-
tativo, tem um Unico minimo global, e é matematicamente
tratavel. Estudos recentes, entretanto, tém mostrado que
fungdes objetivo baseadas em momentos de ordem supe-
rior a dois do erro de estimacao podem apresentar carac-
teristicas que levam a um desempenho superior de algo-
ritmos adaptativos, quando comparado ao desempenho de
algoritmos baseados no EMQ. Uma dessas funcoes objetivo
é baseada no kurtosis do erro de estimacdo [2]. O algoritmo
adaptativo resultante da utilizacao dessa superficie de de-
sempenho é denominado Least Mean Kurtosis, ou LMK [8§],
[7].

O algoritmo LMK minimiza uma aproximagao para o
negativo do kurtosis (cumulante de quarta ordem) do erro
de estimacdo. O LMK é um membro da familia dos algo-
ritmos do gradiente estocastico [8], [9]. A motivacdo ini-
cial para a utilizacao do kurtosis veio da propriedade dos
cumulantes de ordem superior a dois, os quais sdo nulos
para processos gaussianos de média zero. Como os ruidos
de medicdo em uma grande quantidade de aplicagoes ten-
dem a processos gaussianos, estimacoes baseadas no kurto-
sis nao sao afetadas pelo ruido de medicao [11]. No caso de
filtragem adaptativa, no entanto, aspectos praticos de im-
plementacao forcam a aproximacao do kurtosis, que pode
ser recursiva [8] ou néo recursiva [7]. Essas aproximagoes,
a0 mesmo tempo que fazem com que a superficie de desem-
penho desvie da funcao kurtosis, levam a um desempenho
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z(n) W y(n) 1+ e(n)

Fig. 1. O problema de estimagdo linear

do algoritmo LMK que pode superar o de algoritmos basea-
dos no EMQ mesmo para sinais gaussianos [7]. Resultados
prévios mostram que o algoritmo LMK pode apresentar
desempenho melhor que o algoritmo Least Mean Square
(LMS) para ruidos de medigao com diversas distribuigoes,
inclusive a gaussiana [7], [8], [11]. Além disso, a complexi-
dade computacional dos dois algoritmos é bastante similar
para filtros adaptativos de alta ordem. Assim, o estudo do
comportamento do algoritmo LMK tem despertado inte-
resse recente na literatura.

A referéncia [7] apresentou uma andlise estatistica do
comportamento do algoritmo LMK para sinais de entrada
gaussianos e para ruidos de medicdo com funcdes den-
sidade de probabilidade pares, mas nao necessariamente
gaussianas. O modelo analitico apresentado em [7] é ca-
paz de prever com bastante exatidao o comportamento do
algoritmo, tanto durante a fase de aprendizado quanto em
regime permanente. Entretanto, a completa avaliacdo das
propriedades do algoritmo dependem do conhecimento das
caracteristicas da superficie de desempenho utilizada no
processo de estimacao linear.

Este artigo estuda as propriedades da superficie deter-
minada pelo kurtosis e da superficie correspondente ao al-
goritmo LMK realmente implementado. A expressio geral
da superficie de desempenho mostra claramente a sua de-
pendéncia em relacdo as propriedades estatisticas do sinal
de entrada e do ruido de medi¢ao. Os pontos estacionarios
da superficie de desempenho sdo determinados. A anélise
do Hessiano dessa superficie mostra que existe apenas um
minimo global, e que esse minimo corresponde exatamente
ao ponto de minimo da superficie de desempenho do erro
médio quadratico. O estudo das propriedades dessa su-
perficie de desempenho permite explicar porque o algo-
ritmo LMK tem uma convergéncia mais réapida do que o
algoritmo LMS no inicio da adaptacio, mas torna-se mais
lento préximo ao regime permanente.

II. DEFINIGAO DO PROBLEMA

O diagrama da Fig. 1 mostra o problema de estimacao
linear estudado, sendo:

o z(n): sinal de entrada, estacionario, gaussiano, de média
zero e variancia o2;

e d(n): sinal desejado;

e y(n): saida do filtro;

o e(n): erro de estimagao;

o W = [wy,ws,...,wy]T: vetor de coeficientes do filtro li-
near a ser otimizado;

Na andlise que segue, assume-se que o sinal desejado d(n)
pode ser modelado como

d(n) = W° X(n) + z(n) (1)
onde W0 = [w?, wY, ...,wq]T é um vetor constante, X (n) =

[z(n),z(n—1),...,2(n—N+1)]T é o vetor de observacoes do
sinal de entrada e z(n) é um ruido aditivo representando
o ruido de medicao e os erros de modelagem de d(n) =
WOTX(n). O ruido z(n) é assumido estacionario, branco,
nao necessariamente gaussiano, mas com funcao densidade
de probabilidade par (f.(z) = f.(—z)). Assume-se também
que z(n) é estatisticamente independente de x(n).

III. SUPERFICIE DE DESEMPENHO

Como o erro de estimagao serd de média zero, o seu kur-
tosis é dado por

Cumafe(n)] = E[e* (n)] - 3E[* ()] (2)

onde C'umy significa cumulante de quarta ordem. A fun¢ao
custo Jiux empregada no algoritmo LMK é definida como
o negativo do cumulante de quarta ordem [8], [11]. Assim,

Jux = 3E%[e?(n)] — Ele* (n))] (3)

O gradiente de J,ux em relacdo ao vetor de coeficientes
W é dado por

0J,
VJLMK — LMK
e oE_omiy
e’(n e*(n
= 6E[e? —
6E[e*(n)]—4; ST
Seguindo a metodologia de geracdo de algoritmos de
2
gradiente estocdstico, aproxima-se as derivadas % e
%;V(")] em (4) pelas derivadas dos valores instantaneos

e?(n) e e*(n). Assim, obtém-se uma expressdo aproximada
para o gradiente da superficie de desempenho na n-ésima
iteracao:

R e2(n e*(n
Vi (n) = 6E[€2 (n)] 68{/([/ ) B 88‘/5/)
= |6E[e2(n)]2¢(n) 3;;3’ —4e’(n) 8553)] ?

—4{3E[62(n)]e(n) - 63(n)}X(n)

Na implementa¢do em tempo real da expressao (5),
E[e*(n)] deve ainda ser substituido por uma expressdo
dependente apenas de valores instantaneos das variaveis.
Uma possivel solugdo é estimar E[e?(n)] usando a equagio
recursiva [8]

Ele*(n)] = BE[*(n — )] +€*(n), 0< B <1 (6)
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Outra possibilidade [7] é substituir (6) por sua solucao

n

El[e*(n)] = ZBiGQ(n —1),

i=0

Uma boa aproximagao para 3 suficientemente pequeno e
que leva a uma reduzida complexidade de implementacao
é obtida utilizando-se os trés primeiros termos de (7):

E[e*(n)] = €*(n) + Be*(n — 1) + B%e*(n —2)  (8)

Substituindo (8) em (5) resulta finalmente uma aprox-
imacdo instantanea para o gradiente da superficie de de-
sempenho:

Vi (n) = —8€e3(n)X (n) — 128e>(n — 1)e(n) X (n)

—12B3%*(n — 2)e(n) X (n) ®)
onde a notacao Joué usada para identificar a expressao
da superficie de desempenho modificada. A partir de (9)
pode-se obter uma expressao para Jinic.

Da Fig. 1 tem-se que e(n) = d(n) — XT(n)W. Assim,
de(n)/OW = —X(n) e (9) pode ser escrita como

Vo (n) = 8¢3(n) a;(W”)
12B3e*(n — 1)e(n) 85{(;) (10)
de(n)

123%€*(n — 2)e(n)

ow

Integrando (10) e substituindo e%(n) e e*(n) por seus
valores esperados, obtém-se:

June = 2E[e* (n)] + 68E[e” (n — 1) Ele? (n)]

2 2 2 (11)
+65°Ele”(n — 2)]Ele” (n)]

Para z(n) e z(n) estaciondrios, e(n) é também esta-
ciondrio e E[e?(n—2)] = E[e?(n—1)] = E[e*(n)]. Definindo
o vetor de erro nos coeficientes como V =W — W? e sendo
o erro de estimacao dado por e(n) = z(n) — XT(n)V, a ex-
pressao da superficie de desempenho pode ser escrita como:

T = 2E[e"(n)] + 6(8 + %) E*[e(n)]

- 2{E[z4(n)] +602VTRV + 3VTRVVTRV}
+6(8 + 52){0;1 +202VTRV + VTRVVTRV}
=6(1+ 5+ ﬂQ){2a§VTRV + VTRVVTRV}
+ 2E[z*(n)] + 6(8 + )0t
(12)

Neste ponto é importante observar que as aproximagcoes
feitas na determinacao do gradiente da superficie de desem-
penho, de forma a viabilizar uma implementacao pratica

(aproximacao estocastica das derivadas e (8)), correspon-
dem a alteragdes na superficie de desempenho. Em [7]
mostra-se que essa aproximacao leva a um desempenho do
algoritmo LMK que é freqiientemente superior ao do al-
goritmo LMS. Se o erro médio quadratico E[e?(n)] fosse
substituido pelo seu valor instantaneo (equivalente a fazer
B = 0 em (6)), obter-se-ia a superficie de desempenho
do algoritmo Least Mean Fourth (LMF) [13], [14]. Final-
mente, a aproximagao de E[e?(n)] por (8) torna o compor-
tamento do algoritmo dependente das caracteristicas es-
tatisticas do sinal de entrada e do ruido aditivo, mesmo
se ambos forem gaussianos. Se nenhuma das aproximacoes
fosse feita (esquecendo por um momento a viabilidade de
implementacédo), o algoritmo seria inoperante para sinais
de entrada gaussianos. Esses aspectos serao analisados em
maiores detalhes na proxima secao, onde sao estudadas as
propriedades da superficie de desempenho.

IV. PROPRIEDADES DA SUPERFICIE DE DESEMPENHO
DO Kurtosis

Para efeito de comparacao, serd obtida inicialmente a
expressdo da superficie de desempenho Jiux em (3) como
funcao das estatisticas do sinal de entrada e do ruido adi-
tivo, especialmente para o caso de sinal de entrada gaus-
siano.

Sendo o vetor de erro nos coeficientes definido como V' =
W — We e usando e(n) = z(n) — XT(n)V em (3), leva &
expressao para a superficie de desempenho do kurtosis:

T = 3E2[(=(n) — XT(m)V)?] — El(2(n) — XT (n)V)?]
(13)
Em seguida sdo calculados os valores esperados de (13),
considerando a independéncia estatistica entre z(n) e z(n).
Valor Esperado 1:
E?[(2(n) = XT(n)V)?]
= F?[2%(n) = 22(n) X T (n)V + XT(n)VXT(n)V]
2
= {Elz*(n)] - 2E[2(n) | BIX" )]V + VT E[X (n) X"V}
(14)
Definindo E[2%(n)] = 02 e R = E[X(n)XT(n)] (matriz
de autocorrelacao de X (n)),
2
E*[(z(n) = X"(m)V)*] = {o? + VTRV }
=0t +202VI'RV + VIRVVTRV
(15)
Valor Esperado 2:

4

El(z(n) = X" (n)V)*] = E{Z (

i=0

e}

7

Expandindo o somatério, com E[2¢(n)] = 0 para i impar
e considerando z(n) independente de qualquer sinal, tem-
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E[(z(n) = XT(n)V)"] = E[(-X" (n)V)"]

16
+ 6B ()] B[(-XT(n)V)*] + E[z*(n)] 1o

A expresséao (16) é véalida para xz(n) com qualquer fungéo
densidade de probabilidade. No caso de sinais de entrada
gaussianos, X7 (n)V também terd uma distribuicdo gaus-
siana e o momento de quarta ordem pode facilmente ser
escrito em fungao dos momentos de segunda ordem. Por-
tanto, para entrada gaussiana, o valor esperado de (16) é
dado por

E[(z(n) = X" (n)V)*]

= E[(=X"(n)V)"] + 6E[* ()] E[(-X" (n)V)?]
+ B[4 (n)]

= 3E*[(XT(n)V)*] + 6 E[* ()] E[(- X" (n)V)?]

+ E[z4(n)] (17)

- 3{VTE[X(n)XT(n)]V}2
+6E[Z2(n)][VTE[X(n)XT(n)]V + E[2*(n)]
=3VI'RVVTRV + 602V RV + E[2*(n)]
Substituindo-se (15) e (17) em (13), obtém-se:
Jus = 3{VTRVVTRV +202(m)VTRV + ot}
- {3VTRV(n)vTRV +602(n)VTRV + E[z4(n)]}

=307 — B[z"(n)]
(18)

A equagao (18) corresponde a um valor constante e igual
ao negativo do cumulante de quarta ordem (kurtosis) do
ruido aditivo. Seu gradiente em relacdo aos coeficientes do
filtro adaptativo é identicamente nulo, independendo do
valor desses coeficientes. Neste ponto é importante lem-
brar que a expressao (18) foi obtida para um sinal de re-
feréncia gaussiano. Para outras distribuicdes do sinal de
referéncia, a superficie de desempenho poder ter um for-
mato diferente. Isto ndo ocorre para a superficie de de-
sempenho do erro médio quadrético, que é a mesma para
diferentes funcoes densidade de probabilidade e sinais de
entrada com média zero. Assim, a proposta de utilizacao
do cumulante de quarta ordem como funcdo custo leva a
uma superficie de desempenho que nao é tutil para sinais
de entrada gaussianos, mesmo que o ruido aditivo ndo seja
gaussiano.

Na préxima secao sao estudadas as propriedades da su-
perficie de desempenho modificada jlmk em (12).

V. PROPRIEDADES DA SUPERFICIE DE DESEMPENHO
MODIFICADA
A. Pontos Estaciondrios de Joux

Para determinacao dos pontos estaciondrios de (12),
deve-se derivar a expressao em relacao ao vetor erro dos

coeficientes e igualar o resultado a zero. Os vetores V' que
satisfazem esta condi¢do podem corresponder a pontos de
maximo, minimo ou pontos de inflexdo. A determinacao do
Hessiano da superficie de desempenho ird indicar em qual
destas situacoes os pontos estaciondrios se enquadram.

Derivando-se (12) em relacdo a V' e igualando-se o resul-
tado a zero, tem-se:

6jLMK _ 2 6(VTRV)2
gy~ OUHIH) T y
oVT RV
2y 2
4 (2Bl )] + 68 + 82)0%)
v :
=0
A derivadas em (19) sdo dadas por

AEV) _ RV 4 RTV = 2RV
AV RV _ oy TRV) 2 EY. — 4y TRVRV  (20)

H (2B )] + 6(8 + %)) =0
Substituindo (20) em (19), tem-se

aljLMK
ov

Como R é semi-definida positiva [1], a unica solucao
possivel para (21) é V' = 0. Assim, o unico ponto esta-
cionério de fLMK corresponde a W = W?°.

Para determinar se esse ponto estaciondrio é um ponto de
minimo, maximo ou ponto de inflexado, deve-se determinar
o Hessiano de jLMK em V = 0. Assim,

_ 9 (0]
v=o OV \ OV

)
=57 (24(1 + B+ 62)U§Rv> ‘V

— 241+ 8+ 8% (ag + VTRV) RV =0 (21)

_ 9? jLMK
ov?

‘V:O N
V=0

=0

+ E1d (22)

—24(1+ 8+ ﬂ2)UzR‘V_O

d(VTRVRYV)
oV

0 <24(1 YA+ BZ)VTRVRV> ‘V

+24(1+ B + 4%
=24(1+ B+ f*)oZR

‘ V=0

O Hessiano serd definido positivo se R for definida pos-
itiva. Teoricamente, existe apenas a garantia de que R
seja semi-definida positiva. Entretanto, na grande maioria
das aplicagbes praticas R serd definida positiva devido a
inevitavel presenca de ruido aditivo no sinal z(n) [1]. Por-
tanto, assumindo R definida positiva, conclui-se que H é
definida positiva e V' = 0 é um ponto de minimo. Substi-
tuindo V' =0 em (12) tem-se:

Jisticnin = 2E[2*(n)] + 6(8 + 8o} (23)
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Note que o valor do minimo dado por (23) ¢ diferente do
obtido em (18). isto é conseqiiéncia das modificagdes intro-
duzidas na superficie de desempenho Jyx para viabilizar a
implementacdo pratica do algoritmo LMK. E também im-
portante notar que o minimo de Joc corresponde exata-
mente a solucdo de Wiener para a minimizacdo do EMQ.

B. Obtengio do Erro Médio Quadrdtico em Funcao de
‘]LMK

Na comparacio de desempenho de diferentes algoritmos
adaptativos torna-se necessaria a utilizagdo de uma tunica
figura de mérito. Essa figura de mérito é o EMQ na grande
maioria das vezes, ja que a maioria dos algoritmos adap-
tativos existentes procura minimizar diretamente alguma
funcao custo proporcional a energia dos erros de estimacao.
Assim, é de grande interesse a determinacdo das relagoes
existentes entre as superficies fLMK e do EMQ.

A superficie de desempenho correspondente ao erro
médio quadratico é dada [4] por

¢=FEle*(n)] =0+ VTRV (24)

Entdo, a partir de (12) pode-se isolar VT RV e escrever:

(VIRV)® + 202 (VTRY)
2E[z%(n)] + 6(8 + B%)ot — Tk
6(1+ 5+ %)

(25)

=0

Considerando somente a solucdo positiva de (25), tem-se

VIRV = —o? + 1\/4(302‘ — E[*(n)]) + 2Jux 26)

2 3(1+ 5+ B?)

Assim, (26) permite obter o erro médio quadratico em
funcao de Jyu. Isto é,

€= flJux) =02+ VTRV
1 \/4(30;1 — B[4 (n)]) + 2o

(27)

2 3(1+ 8+ (2)

Substituindo (23) em (27) tem-se &(Juyx,,.,) = 02, con-
cordando com a coincidéncia dos pontos de minimo das

duas superficies.

C. Comparagio de Tazas de Convergéncia

Outro aspecto importante da comparacao entre as su-
perficies Jiux e € é a magnitude de seus gradientes para
um dado valor de V. De (27) tem-se

120t — 4E[z4(n)] + 2]

- (28)

4¢2

sendo C = 3(1 + 8 + %) > 3 para 8 > 0.

Derivando ambos os lados de (28) em relagao a V' e con-
siderando o médulo das derivadas, obtém-se

S~

MK

A andlise de (29) mostra que podem ocorrer duas
situagoes extremas:

@
<

‘ )

=40 ¢ (29)

[e5]
Iz

a) No inicio da convergéncia e com ¢ grande (€ > &),

a‘JALMK

9¢
> ==
ov

ov

(30)

Neste caso, o algoritmo LMK converge mais rapidamente
que o algoritmo LMS.
b) Perto do regime permanente e com £ pequeno (§ < %),

8jLMK
ov

9¢

ov

(31)

Nesta situacdo, o algoritmo LMS converge mais rapida-
mente.

Esta diferenca nas taxas de convergeéncia dos dois algo-
ritmos concorda com uma andlise feita a partir de suas
equacoes de atualizagdo do vetor erro dos coeficientes. As
equagoes de atualizacdo de V(n) para os algoritmos LMS
[4] e LMK [7] sdo dadas por

Vins(n + 1) = Vius(n) + pruse(n) X (n) (32)

Vi (TL + 1) = VLMK(”)

+ uLMK{262(n) +38e*(n — 1) + 35%e*(n — 2)}e(n)X (n)
(33)

Asgsim, o algoritmo LMK pode ser interpretado como
sendo o algoritmo LMS com o passo de adaptagdo variante
no tempo:

pioass (1) = pa{2€%(n) +38e*(n— 1) +38%*(n —2)} (34)

Sabe-se que a taxa de convergéncia e o desajuste do
algoritmo LMS sdo direta e inversamente proporcionais
ao passo de adaptacdo, respectivamente [1], [2]. Ideal-
mente, um algoritmo adaptativo deve ter uma alta taxa de
convergéncia durante a fase transitéria e um pequeno de-
sajuste em regime permanente. Portanto, é desejavel que
o passo de adaptacao seja grande no inicio do processo de
adaptacdo (e(n) grande) e pequeno préximo & convergéncia
(e(n) pequeno). A expressao (34) apresenta esse compor-
tamento.
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VI. CONCLUSOES

Este artigo apresentou uma andlise das propriedades da
superficie de desempenho do problema de estimacao linear
que utiliza o kurtosis do erro de estimacdo como funcao
custo. A andlise concentrou-se na forma modificada da
funcdo custo que é empregada na implementacio do algo-
ritmo adaptativo Least Mean Kurtosis (LMK). Foi demons-
trado que a superficie resultante é unimodal e que o seu
minimo corresponde exatamente a solu¢ado de Wiener da su-
perficie do erro médio quadratico. Um estudo comparativo
entre o erro médio quadratico e a funcao custo baseada no
kurtosis mostrou porque o algoritmo LMK converge mais
rapidamente do que o algoritmo LMS durante a fase de
aprendizado, tornando-se todavia mais lento proximo ao
regime permanente.
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