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Resumo— Por anos, o tema da localizaç̃ao de terminais ḿoveis
tem sido estudado. Inicialmente de caŕater militar, tais estudos
j á s̃ao de grande interesse da sociedade civil. Com o crescimento
explosivo do tráfego gerado pelo uso da telefonia ḿovel, os
sistemas de localizaç̃ao tornam-se um forte chamariz de renda
para as empresas de telefonia ḿovel. Vários podem ser os
serviços baseados em localização, entretanto, dentre eles, os
chamados serviços de emergência tem sido fonte de grande
debate internacional. Isto porque, na d́ecada passada, os Estados
Unidos, através de seuórgão regulador, fixou prazos para que
operadoras de telefonia ḿovel naquele páıs fossem capazes de
obter, com uma certa precis̃ao, a localizaç̃ao de chamadas de
emerĝencia, o chamado E911. Contudo, existem vários modos
e técnicas de obtenç̃ao da localizaç̃ao, das quais destacam-se as
técnicas baseadas em diferença de tempos de chegada, do inglês
Time Difference of Arrival (TDoA). Essas t́ecnicas s̃ao baseadas
na soluç̃ao de equaç̃oes hiperb́olicas requeridas para a localizaç̃ao
de uma dada estaç̃ao móvel. Por estas raz̃oes, este estudo explora
este tema e apresenta um novo ḿetodo para a soluç̃ao de sistemas
hiperbólicos de localizaç̃ao. Tal método é caracterizado por um
problema de otimizaç̃ao que estima a localizaç̃ao da estaç̃ao móvel
com precis̃ao compaŕavel aos melhores ḿetodos existentes.

Palavras-chaves— Sistemas ḿoveis celulares, localizaç̃ao móvel,
TDOA, TOA, E911, LBS.

Abstract— Mobile Location Systems have been studied for a
long time. At first, it was circumscribed to the military area,
but nowadays it has been spread along the civilian society. Due
to the boom of the cellular mobile technology, location systems
may become needed by cellular operating companies. Location
based services have a strong appealing and can be provided in
different forms. However, the emergency calls service has been
discussed by international companies for a long time because,
last decade, the United States obliged the wireless carriers to
accurately locate emergency calls, in a service called E911. There
are several ways and techniques to get accurate location, among
which we can highlight time difference of arrival (TDOA). This
technique is based on hyperbolic equations solutions that estimate
the mobiles’s location. This is why systems based on TDOA are
called Hyperbolic Systems. This paper presents a new method
for the solution of hyperbolic location systems that is based on
the time difference data instead of the location data. The results
have shown that this method is comparable in performance to
those who give the best location estimates.

Index Terms— Cellular mobile systems, mobile location,
TDOA, TOA, E911, LBS.

I. INTRODUÇÃO

Com o objetivo de determinar a posição relativa de uma
dada estaç̃ao ḿovel, o ḿetodo TDoA (Time difference of
arrival) atua sobre a diferença dos tempos em que os sinais
chegam a ḿultiplas estaç̃oes ŕadiobase, ao inv́es de atuar sobre
o tempo absoluto de chegada. Portanto, cada medida TDoA
indica a presença da estação ḿovel sobre uma hiṕerbole,

cuja diferença de distância entre os seus focosé a dist̂ancia
entre as duas estações ŕadiobases envolvidas. A equação dessa
hipérboleé dada por

Ri,j =
√

(Xi − x)2 + (Yi − y)2 + (Zi − z)2 −

−
√

(Xj − x)2 + (Yj − y)2 + (Zj − z)2, (1)

onde as coordenadas (Xi, Yi, Zi) e (Xj , Yj , Zj) representam as
coordenadas das estação ŕadiobasei e j, eRi,j é a diferença de
dist̂ancias . A localizaç̃ao da estaç̃ao ḿovel pode ser estimada
pela intersecç̃ao de duas ou mais hipérboles geradas por três
ou mais medidas de TDoA. Devido a este fato, a técnica TDoA
é tamb́em conhecida como sistema hiperbólico de localizaç̃ao.

Contudo, antes de estimar a localização da estaç̃ao ŕadiobase
pela equaç̃ao (1), é necesśario ter o conhecimento da medida
TDoA (ti−tj) ou ainda da diferença de distânciasRi,j . Modos
de como estimar tal medidas serão discutidos a seguir.

A. Métodos para estimação de medidas TDoA

Existem dois modos de obtenção de uma medida TDoA
(ti − tj), ou mesmo da diferença de distânciasRi,j [12]:

1) Fazer-se uso de medidas ToA por meio de subtração
entre duas medidas ToA’s obtidas por duas estações
rádiobase.

2) Por interḿedio de algoritmos. Efetua-se a correlação
entre dois sinais obtidos por duas estações ŕadiobase
distintas e estima-se a diferença dos seus tempos de
chegada.

O primeiro ḿetodo parte do princı́pio que se tem con-
hecimento das medições dos tempos de chegada do sinal.
Assim, a convers̃ao de pares de medidas ToA’s em medidas
TDoA’s, acarreta numa maior robustez a erros comuns. Porém
há necessidade de uma extrema precisão entre estas medidas.
Para erros da ordem de 1 metro, os tempos tem que ser
medidos com erros da ordem de 3 nseg.

Para o segundo ḿetodo,é empregada a técnica de correlação
cruzada entre os dois sinais envolvidos na medição. Um
método amplamente aceito que faz uso desta técnica é o
chamado Correlação Cruzada Generalizada (GCC-Generalized
Cross-Correlation), que determina o argumento que maximiza
a correlaç̃ao cruzada entre os sinais recebidos pelo par de
estaç̃oes ŕadiobase envolvidas [7] [8] [9].

Existe um vasto ńumero de publicaç̃oes sobre ḿetodos com
alto desempenho para estimações de medidas TDoA. Dentre
eles, podem ser citados:estimador baseado em dados de
fase [11], ḿınimos quadrados[19] [16], ḿınimos quadrados
médios ḿaxima verossimilhança[10] e [18]. Fontes com
informaç̃oes adicionais podem ser encontradas em [1] e [3].
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B. Algoritmos de localizaç̃ao baseados em medidas TDoA

Uma vez estimadas as medidas de TDoA, estas podem ser
convertidas em medidas de diferença de distância que for-
mar̃ao um sistema de equações hiperb́olicas. V́arios algoritmos
foram propostos para a sua solução, com diferentes graus de
complexidade e precisão. Poŕem a maioria destes algoritmos
parte de um modelo básico de localizaç̃ao em duas dimensões
(2D) para uma estação ḿovel eM estaç̃oes ŕadiobase. Nestes,
assume-se que a origem do sistema se localiza na posição
da estaç̃ao ŕadiobasei = 1. Desta forma, assumindo que os
pares (Xi, Yi) sejam as coordenadas das estações ŕadiobasei
e o par (x, y) seja a coordenada da estação ḿovel, pode-se
verificar que a dist̂ancia entre a estação ḿovel e a i-ésima
estaç̃ao ŕadiobasée dada por

Ri =
√

(Xi − x)2 + (Yi − y)2

=
√

Ki − 2Xix− 2Yiy + x2 + y2 , i = 1, 2, ., M(2)

ondeKi = x2
i + y2

i . Logo, a diferença de distância entre a
i-ésima estaç̃ao ŕadio base e a estação ŕadio basei = 1 de
refer̂enciaé dada por

Ri,1 = c ti,1 = Ri −R1

Ri,1 =
√

(Xi − x)2 + (Yi − y)2 −
√

(X1 − x)2 + (Y1 − y)2 (3)

ondec é a velocidade de propagação do sinal eti,1 é a medida
TDoA estimada entre o estação ŕadiobasei = 1 de refer̂encia
e a i-ésima estaç̃ao ŕadiobase.

Uma das t́ecnicas para se obter uma solução para este
problema de localização surge da linearização das equaç̃oes
hiperb́olicas oriundas da equação (3) atrav́es de expansão em
séries de Taylor [5] [17]. Este ḿetodo é conhecido como
Método de linearização por séries de Taylor. Outras t́ecnicas
são tamb́em propostas, podendo-se citar dentre elas:Método
de Friedlander [6], Método da Interpolação Esférica [14]
[15], Método da Intersecção Esférica [13], Método DAC [2]
e Método de Chan [4].

II. M ÉTODO PROPOSTO

Considere uma rede ḿovel celular com estações ŕadiobase
arbitrariamente distribuı́das. Para que se tenha pelo menos
3 medidas de TDoA,é necesśario que a estação ḿovel
a ser localizada, tenha capacidade de enviar informações
para pelo menos 4 estações ŕadiobase. Assumindo como
estaç̃ao ŕadiobase de referência a estaç̃ao ŕadio base 1 e
que esta encontra-se na origem do sistema de localização, as
estaç̃oes ŕadiobase encontram-se localizadas nos vértices de
um poĺıgono dado por
• estaç̃ao ŕadiobase 1 localizado no pontoO = (0 + i0);
• estaç̃ao ŕadiobase 2 localizado no pontoP = (a + i0);
• estaç̃ao ŕadiobase 3 localizado no pontoW = (Wr +

iWi);
• estaç̃ao ŕadiobase 4 localizado no pontoV = (Vr + iVi);
• estaç̃ao ḿovel localizado no pontoZ = (x + iy).

A distância entre a estação ŕadiobase de referência e a estação
móvel é dada por

OZ = |Z| = ρ =
√

(x− 0)2 + (y − 0)2 =
√

x2 + y2. (4)

Para um sistema de localização hiperb́olico, pode-se afirmar
que o pontoZ pertence a uma hipérbole com focos nos pontos
O e P , sendo o ḿodulo da diferença da distância do pontoZ
aos pontosO e P igual à dist̂ancia entre os v́ertices da mesma
hipérbole, ou seja,

|Z| − |Z − P | = α. (5)

Para racioćınio similar envolvendo os pontosO e W , e ainda
os pontos,O e V , tem-se,

|Z| − |Z −W | = β, (6)

|Z| − |Z − V | = γ. (7)

ondeα, β eγ representam as distâncias associadas aos TDoAs.
Percebe-se que as equações (5), (6) e (7) s̃ao equivalentes̀a
equaç̃ao (3) parai = 2, 3, 4 respectivamente. Estas equações
equivalemàs medidas estimadas de TDoA pelo sistema rela-
cionadas pela equação (3). Poŕem, é importante notar, que
α, β e γ podem ser positivas ou negativas dependendo da
localizaç̃ao do ḿovel.

Assim, é posśıvel afirmar que para um modelo clássico de
rúıdo aditivo nas medidas de TDoA, ou seja, o caso em que
a observaç̃ao dos respectivosRi,1 parai = 2, 3, 4 é da forma,

z =

 α
β
γ

 =

 α0

β0

γ0

 +

 nα

nβ

nγ

 = Z0 + n, (8)

onde n é um vetor Guassiano de média zero e matriz de
covarîancia Q.

Considerando-se agora apenas as duas primeiras medidas
de TDoA estimadas pelo sistema como as variáveis livres do
problema (varíaveisα e β) é posśıvel reduzir o ceńario aos
pontosO, P e W .

Substituindo-se as expressões decorrentes em (5) e (6) e
fazendo algumas manipulações simples, tem-se que:

x = Aρ + B. (9)

y = Cρ + D. (10)

, onde

A =
(α

a

)
B =

(
a2 − α2

2a

)

C =
(

β −WrA

Wi

)
D =

(
b2 − 2WrB − β2

2Wi

)
Percebe-se que a posição do ḿovel (x, y) é determinada

em funç̃ao das duas medidas de TDoA e deρ =
√

x2 + y2.
Logo, tem-se um problema de duas equações ñao lineares a
duas inćognitas. Poŕem, duas equações hiperb́olicas ñao s̃ao
necessarimaente suficientes para fornecer uma solução única,
pois, dependendo da posição em que se encontra a estação
móvel, as hiṕerboles podem se interceptar em mais de um
ponto. Mesmo assim, como forma de restrição, pode se deter-
minar a regĩao do planoαβ em que os pontos contidos no seu
interior forneçam soluç̃oes ñao amb́ıguas para a localização
de um determinado ḿovel no planoxy. Resolvendo-se este
sistema tem-se queρ deve satisfazer:

[A2 + C2 − 1]ρ2 + 2[AB + CD]ρ + [B2 + D2] = 0, (11)
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cujas as ráızes s̃ao

ρ =
−(AB + CD)±

√
(AB + CD)2 − (A2 + C2 − 1)(B2 + D2)

(A2 + C2 − 1)
.

Poŕem, seA2 + C2 = 1 e AB + CD 6= 0, a ráız única de
(11) é dada por:

ρ = − (B2 + D2)
2(AB + CD)

, (13)

Definindo-se:

∆ = (AB + CD)2 − (A2 + C2 − 1)(B2 + D2),
q = (AB + CD),
r = (A2 + C2 − 1),

tem-se

ρ = −q ±
√

∆
r

para A2 + C2 6= 1 (14)

ρ = −B2 + D2

2q
paraA2 + C2 = 1 e AB + CD 6= 0(15)

Analisando esta equação, é posśıvel fazer as seguintes
observaç̃oes:

• Para que se obtenha uma solução com ráızes reais, se faz
necesśario a obtenç̃ao de∆ ≥ 0;

• Ser < 0 ent̃ao∆ > 0, tendoρ valores com sinais opostos
o que implica na existência de uḿunico valor víavel;

• Se r = 0 e q < 0, ρ é único e víavel (raiz positiva),
poŕem ser = 0 e q > 0, ρ é único e ñao víavel (ráız
negativa);

• Ser > 0 as ráızes ter̃ao sinais id̂enticos e contŕarios aq.
Se q > 0 esta regĩao é ñao víavel (ráızes negativas). Se
q < 0 a regĩao é de soluç̃oes amb́ıguas (ráızes positivas).

Sendo assim, os seguintes conjuntos podem ser definidos:

• Regĩao Viável ñao Amb́ıgua=⇒ Ω1 = (∆ > 0, r ≤ 0);
• Regĩao Viável Amb́ıgua =⇒ Ω2 =

(∆ > 0, r > 0, q < 0);
• Regĩao ñao Viável =⇒ Ω3 = (∆ < 0 ou ∆ ≥ 0, r >

0, q > 0).
A região inicial de interessée limitada por

α ∈ [−a, a] =⇒ A ∈ [−1, 1] e β ∈ [−b, b]

Poŕem, analisando o discriminante∆, e este sendo convenien-
temente fatorado,́e posśıvel afirmar que∆ > 0 se somente se
c > |β − aA|.

Assim a regĩao Ω1 é limitada por uma elipse quée a
fronteira da regĩao de soluç̃oes víaveis como ilustrada na figura
(1).

Na figura (1) se for traçada uma grade no planoαβ, que
representa regiões de igual variaç̃ao nos valores deα eβ, o seu
mapeamento no planoxy pode ser visualizado na figura (2).É
posśıvel perceber que, dependendo da localização do ḿovel na
regĩao de soluç̃oes ñao amb́ıguas, pequenas incertezas emα e
β podem causar grande dispersão na localizaç̃ao do ḿovel no
planoxy. Este fato demonstra a dependência do desempenho
do sistema em relação a sua geometria.

Em resumo, se apenas 3 estações ŕadiobase estão envolvi-
das,é posśıvel afirmar que existe uma região de soluç̃ao única
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Fig. 1: Regĩao de soluç̃oes víaveis ñao amb́ıguas no planoαβ
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Fig. 2: Regĩao de soluç̃oes víaveis ñao amb́ıguas no planoxy

não amb́ıgua, e que áarea de incerteza da solução cresce
à medida que se afasta do centro desta região no planoxy.
Com isto, um sistema de equações hiperb́olicas formado pelas
equaç̃oes (9) e (10) produz uma solução ñao amb́ıgua, desde
que o ḿovel esteja contido na região Ω1.

Voltando-se ao caso da possibilidade de se obter medidas
de TDoA oriundas de um sistema com 4 estações ŕadiobase,
torna-se possı́vel expressar a diferença de distância entre o
móvel e as estaç̃oes ŕadiobase 1 (referência) e 4γ (R4,1) em
função deα e β. Os TDoA’s observados podem ser expressos
por:

z =

 α
β
γ

 =

 α̂

β̂

f(α̂, β̂)

 +

 nα

nβ

nγ

 = Z0 + n. (17)

Note que sêα e β̂ são os valores exatos dos parâmetros, então
são tamb́em conhecidos a posição do ḿovel (x, y) assim como
sua dist̂ancia a origem. Por conseqüência o valor dêγ fica
determinado pela relação f(α̂, β̂) = ρ− |Z − V |.

Desta forma a funç̃ao densidade de probabilidade dez pode
ser expressa por

pz(Z) = Kexp

{
−1

2
(Z − Z0)T Q−1(Z − Z0)

}
, (18)
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onde, pelo discutido em [4]:

Q = 0.5σ2
n[I + 1 1T ], (19)

sendo,I a matriz identidade de ordemM−1 e 1 = [1, ..., 1]T .
A localizaç̃ao de uma dada estação ḿovel situada no ponto

(x, y) pode ser estimada através de um estimador de máxima
verossimilhança que maximiza a seguinte função:

ZMV
0 = argmin

Z0
(Z − Z0)T Q−1(Z − Z0). (20)

Note que o problema em questão apresenta uma restrição da
forma γ̂ = f(α̂, β̂). Para a situaç̃ao de maior dimensionalidade
o vetorZ0 se escreve como:

Z0 =



α̂

β̂

f1(α̂, β̂)
f2(α̂, β̂)

...
fN (α̂, β̂)


, (21)

o que ñao muda a essência da funç̃ao objetivo descrita em
(20).

III. S IMULAÇ ÕES E RESULTADOS

A. Descriç̃ao do ceńario

Foi constitúıdo um ceńario que se aproxime do ambiente de
uma rede ḿovel celular com estações ŕadiobase posicionadas
arbitrariamente. O ńumero de estaç̃oes ŕadiobase envolvidas
deve ser baixo pois num ambiente celular real dificilmente
haveŕa comunicaç̃ao da estaç̃ao ḿovel com mais de 4 estações
rádiobase.

1) Posicionamento das estações ŕadiobase: As estaç̃oes
rádiobase do cenário proposto foram posicionadas emx = 0
e y = 0 para a ERB1 , x = 6 e y = 0 para a ERB2, x = 2, 5 e
y = 4, 5 para a ERB3, e x = 4, 5 e y = 7 para a ERB4. Desta
forma, é posśıvel obter 3 estimativas de medidas de TDoA
relativas à estaç̃ao ḿovel. O vetor de medidas de TDoÁe
denotado pord = [d2,1, d3,1, d4,1]T .

2) Posicionamento das estações ḿoveis: Para auxiliar a
ańalise do desempenho dos métodos em estudo com relação
à dist̂ancia, definiu-se uma região aqui denotada porf que
corresponde a um cı́rculo de centro na ḿedia das posiç̃oes
das estaç̃oes ŕadiobase e de raióe igual à maior dist̂ancia
entre qualquer uma das estações ŕadiobase e o seu centro. Para
esta configuraç̃ao, foram gerados 75000 posições corrompidas
por rúıdo e distribúıdas aleat́oriamente dentro de coroas cir-
culares conĉentricas ao circulof. A figura (3) apresenta esta
distribuiç̃ao.

3) Incertezas e restriç̃oes envolvidas:O rúıdo n foi consid-
erado gaussiano de média nula e matriz de covariância Q dada
por (19), e assim as diferenças de distância podem se escritas
como d = d0 + n, onde a notaç̃ao {elemento}0 expressa os
elementos livre de ruı́do, como previamente visto.

A escolha dos valores paraσd foram 10−1, 10−2, 10−3,
10−4 e 10−5 [unidades de comprimento]. Os desvios padrões

correspondentes para erros em TDOA’s são obtidos direta-
mente a partir deσd = σ/c, onde c é a velocidade de
propagaç̃ao da onda eletromagnética (3x108m/s).

Observe que na figura (3) todos os pontos estão tamb́em
contidos na região Ω1. Lembre-se que esta região é a re-
gião onde o ḿetodo em estudo provê uma soluç̃ao ñao
amb́ıgua para equações hiperb́olicas envolvidas na estimação
da localizaç̃ao.

B. Ańalise dos resultados

Foram realizadas simulações com o intuito de fornecer uma
ańalise comparativa do ḿetodo proposto com os ḿetodos de
Chan e de linearização por śeries de Taylor. A escolha deste
dois ḿetodos foi definida em virtude dos mesmos gerarem
bons resultados e serem de grande aceitação. Torna-se impor-
tante a observação que, como forma de se evitar as possı́veis
ambiguidades decorrentes do método de Chan, a escolheu-se
a soluç̃ao mais pŕoxima do verdadeiro valor da localização do
móvel.

1) Ańalise do erro rms:O erro rms é uma funç̃ao do erro
MSE associado a um dado estimador de posição. Seu valoŕe
dado pela expressão

rms=
√

E[(x− x̂)2(y − ŷ)2] =
√

MSE. (22)

O erro rms foi escolhido no lugar do MSE, por ter dimensão
de dist̂ancia, sendo assim mais apropriado para avaliação
de sistemas nos quais uma distância ḿınima à fonte a ser
localizada foi imposta como requisito de desempenho, como
é o caso dos sistemas de localização utilizados para chamadas
de emerĝencia E-911.

Como forma de obtenção do gŕafico de desempenho foram
geradas 5000 posições corrompidas por ruı́do distribúıdas
aleat́oriamente dentro de cada região de coroa acima refer-
enciada, conforme a figura (3).

A figura (4)exibe o errormsdos ḿetodos apresentados para
estimativas de posição das estaç̃oes ḿoveis obtidas pelos 3
métodos em estudo. Verifica-se que o errorms aumenta com
a dist̂ancia, fato j́a esperado em virtude de considerações j́a
efetuadas. Pela figura (2),é posśıvel perceber que a incerteza
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Fig. 3: Regĩao f de simulaç̃ao comσ = 10−5
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associada a localização da estaç̃ao ḿovel aumenta quanto mais
próximo da periferia o mesmo se encontrar. Assim, para o
caso em estudo, os pontos contidos na coroa mais distante ao
centro do ceńario s̃ao caracterizados como sendo os pontos
com maiores incertezas na estimação, comprovando-se então
a tend̂encia de piora no desempenho dos métodos em relaç̃ao
à dist̂ancia. Este comportamento foi também observado par
diferentes valores deσ.
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Fig. 4: Erro rms em relaç̃ao à dist̂anciaρ paraσ = 10−3

Note-se que os ḿetodos em estudo apresentam curvas de
erro muito pŕoximas entre si. Essa proximidade aumenta
conforme diminui o valor do desvio padrão considerado.
O método proposto obteve um desempenho equivalente em
relaç̃ao ao ḿetodo de linearizaç̃ao por śeries de Taylor.
Observa-se também que os erros associados a estes métodos
são ligeiramente menores do que o método de Chan.

É posśıvel afirmar que, o ḿetodo proposto apresenta desem-
penho compatı́vel ao dos dois ḿetodos investigados. Porém,
o método proposto destaca-se por apresentar soluções ñao
amb́ıguas.

Como forma de avaliar exclusivamente o tratamento realiza-
do nas medidas de TDoA pelo método proposto, foram elab-
oradas as curvas para o errorms referente as medidas antes e
aṕos o seu tratamento. Esta comparação surgiu da necessidade
de verificar a atuaç̃ao do estimador de ḿaxima verossimilhança
na otimizaç̃ao das medidas de TDoA produzidas pelo sistema.
É posśıvel verificar pela figura (5) que a atuação do estimador
de ḿaxima verossimilhança ocasionou uma melhoria consid-
eŕavel no desempenho do método proposto.

2) Ańalise da CEP e da GDOP:A precis̃ao nas estima-
tivas de localizaç̃ao é altamente dependente da geometria do
ceńario. Estimaç̃oes mais precisas podem ser obtidas quando
existe a possibilidade de obter a localização de uma dada
estaç̃ao ḿovel atrav́es da intersecção entre hiṕerboles que entre
si formamângulos 90 graus. Uma degradação no desempenho
é constatado quando a intersecção desvia desta condição ideal.
Poŕem, numa rede ḿovel celular em que o posicionamento das
estaç̃oes ŕadiobasée fixo e com os freq̈uentes deslocamentos
dos terminais, raramente a situação ideal podeŕa ser atendida.
Assim, duas outras medidas de precisão s̃ao utilizadas como
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Fig. 5: Erro rms em relaç̃ao à dist̂anciaρ paraσ = 10−3,, como forma de
verificaç̃ao da atuaç̃ao do estimador de ḿaxima verossimilhança
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Fig. 6: CEP em relaç̃ao à dist̂anciaρ paraσ = 10−3

forma de analisar o desempenho comparativo entre os métodos
propostos.

a) CEP: A Probabilidade de Erro Circular (CEP)é um
par̂ametro importante na avaliação de desempenho de sistemas,
que mede a dispersão das estimativas em relação a sua ḿedia.
A CEP é definida como o raio de um cı́rculo que cont̂em
aproximadamente metade das realizações das estimativas, com
centro na ḿedia destas. A CEP está intimamente relacionado
à varîancia do estimador ée calculado por

CEP ≈ 0.75
√

E[(χ̂− µ̂)T (χ̂− µ̂)] = 0.75
√

σ2
x + σ2

y (23)

onde µ̂ = E[χ̂] e σ2
x e σ2

y são as varîancias das coordenadas
x̂ e ŷ da estimada de localização da estaç̃ao ḿovel.

A figura (6) exibe a probabilidade de erro circular, calculado
de forma similar ao caso das curvas do errorms. De forma
ańaloga ao caso anterior, observa-se degradação na precis̃ao
com a dist̂ancia ao centŕoide. Além disso,́e posśıvel produzir
curvas equivalentes para os métodos de linearização por śeries
de Taylor e o proposto onde se verifica que ambas estão
ligeiramente melhores que a do método de Chan.
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b) GDOP: Uma outra medida de precisão é o GDOP
(Geometric dilution of precision), que prov̂e uma medida
do efeito da configuração geoḿetrica do posicionamento das
estaç̃oes ŕadiobase sobre a localização estimada da estação
móvel. É definida como:

GDOP =

√
E[(χ̂− µ̂)T (χ̂− µ̂)]

σr
(24)

onde σr denota o valorrms das medidas de diferença de
dist̂ancia.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

10
0

GDOP (σ/ρ = 1.5393 x 10−4)

Distância normalizada ao centro do círculo de raio ρ

G
D

O
P

/ρ

Proposto
Taylor
Chan

6x10−1 

6x100 

Fig. 7: GDOP em relaç̃ao à dist̂anciaρ paraσ = 10−3

O valor ideal de GDOP dependerá dos requisitos de de-
sempenho que se queiram atingir. Porém, GDOP baixo indica
a certeza de que a geometria do cenário se aproxima da
condiç̃ao ideal. Logicamente, de forma contrária, um GDOP
alto indica que a configuração das estaç̃oes ŕadiobase desvia
desta condiç̃ao ideal.

A figura (7) exibe a medida de precisão GDOP encontrada
de forma similar̀a obtenç̃ao das curvas das duas outras medi-
das de precis̃ao (errormse CEP).É posśıvel verificar que estas
curvas variam relativamente pouco para os diferentes valores
de desvio padrão, mantendo-se a tendência no desempenho
comparativo entre os ḿetodos nas outras duas medições de
precis̃ao anteriores.

IV. CONCLUSÕES

Dentre os ḿetodos de soluç̃ao de sistemas hiperbólicos,
destacam-se dois algoritmos: o método de linearizaç̃ao por
séries de Taylor e o ḿetodo de Chan. O primeiro consiste num
método iterativo, que através da expansão em śeries de Taylor
das equaç̃oes hiperb́olicas, estima a localização de uma dada
estaç̃ao ḿovel. Suas desvantagens são: sensibilidade a escolha
do ponto inicial, a ñao garantia de convergência e o esforço
computacional. O segundo, consiste-se num método ñao iter-
ativo, que apresenta soluções amb́ıguas para a localização da
estaç̃ao ŕadiobase envolvida.

O método proposto consiste no ajuste das próprias medidas
de diferenças de tempos de chegada, no intuito de reduzir a
degradaç̃ao da convers̃ao das medidas de tempos em medidas

de dist̂ancia. Aĺem disso,é um ḿetodo com soluç̃ao ñao
amb́ıgua, na presença de certas restrições.

É importante acrescentar que trabalhos anteriores apresen-
taram resultados obtidos através de simulaç̃oes, que envolviam
um pequeno ńumero de posiç̃oes para a estação ḿovel. Neste
trabalho foram realizadas simulações para um grande número
de posiç̃oes distribúıdas em uma região, permitindo assim que
se possa ter uma melhor avaliação estat́ıstica da distribuiç̃ao
geogŕafica do desempenho.
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