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Um algoritmo do Módulo Constante Acelerado para
equalização espaço-temporal
Magno T. M. da Silva1, Max Gerken e Maria D. Miranda2

Resumo— A separação eficiente de sinais é um problema
freqüente em sistemas de comunicação multiusuário. Técnicas
autodidatas de equalização espaço-temporal vem sendo estudadas
como uma possı́vel solução. O algoritmo ACM (Accelerated
Constant Modulus), proposto recentemente como uma técnica
de equalização autodidata de sistemas monousuário, é baseado
num algoritmo utilizado em controle adaptativo que utiliza a
segunda derivada das estimativas dos coeficientes e minimiza
a função custo de Godard. Neste trabalho é apresentada sua
extensão para separação autodidata e equalização de múltiplos
usuários na presença de interferência intersimbólica. Resultados
de simulações evidenciam que, às custas de um moderado
aumento da complexidade computacional, o algoritmo proposto
apresenta uma maior velocidade de convergência que o conhecido
algoritmo MU-CM (Multi-user Constant Modulus).

Palavras-Chave— Equalização espaço-temporal autodidata,
múltiplo acesso, algoritmo do Módulo Constante Acelerado.

Abstract— The efficient separation of signals is a frequent
problem in multi-user communications systems. Space-time blind
equalization techniques have been studied as a possible solu-
tion. The Accelerated Constant Modulus algorithm was recently
proposed as a blind equalization technique for combating inter-
symbol interference in single-user systems. It is based on a tuner
used in adaptive control that adjusts the second derivative of the
coefficient estimates and minimizes the cost function introduced
by Godard. In this paper, we extend this algorithm for blind
separation and equalization of multiple users in the presence of
inter-symbol interference. Through simulations, we show that the
proposed algorithm outperforms the well-known MU-CM (Multi-
user Constant Modulus) algorithm at the cost of introducing a
moderate increase in computational complexity.

Keywords— Space-time blind equalization, multi-access, Accel-
erated Constant Modulus algorithm.

I. INTRODUÇÃO

Em um ambiente com múltiplos usuários, o problema da
recuperação simultânea de todos os sinais tem se tornado
de grande importância em sistemas CDMA (Code Division
Multiple Access) e SDMA (Space Division Multiple Access)
[8], [10]. Nestes casos, é conveniente uma atualização au-
todidata para melhorar a eficiência da transmissão de dados
pois não são necessários sinais de treinamento para atualizar
equalizadores adaptativos ou redes de antenas [11].

No caso monousuário, dois algoritmos para equalização
autodidata que se destacam na literatura são o algoritmo CM
(Constant Modulus) [3] e o algoritmo SW (Shalvi-Weinstein)
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[2]. Entretanto, eles possuem um compromisso desfavorável
entre velocidade de convergência e complexidade computa-
cional. Em [1] foi apresentado o algoritmo ACM (Accelerated
Constant Modulus) para combater interferência intersimbólica
de forma autodidata em sistemas monousuário. Este algoritmo
é baseado na discretização de um algoritmo de tempo contı́nuo
utilizado em controle adaptativo e na minimização da função
custo de Godard [3]. Através de resultados de simulações,
verificou-se que ele possui um compromisso mais favorável
entre velocidade de convergência e complexidade computa-
cional que os algoritmos CM e SW, apresentando um desem-
penho melhor que o do algoritmo CM e um comportamento
próximo ao do algoritmo SW em muitas situações.

No contexto da equalização espaço-temporal, foi proposto
em [6], [7] e [9] o algoritmo MU-CM (Multi-user Constant
Modulus), uma extensão do algoritmo de Godard, com ca-
pacidade de separar os sinais de diferentes usuários. Esta
capacidade é devida a utilização de um termo que penaliza
as correlações cruzadas das saı́das dos equalizadores. Uma
extensão do algoritmo Super-Exponencial para sistemas com
múltiplos usuários também foi considerada em [4]. Como
no caso monousuário, estes algoritmos apresentam um com-
promisso desfavorável entre complexidade computacional e
velocidade de convergência. O algoritmo MU-CM, embora
tenha uma complexidade computacional baixa, apresenta uma
convergência lenta podendo inclusive ficar “encalhado” em
mı́nimos locais. Por outro lado, a complexidade computacional
do algoritmo Super-Exponencial inviabiliza sua utilização na
prática.

Estes resultados motivaram a extensão do algoritmo ACM
para o caso multiusuário. Como o algoritmo ACM apresenta
um desempenho melhor que o algoritmo CM às custas de um
moderado aumento da complexidade computacional, espera-se
que para equalização espaço-temporal, o algoritmo MU-ACM
(Multi-user ACM) apresente também um comportamento mais
favorável que o algoritmo MU-CM.

O artigo é organizado da seguinte forma. Após apresentar
um modelo do sistema multiusuário considerado, o algoritmo
MU-CM é revisto na Seção III. Na Seção IV é feita uma re-
visão do algoritmo ACM para o caso monousuário e a extensão
para sua utilização no contexto espaço-temporal é considerada
na Seção V. Resultados de simulações comparando os dois
algoritmos e conclusões são mostrados respectivamente nas
seções VI e VII.

II. UM MODELO DO SISTEMA MULTIUSUÁRIO

No sistema de equalização espaço-temporal utilizado
considera-se a transmissão de sinais i.i.d. de N usuários
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sı́ncronos através de canais de comunicação lineares. No
receptor há uma rede de L (L ≥ N ) antenas que recebe
misturas ruidosas dos sinais transmitidos possuindo inter-
ferências do tipo co-canal (CCI - Co-Channel Interference)
e intersimbólica (ISI - Inter-symbol Interference). Supondo
conhecido o número de usuários, o equalizador é formado por
N filtros adaptativos do tipo FIR (Finite Impulse Response)
com M coeficientes cada. As saı́das yi, i = 1, . . . , N,
são usadas para atualizar estes coeficientes por meio de um
algoritmo autodidata. Na Figura 1 é mostrado um modelo
deste sistema considerando N = 2 usuários e L = 3 antenas.
Nesta figura, os sinais a1(n) e a2(n) são transmitidos por dois
usuários distintos. No receptor há três antenas que recebem as
misturas u1(n), u2(n) e u3(n), sendo η1(n), η2(n) e η3(n)
sinais de ruı́do considerado branco, gaussiano e de média zero.
O equalizador é formado por dois filtros w1 e w2 do tipo FIR
cujas saı́das são denotadas respectivamente por y1(n) e y2(n).
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Fig. 1. Modelo de um sistema de equalização espaço-temporal, considerando
N = 2 usuários e L = 3 antenas.

Considerando diversidade temporal e espacial, o vetor de
entrada de cada filtro do equalizador pode ser representado
como

uT (n) = [uT

1 (n) uT

2 (n) . . . uT

L(n)], (1)

sendo

up(n) = [up(n) up(n − 1) . . . up(n − Kt + 1)]T , (2)

com p = 1, 2, . . . , L e Kt um inteiro associado à diversidade
temporal.

O mapeamento entre a entrada e a saı́da do canal na ausência
de ruı́do pode ser representado como

u(n) =
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, (3)

sendo ap(n) = [ap(n) ap(n−1) . . . ap(n−Kt−Kc+2)]T ,
Kc − 1 a ordem de cada canal e Hij a matriz de convolução
do canal Hij(z) que relaciona o usuário i à antena j.

Os sinais de saı́da dos filtros do equalizador podem ser
representados como

yi(n) = wT

i (n − 1)u(n), i = 1, . . . , N, (4)

ou ainda

yi(n) = sT

i (n − 1)a(n), (5)

sendo que si(n) = Hwi(n) representa a resposta combinada
do usuário i com i = 1, 2 . . . , N . A medida de desempe-
nho baseada na interferência intersimbólica usada no caso
monousuário pode ser estendida para sistemas multiusuário
[5] como se segue

IR(si) =

∑
k |sk|

2

|sko
|2

− 1, (6)

sendo sko
o componente de si que possui o máximo valor

absoluto. Esta medida de desempenho indica a quantidade de
interferência residual (IR) do usuário i depois do equalizador.
A equalização perfeita é obtida se a condição ótima de zero-
forcing for satisfeita simultaneamente para as N saı́das do
equalizador.

III. O ALGORITMO MU-CM

Uma extensão direta da função custo de Godard para o caso
multiusuário é dada por [7]

E

{
N∑

i=1

(|yi(n)|2 − Ra
2)2

}
.

As saı́das de um equalizador otimizado por esta função podem
convergir para apenas um dos diferentes sinais transmitidos e
geralmente converge para o de maior potência, ficando difı́cil
predizer qual dos sinais será recuperado [7]. Para evitar que a
mesma fonte seja extraı́da em diferentes receptores, é usual a
introdução de um termo que penaliza as correlações cruzadas
entre as saı́das dos filtros espaciais. Desta maneira, a extensão
da função custo de Godard assume a forma [6], [7], [9]

JG(n) = E

{
N∑

i=1

(|yi(n)|2 − Ra
2)2

}
+

+
ξ

2

N∑

i=1

N∑

j=1,j 6=i

|E
{
yi(n)y∗

j (n)
}
|2, (7)

sendo ξ o peso do termo de correlação cruzada. No segundo
termo do lado direito desta equação também pode ser consi-
derado o espalhamento de atraso (delay spread) do canal [7].

O vetor gradiente da Equação (7) em relação ao usuário i
é dado por

∇∇∇wi
JG(n) = (β − 1)

(
2E {ei(n)u∗(n)}+

+ ξ

N∑

j=1,i6=j

E {yj(n)u∗(n)}E
{
yi(n)y∗

j (n)
})

, (8)
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sendo

ei(n) = (|yi(n)|2 − Ra
2)yi(n) (9)

e β = 2 (= 3) para o caso complexo (real).
Um algoritmo do tipo Steepest Descent pode ser obtido com

a equação de atualização dos coeficientes dada por

wi(n) = wi(n − 1) − µ∇∇∇wi
JG(n), i = 1, 2, . . . , N, (10)

sendo µ o passo de adaptação. Para se obter o algoritmo
MU-CM os gradientes da expressão anterior devem ser
substituı́dos por estimativas que podem ser feitas utilizando
janelas retangulares ou exponenciais [7]. Neste trabalho, o
primeiro termo do lado direito da Equação (8) foi estimado
instantâneamente enquanto as demais esperanças foram esti-
madas usando janelas exponenciais com um fator de esqueci-
mento 0 < fe < 1.

IV. O ALGORITMO ACM

Em [1] foi apresentado um algoritmo baseado na
discretização de um algoritmo de tempo contı́nuo utilizado
em controle adaptativo [12], [13] descrito pelas seguintes
equações:

ẇ(t) = q(t) (11)
q̇(t) = −M1u

∗(t)e(t) +

−2M1(M2 + u∗(t)uT (t)M1M3)q(t) (12)
e(t) = uT (t)w(t) − d(t), (13)

sendo u(t) o sinal de entrada (vetor regressor), w(t) o vetor
de coeficientes, d(t) o sinal desejado, e(t) o erro de predição
e q(t) a derivada do vetor de coeficientes. As matrizes M1,
M2 e M3 são simétricas e positivas definidas. Conforme [12]
e [13], este sistema é estável segundo o critério de Lyapunov
quando estas matrizes satisfizerem as condições

4M1M3M1M2 ≥ I (14)

M2M1M3 + M1M3M2 ≥ M−1
1 /2. (15)

Este algoritmo foi chamado de acelerador pois é obtido a partir
da segunda derivada (“aceleração”) dos coeficientes.

Uma versão de tempo discreto e autodidata deste algoritmo
foi obtida através dos seguintes passos [1]:

- Aplicação do método de Euler reverso para discretizar as
equações (11), (12) e (13);

- Introdução de um erro a priori definido como

ea(n) = ϕ(uT (n)w(n − 1)), (16)

sendo ϕ(·) uma função não-linear baseada na função
custo de Godard [3], ou seja

ϕ(y) = (|y|2 − Ra
2)y; (17)

- Utilização de uma aproximação linear de ϕ(·) descrita
por

ϕ(uT w) ≈ ϕ(uT wv) +

[
∂ϕ(uT w)

∂w

∣∣∣∣
w=wv

]
T

(w − wv)

≈ ϕ(uT wv) + g(uT wv)u
T (w − wv), (18)

sendo

g(y) = β|y|2 − Ra
2 ; (19)

- Consideração de Mi = miI, i = 1, 2, 3, sendo mi

constantes positivas.
A partir destes passos chegou-se a uma versão do algoritmo

que possui 6M +6 multiplicações, 1 divisão e 5M +4 adições.
Observe que esta complexidade computacional fica entre as
dos algoritmos CM e SW, esta última sendo proporcional a
M2. As operações do algoritmo ACM são apresentadas na
Tabela I.

TABELA I
ALGORITMO ACM.

Inicialização do algoritmo:
Ra

2 = E
[
|a(n)|4

]
/E

[
|a(n)|2

]

w(0) = [0 · · · 0 1 0 · · · 0]T , q(0) = 0

α = 1 + 2µm1m2

β = 2 (= 3) para o caso complexo (real)
Para cada instante de tempo, n = 1, 2, · · · , calcule:
y(n) = uT (n)w(n − 1)

ea(n) = (|y(n)|2 − Ra
2)y(n)

b(n) = 2µm2
1m3 + µ2m1(β|y(n)|2 − Ra

2)

c(n) =
b(n)uT (n)q(n − 1) + µm1αea(n)

α + b(n) ‖u(n)‖
2

q(n) =
1

α
[q(n − 1) − c(n)u∗(n)]

w(n) = w(n − 1) + µq(n)

V. O ALGORITMO MU-ACM
Seguindo os passos de obtenção do algoritmo ACM apre-

sentados na seção anterior, sua extensão direta para o caso
multiusuário pode ser feita considerando-se a função custo da
Equação (7) e uma versão espaço-temporal do algoritmo “ace-
lerador” de tempo contı́nuo. Entretanto, este procedimento
exige uma grande quantidade de manipulações algébricas para
se obter uma versão simplificada do algoritmo no contexto
espaço-temporal.

Por outro lado, observando que a atualização dos coefi-
cientes do algoritmo ACM é dada por

w(n) = w(n − 1) − µ (−q(n)) , (20)

nota-se que ele pode ser interpretado como um algoritmo do
gradiente estocástico. Observando a Tabela I, o termo que
atualiza o vetor q(n) é dado por c(n)u∗(n), ou seja

b(n)uT (n)q(n − 1)u∗(n) + µm1α

(I)︷ ︸︸ ︷
ea(n)u∗(n)

α + b(n)‖u(n)‖2
.

O termo (I) = ea(n)u∗(n) = ∇̂∇∇ nesta atualização é uma
estimativa instantânea do vetor gradiente da função custo
de Godard [3] para o caso monousuário. Considerando uma
função custo qualquer, pode-se substituir a estimativa instan-
tânea do gradiente de Godard pela estimativa do gradiente
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desta função custo. Com esta aproximação e a função custo
de Gordard para o caso multiusuário dada pela Equação
(7), chega-se a uma versão multiusuário do algoritmo ACM,
cujas equações são mostradas na Tabela II. Note que o vetor
gradiente da Equação (8) pode ser estimado da mesma forma
que no algoritmo MU-CM.

Uma das dificuldades deste tipo de algoritmo é o ajuste
dos parâmetros µ, m1, m2 e m3 a fim de se obter uma alta
velocidade de convergência dentro dos limites de estabilidade.
De [12] e [13], sabe-se que a velocidade de convergência
do algoritmo “acelerador” para filtragem adaptativa super-
visionada é máxima quando os parâmetros estão no limite de
estabilidade (4m2

1m2m3 = 1). Devido a este fato, introduziu-
se o parâmetro γ tal que m1m2 = (2γ)−1 e m1m3 = γ/2
garantindo 4m2

1m2m3 = 1. Conseqüentemente, é necessário
escolher três parâmetros positivos µ, γ e m1. Para os al-
goritmos ACM e MU-ACM, como ainda não foi feita uma
análise de estabilidade, adotou-se a mesma sistemática na
escolha dos parâmetros. Resultados de simulações sugerem
que escolhendo m1 próximo de 0,16 e γ próximo de 100, deve-
se variar o parâmetro µ no intervalo ]0, 1[ para obter o melhor
desempenho do algoritmo. Com esta sistemática os algoritmos
ACM e MU-ACM sempre apresentam um comportamento
adequado.

TABELA II
ALGORITMO MU-ACM.

Inicialização do algoritmo:
R2 = E

[
|a(n)|4

]
/E

[
|a(n)|2

]
, α = 1 + 2µm1m2

wi(0) = [0 · · · 0 1 0 · · · 0]T , i = 1, 2, . . . , N

qi(0) = 0, i = 1, 2, . . . , N,

β = 2 (= 3) para o caso complexo (real), 0 < fe < 1

Para cada instante de tempo, n = 1, 2, . . ., calcule:{
Para i = 1, 2, . . . , N , calcule:{
yi(n) = wT

i (n − 1)u(n)

ei(n) = (|yi(n)|2 − Ra
2)yi(n)

bi(n) = 2µm2
1m3 + µ2m1(β|yi(n)|2 − Ra

2) }

Para j = 1, 2, . . . , N, j 6= i, calcule:{

E
{
yiy

∗
j

}
n

= feE
{
yiy

∗
j

}
n−1

+ (1 − fe)yi(n)yj∗(n).

E {yju
∗}

n
= feE {yju

∗}
n−1 + (1 − fe)yj(n)u∗(n). }

Para i = 1, 2, . . . , N , calcule:{

∇̂∇∇wi
JG(n) = 2ei(n)u∗(n)+

+ξ
∑N

j=1,i6=j E {yju
∗}

n
E

{
yiy

∗
j

}
n

ci(n) =
bi(n)uT (n)qi(n − 1)u∗(n) + µm1α∇̂∇∇wi

JG(n)

α + bi(n)‖u(n)‖2

qi(n) =
1

α
(qi(n − 1) − ci(n))

wi(n) = wi(n − 1) + µqi(n)} }

VI. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nas simulações foi considerado um sistema com N = 2
usuários e L = 3 antenas. Os modelos dos canais Hij(z) =
h0 + h1z

−1 + h2z
−2, i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , L, utilizados

estão mostrados na Tabela III. O Canal 1 foi escolhido aleato-
riamente, sendo que apenas o canal H13(z) é de fase mı́nima.
O Canal 2 foi escolhido para que cada canal Hij tivesse zeros
dentro da circunferência unitária, exceto o canal H22(z) que é
variante no tempo. Os coeficientes h0(n), h1(n) e h2(n) deste
canal são obtidos da filtragem de um ruı́do branco gaussiano
por um filtro de Butterworth de 2a ordem que é projetado para,
operando a uma taxa de 2400 amostras/segundo, simular uma
taxa de desvanecimento de 0,1 Hz [14].

TABELA III
MODELOS DOS CANAIS DE COMUNICAÇÃO USADOS NAS SIMULAÇÕES.

Hij do Canal 1
ij h0 h1 h2

11 +0,43 + j0,36 +0,46 + j0,53 −0,30 − j0,33
21 +0,21 + j0,15 −0,26 − j0,91 +0,16 − j0,08
12 −0,37 + j0,20 −0,87 − j0,12 +0,15 − j0,20
22 +0,55 − j0,25 −0,61 + j0,06 −0,09 − j0,50
13 +0,61 + j0,66 +0,12 − j0,31 −0,24 − j0,17
23 +0,43 + j0,29 −0,52 − j0,58 +0,31 + j0,15

Hij do Canal 2
ij h0 h1 h2

11 −0,50 +0,48 −0,03
21 +0,15 −0,03 +0,10
12 −0,26 −0,44 +0,19
22 h0(n) h1(n) h2(n)
13 +1,00 −1,00 +0,41
23 +1,00 −1,60 +0,68

Os comportamentos dos algoritmos MU-ACM e MU-CM
durante a convergência são mostrados na Figura 2 através
de curvas de interferência residual (IR) para cada um dos
usuários. Estas curvas correspondem a uma média de 50
realizações considerando modulação 4-QAM e o Canal 1 sem
ruı́do. Neste caso o equalizador é formado por dois vetores
com M = 15 coeficientes cada, inicializados com apenas dois
elementos não nulos (iguais a um) nas posições 5 e 7 respecti-
vamente. Pode-se observar nesta figura que o algoritmo MU-
ACM apresenta uma velocidade de convergência maior que
a do algoritmo MU-CM para as duas saı́das do equalizador.
Os algoritmos foram ajustados para que atingissem o mesmo
patamar de interferência como pode ser visto na Figura 2-b.
No caso da Saı́da 1 (Figura 2-a) o algoritmo MU-CM converge
para um mı́nimo local enquanto o MU-ACM converge para o
mesmo patamar de interferência da Saı́da 2. Na Figura 3 são
mostradas as constelações de saı́da dos equalizadores para uma
realização considerando as 103 últimas iterações dos algorit-
mos. Passando os sinais de saı́da por decisores e comparando
com os sinais transmitidos, verifica-se que, a menos de uma
rotação de fase, os sinais transmitidos são recuperados sendo
que a recuperação obtida pelo algoritmo MU-CM é mais lenta
que a do MU-ACM. Para a Saı́da 1 foi observado que neste
caso o algoritmo MU-CM falha na presença de ruı́do. Na
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Tabela IV são mostrados os números de operações por iteração
dos dois algoritmos aplicados a um sistema com N = 2
usuários. Como pode ser observado nesta tabela, o algoritmo
MU-ACM apresenta um moderado aumento da complexidade
computacional em relação ao algoritmo MU-CM mantendo-a
proporcional a M operações.
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Fig. 2. Curvas de interferência residual (IR) dos algoritmos MU-CM (µ =
5× 10−4, ξ = 3, fe = 0,55), MU-ACM (µ = 0,25, m1 = 0,16, γ = 106,
ξ = 3, fe = 0,55), para 4-QAM, N = 2, L = 3, M = 15, Canal 1 sem
ruı́do e média de 50 realizações.

TABELA IV
NÚMERO DE OPERAÇÕES POR ITERAÇÃO DOS ALGORITMOS PARA SINAIS

REAIS E N = 2 USUÁRIOS.

Op. MU-CM MU-ACM
× 10M + 12 21M + 19
+ 8M + 1 15M + 4
÷ - 2

Na Figura 4 são mostrados, durante um certo intervalo de
tempo, os erros comparando os sinais transmitidos com os
sinais das saı́das dos decisores quando da utilização do canal 2
sem ruı́do e modulação 2-PAM. Na Figura 4-e é mostrado um
gráfico das magnitudes dos zeros do canal H22(z) ao longo das
iterações. As situações de maior erro correspondem àquelas
em que ocorre uma mudança muito brusca nos valores das
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Fig. 3. Constelações nas saı́das filtros do equalizador entre as iterações
39000 e 40000 considerando os algoritmos MU-CM (µ = 5× 10−4, ξ = 3,
fe = 0,55), MU-ACM (µ = 0,25, m1 = 0,16, γ = 106, ξ = 3, fe = 0,55),
para 4-QAM, N = 2, L = 3, M = 15 e Canal 1 sem ruı́do.

magnitudes dos zeros e também quando há nulos espectrais
no canal, o que acontece próximo das iterações 5000, 27000
e 37000. Próximo da iteração 5000, o algoritmo MU-ACM
apresenta uma recuperação mais rápida que a do algoritmo
MU-CM para as duas saı́das. Considerando a Saı́da 2 (figuras
4-c e 4-d), entre as iterações 27000 e 37000 o algoritmo MU-
ACM apresenta novamente um desempenho melhor que o do
algoritmo MU-CM. As curvas de interferência residual para
este caso são mostradas na Figura 5. Novamente o equalizador
é formado por dois vetores com M = 15 coeficientes cada
inicializados com apenas dois elementos não nulos (iguais
a um) nas posições 5 e 7 respectivamente. Embora este
canal não seja muito realista pois na prática haveriam mais
canais variantes, esta simulação é interessante para comparar
o comportamento dos algoritmos em situações crı́ticas: nulos
espectrais e variações bruscas.

VII. CONCLUSÕES

O algoritmo autodidata do tipo “acelerador” introduzido
em [1] foi estendido neste trabalho para equalização espaço-
temporal. Ele apresenta um compromisso mais favorável entre
velocidade de convergência e complexidade computacional
que o algoritmo MU-CM. Por meio de simulações, o compor-
tamento observado no caso monousuário se repetiu, ou seja
o algoritmo proposto foi capaz de evitar mı́nimos locais e
apresentou uma rápida recuperação para um canal variante no
tempo. Uma análise de convergência e estabilidade deste algo-
ritmo está sendo feita. Além disso, sua comparação com um
algoritmo do tipo Super-Exponencial está sendo investigada.
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