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Análise de filasM | M | n com servidores lentos e
usúarios ñao informados

Fabricio B. Cabral

Resumo— Neste trabalho, analisamos sistemas que podem ser
modelados por filasM | M | n com servidores heteroĝeneos e
usuários não informados. As equaç̃oes de equiĺıbrio são resolvi-
das. Mostramos que existe um valor limiar de taxa de chegada,
abaixo do qual, o sistema sem o servidor lentóe melhor, e, acima
do qual, o sistema com o servidor lentóe melhor.

Palavras-Chave— sistemas de filas, sistemas de filas com
vários servidores, servidores heteroĝeneos, processos Markovi-
anos, poĺıtica de limiar, servidor lento.

Abstract— Systems that can be modelled byM | M | n queues
with heterogeneous servers and non informed customers are
studied . The balance equations are solved. A threshold result
for a system with an arbitrary number n of servers is presented,
i.e. it is shown that there is a value of arrival rate below which
the slow server should not be used and above which it should be
used.

Keywords— queues; multiserver queues; heterogeneous ser-
vers; Markovian processes; threshold policy; slow server.

I. I NTRODUÇÃO

Quando operamos um sistema,é natural nos questionarmos
se devemos ou não usar um servidor lento. Consideremos um
sistema com:n servidores operando em paralelo; tempos de
serviço com ditribuiç̃ao exponencial; exatamente um linha de
chegada de usuários; processo de chegada Poisson com taxa
de chegadaλ; usúarios na fila de espera atendidos de acordo
com a poĺıtica primeiro a chegar, primeiro a ser servido.
Este sistema foi estudado por Rubinovitch [1] para o caso
de n = 2 servidores. As noç̃oes de usúarios informados e
não informados foram então definidas. Em ambos os casos,
se apenas um servidor estiver ocioso, este atenderá o pŕoximo
usúario. Se mais do que um usuário estiver ocioso, o mais
rápido atenderá o pŕoximo usúario no caso de usuários infor-
mados. No caso de usuários ñao informados, um servidor será
escolhido aleatoriamente através de um ensaio de Bernoully, e,
consequentemente, cada servidor terá a mesma probabilidade
de ser escolhido.

Para um sistema comn = 2 servidores e usúarios ñao infor-
mados, com taxas de serviço médias (µ1, µ2), os resultados de
Rubinovitch estabelecem que existe um númeroρc tal que, se
a intensidade de tráfico estiver abaixo deste número, o servidor
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lento ñao deveŕa ser utilizado. Este ńumero é dado por uma
função ρc = f(µ1, µ2).

Para um sistema comn = 2 servidores e usúarios informa-
dos, por outro lado, os resultados de Rubinovitch estabelecem
um valor de limiar apenas para os casos onde tenhamos
µ2/µ1 > 1/2. Para usúarios informados, óunico resultado
conhecidoé o de Rubinovitch. Para usuários informados que
tamb́em conheçam o tamanho da fila de espera, existe um
resultado para sistemas comn = 2 servidores, o qual mostra
que uma polı́tica de limiar minimiza o tempo ḿedio de
serviço [4] ([5],[6]). Mais especificamente, dadas a taxa de
chegadaλ e as taxas de serviço médias (µ1, µ2), existe um
númeroL = l(λ, µ1, µ2) tal que um usúario usaŕa o servidor
lento se, e somente se, o comprimento da fila de espera
excederL.

Mostramos que um resultado de limiar pode ser estabe-
lecido, tamb́em, para o caso de sistemas comn servidores
e usúarios ñao informados. Note que se tivéssemos apenas
dois servidores, o sistema poderia ser modelado por uma
fila M | M | 2 [3]. Assim, para estudarmos o fenômeno
de limiar para sistemas comn servidores e usúarios ñao
informados, modelamos o sistema por uma filaM | M | n
com servidores heterogêneos e usúarios ñao informados. Deri-
vamos as distribuiç̃oes de probabilidade relevantes utilizando
as equaç̃oes de equilı́brio. O inverso da probabilidade de que o
sistema esteja vazióe dado por um polin̂omio emλ. Relaç̃oes
entre os coeficientes deste polinômio para o sistema comn−1
servidores e os coeficientes correspondentes para o sistema
com n servidores s̃ao derivadas. Estas relações s̃ao úteis na
determinaç̃ao das derivadas da razão entre estes polinômios. O
resultado desejadóe, assim, derivado como um caso particular
de um resultado mais geral.

II. F ILAS M | M | n COM SERVIDORES HETEROĜENEOS E

USUÁRIOS NÃO INFORMADOS

O sistema para o caso de usuários ñao informados e sob
hipóteses Markovianas pode ser modelado por um processo de
Markov. Os estados deste processo são associados̀as(n+1)-
uplas (x1, x2, . . . , xn, xf ), ondexi, para i = 1 a n, é uma
variável Booleana, a quaĺe igual a um se, e somente se, o
servidori est́a ocupado exf denota o comprimento da fila do
sistema. Indexaremos os estados do sistema por

i = x12n−1 + x22n−2 + . . . + xn20 + xf ,

onde

xf > 0 ⇒ x1 = x2 = . . . = xn = 1.
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TABELA I

TABELA DE NOTAÇÕES

Nn
k conjunto de estados comk usúarios

para o sistema comn servidores
Sn

i conjunto de servidores ocupados
quando o sistema
com n servidores está no estadoi
estados vizinhos: dois estadosi e j
que diferem por exatamente
uma componente da(n + 1)-upla
para o sistema comn servidores

gn(i, j) para dois estadosi e j que diferem
em exatamente
uma componente da(n + 1)-upla (estados
vizinhos),gn(i, j) denota óındice daquela
componente, para o sistema comn servidores

Dn conjunto de pares ordenados de estados vizinhos
para o sistema comn servidores

Dn
i conjunto de estados vizinhos do estadoi

para o sistema comn servidores
µi taxa de serviço ḿedia do servidori

µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µn

λ taxa de chegada
Nn número ḿedio de usúarios no sistema

com n servidores
T n tempo ḿedio de perman̂encia de um usúario

no sistema comn servidores
µn

∑n

i=1
µi

pn
i probabilidade em regime estacionário pn

i que
o sistema comn servidores esteja no estadoi

P n
k probabilidade que o ńumero de usúarios

no sistema comn servidores sejak
Sn {µ1, µ2, . . . , µn}
S−n {µ−1

1 , µ−1
2 , . . . , µ−1

n }
P (n, k) denota a soma de todos os produtos distintos

de k elementos do conjuntoS−n

Q(n, k) denota a soma de todos os produtos distintos
de k elementos do conjuntoSn

se o primeiro argumenton é um ńumero
Q(S, k) denota a soma de todos os produtos distintos

de k elementos do conjuntoS
se o primeiro argumentoS é um conjunto

A. Notaç̃ao

As notaç̃oes definidas na tabela I são introduzidas de
modo a possibilitar o estudo do comportamento em regime
estaciońario do processo Markoviano.

B. Equaç̃oes de equilı́brio

As probabilidades em regime estacionário pn
i , probabilidade

de que o sistema esteja no estadoi, é dada pela solução do
sistema linear abaixo:

(λ +
∑

k∈Sn
i

µk)pn
i −

∑

j∈Nn
|Sn

i
|−1

∩Dn
i

λ

n− (| Sn
i | −1)

pn
j

−
∑

j∈Nn
|Sn

i
|+1

∩Dn
i

µgn(i,j)p
n
j = 0,

0 ≤ i ≤ 2n − 1;

λpn
i−1 = µnpn

i , i ≥ 2n;
∞∑

i=0

pn
i = 1.

A soluç̃ao deste sistemáe dada pelo pŕoximo teorema.
Teorema 2.1:A distribuição de probabilidade de uma fila

M | M | n com servidores heterogêneos e usúarios ñao
informadosé dada por

pn
i =

(n− | Sn
i |)!

n!
λ|S

n
i |∏

j∈Sn
i

µj
pn
0 , 0 ≤ i ≤ 2n − 1.

A probabilidade de que o número de usúarios no sistema
sejak, Pn

k =
∑

i∈Nk
pn

i , é dada porPn
k = λkKn

k pn
0 , onde

Kn
k =

(n− k)!Q(n, n− k)
n!Q(n, n)

=
(n− k)!P (n, k)

n!
,

1 ≤ k ≤ n− 1;

Kn
k =

Kn
n−1

µn
, k ≥ n;

Pn
0 = pn

0 = (
∞∑

k=0

λkKn
k )−1.

Prova.Substituindo os valores depn
i e depn

j nas equaç̃oes
de equiĺıbrio e notando que

∑

j∈Nn
|Sn

i
|−1

∩Dn
i

λ

n− (| Sn
i | −1)

pn
j =

λ

n− (| Sn
i | −1)

∑

j∈Nn
|Si|−1∩Dn

i

λ|S
n
i |−1(n− (| Sn

i | −1))!
n!

∏
l∈Sn

j
µl

pn
0

=
λ|S

n
i |

n!

∑

j∈Nn
|Sn

i
|−1

∩Dn
i

(n− | Sn
i |)!∏

l∈Sn
j

µl
pn
0

= pn
i

∑

k∈Sn
i

µk

e ∑

j∈Nn
|Sn

i
|+1

∩Dn
i

µgn(i,j)p
n
j =

λ|S
n
i |+1 (n− | Sn

i |)(n− (| Sn
i | +1))!

n!
∏

l∈Sn
i

µl
pn
0

= λ|S
n
i |+1 (n− | Sn

i |)!
n!

∏
l∈Sn

i
µl

pn
0

= λpn
i ,

a tese segue.
2

III. PROPRIEDADES DOS COEFICIENTES E DAS DERIVADAS

Desejamos comparar o comportamento do sistema com
todos os servidores com o comportamento do sistema sem o
servidor mais lento. Primeiramente, derivamos as propriedades
dos coeficientes e, em seguida, derivamos as propriedades das
derivadas.
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A. Propriedades dos coeficientes

Nesta seç̃ao , restringir-nos-emos ao caso de servidores
heteroĝeneos, i.e.µ1 > µn.

Lema 3.1:As seguintes desigualdades são v́alidas

Kn
i Kn−1

i+1 −Kn
i+1K

n−1
i < 0, 0 ≤ i ≤ n− 2.

Prova. Notemos que

n!(n− 1)!(Kn
i Kn−1

i+1 −Kn
i+1K

n−1
i ) =

(n− i)!P (n, i)(n− i− 2)!P (n− 1, i + 1)

−(n− i− 1)!P (n, i + 1)(n− i− 1)!P (n− 1, i)

= (n− i)!(µ−1
n P (n− 1, i− 1)

+ P (n− 1, i))(n− i− 2)!P (n− 1, i + 1)
− (n− i− 1)!(µ−1

n P (n− 1, i)
+ P (n− 1, i + 1))(n− i− 1)!P (n− 1, i)

= (n− i− 2)!2(n− i− 1)(P (n− 1, i)P (n− 1, i + 1)
+ µ−1

n ((n− i)P (n− 1, i− 1)P (n− 1, i + 1)
− (n− i− 1)P (n− 1, i)2)).

Esta express̃ao é igualà soma de mon̂omios de grau2i+1.
Cada um destes monômiosé um produto dei+k+1 variáveis
distintas, ondek satisfaz

k ≥ 0
2k + 1 + (i− k) ≤ n− 1,

ou, mais simplesmente,0 ≤ k ≤ n− 2− i.
Os mon̂omios que temµ−1

n como fator possuem coeficientes
dados por
(n− i)(C2k

k+1)− (n− i− 1)C2k
k

= (n− i)(C2k
k+1 − C2k

k ) + C2k
k

= (n− i)C2k
k ( k

k+1 − 1) + C2k
k

= −C2k
k

n−i−(k+1)
k+1

= −C2k
k

n−1−(i+k)
k+1 .

Os outros mon̂omios t̂em coeficientes dados por

C2k+1
k = C2k

k

2k + 1
k + 1

.

Associando estes monômios, temos que

n!(n− 1)!(Kn
i Kn−1

i+1 −Kn
i+1K

n−1
i )

é dado por uma soma de monômios da seguinte forma
C2k

k
1

k+1µ−2
j1

. . . µ−2
ji−k

µ−1
ji−k+1

. . . µ−1
ji+k

(−(n−1−(i+k))µ−1
n +∑n−1

l=i+k+1 µ−1
jl

), os quais s̃ao menores ou iguais a zero. Como,
pelo menos um destes termosé negativo quando o sistemaé
heteroĝeneo, i.e. quandoµ1 > µn, a tese segue.
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B. Propriedades das derivadas

Nesta subseção ñao nos restringiremos aos sistemas hete-
rogêneos. Esta restrição é explicitada no caso dóunico lema
que utiliza resultados da subseção anterior.

Lema 3.2:A seguinte desigualdadée válida:

di 1
pn
0

dλi
|λ=0+= i!Kn

i > 0.
2

Lema 3.3:A express̃ao seguintée válida

d

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ
= (

di+1 1
pn
0

dλi+1

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

−
di 1

pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

)

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

di 1
p

n−1
0

dλi

Prova. Notemos que

d

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ
=

di+1 1
pn
0

dλi+1

di 1
p

n−1
0

dλi −
di 1

pn
0

dλi

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

(
di 1

p
n−1
0

dλi )2

= (

di+1 1
pn
0

dλi+1

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

−
di 1

pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

)

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

di 1
p

n−1
0

dλi

.

2

Lema 3.4:Para0 < λ < µn−1 tal que

d

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ
|λ=λ= 0,

temos que

d2

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ2
|λ=λ=

d

di+1 1
pn
0

dλi+1

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

dλ

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

di 1
p

n−1
0

dλi

|λ=λ .

Prova. Este resultado segue diretamente do lema 3.3.
2

Lema 3.5:Supondo queµ1 > µn, temos que

d

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ
|λ=0+> 0, 0 ≤ i ≤ n− 2.

Prova. Este resultado segue diretamente dos lemas 3.3 e 3.1.
2

Lema 3.6:A express̃ao

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

, i ≥ n− 1 , 0 < λ < µn−1

é uma funç̃ao decrescente deλ, a qual tende a0 quandoλ
tende aµn−1. Como uma consequência direta deste fato, temos
que

d

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ
< 0 , i ≥ n− 1, 0 < λ < µn−1.

Prova. Notemos que, parai ≥ n− 1,

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

=
Kn

n−1(1− λ
µn )−1−i( 1

µn )i

Kn−1
n−1 (1− λ

µn−1 )−1−i( 1
µn−1 )i

.
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e

1− λ
µn−1

1− λ
µn

=
µn

µn−1

λ− µn−1

λ− µn
=

µn

µn−1
(1 +

µn

λ− µn
)

é uma funç̃ao decrescente deλ a qual tende a0 quandoλ
tende aµn−1.

2

IV. RESULTADOSPRINCIPAIS

Teorema 4.1:Para um sistema heterogêneo comn servido-
res (µ1 > µn), para cada0 ≤ i ≤ n − 2, existe exatamente
um 0 < λi < µn−1 tal que

d

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ
|λ=λi

= 0.

Al ém disso,λi é um ponto de ḿaximo local, e

λi ≥ λi+1, 0 ≤ i ≤ n− 3.
Prova. A exist̂encia segue diretamente dos lemas 3.5, 3.6, e
3.3.

A unicidade pode ser provada por indução , tendo como base
i = n− 2. Notemos que os lemas 3.5, 3.6 e 3.3 implicam que
imediatamente aṕos o primeiro ponto crı́tico de

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

,

sua derivada tem que ser negativa. Deste resultado e do
lema 3.5, temos queλi é um ponto de ḿaximo local, e,
consequentemente, que

d2

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

dλ2
|λ=λi

=

d

di+1 1
pn
0

dλi+1

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

dλ

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

di 1
p

n−1
0

dλi

|λ=λi
≤ 0.

Deste resultado e do lema 3.4, temos que se

di+1 1
pn
0

dλi+1

di+1 1
p

n−1
0

dλi+1

tem um ponto cŕıtico λi+1 ent̃ao λi+1 ≤ λi. Supondo, por
contradiç̃ao , que

di 1
pn
0

dλi

di 1
p

n−1
0

dλi

tenha um outro ponto crı́tico, as asserç̃oes anteriores, referen-
tes às derivadas primeira e segunda, implicam que este seria
um outro ponto de ḿaximo local, o que seria uma contradição.
O passo da indução é conclúıdo e a tese segue.

2

Teorema 4.2:Para um sistema heterogêneo comn servido-
res (µ1 > µn), existeλc ∈ (0, µ1 + µ2 + . . . + µn−1) tal
que

Tn ≤ Tn−1 ⇔ λ ≥ λc.

Prova. Lembremos que o ńumero ḿedio de usúarios no
sistemaé dado por

Nn =
∞∑

i=1

iPn
i =

∞∑

k=1

kλkKn
k pn

0

= λpn
0

d 1
pn
0

dλ
.

Al ém disso, pelo teorema de Little, temos queTn, tempo
médio de perman̂encia de um usúario no sistema comn
servidores,́e dado por

Tn = pn
0

d 1
pn
0

dλ
.

Assim,

Tn − Tn−1 = pn
0

d 1
pn
0

dλ
− pn−1

0

d 1
pn−1
0

dλ

= (

d 1
pn
0

dλ
d 1

p
n−1
0
dλ

−
1

pn
0
1

pn−1
0

)

d 1
p

n−1
0
dλ
1

pn
0

=

d

1
pn
0
1

p
n−1
0
dλ
1

pn
0
1

p
n−1
0

onde a última igualdade segue do lema 3.3.
A tese segue do teorema 4.1 parai = 0.

2

V. CONCLUSÃO

O problema do servidor lento com usuários ñao informados
foi resolvido para um ńumero arbitŕario de servidores. Este
resultado foi derivado como um simples corolário de um
teorema referente a razões entre derivadas da probabilidade
de que o sistema comn servidores esteja vazio e as derivadas
correspondentes para o sistema comn− 1 servidores.

REFERÊNCIAS
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