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Analise de filasM | M | n com servidores lentos e
uswarios rao informados

Fabricio B. Cabral

Resume— Neste trabalho, analisamos sistemas que podem serlento rio devea ser utilizado. Este(rmeroé dado por uma
modelados por filasA | M | n com servidores heterogneos e funco p¢ = flu, pz).
usuarios nao |nformados_. As equages_dg equibrio s&o resolvi- Para um sistema com = 2 servidores e ugrios informa-
das. Mostramos que existe um valor limiar de taxa de chegada, . .
dos, por outro lado, os resultados de Rubinovitch estabelecem

abaixo do qual, o sistema sem o servidor lenté melhor, e, acima o
do qual, o sistema com o servidor lent@ melhor. um valor de limiar apenas para os casos onde tenhamos

Palavras-Chave-sistemas de filas, sistemas de filas comm/”1 > 1,/2' Para usarios |nformad,o§, ainico resultado
varios servidores, servidores heterogneos, processos Markovi- conhecidoé o de Rubinovitch. Para L_BUOS informados .que
anos, poltica de limiar, servidor lento. tamkem conhecam o tamanho da fila de espera, existe um

resultado para sistemas cain= 2 servidores, o qual mostra
que uma pdtica de limiar minimiza o tempo é&dio de
servico [4] ([5],[6]). Mais especificamente, dadas a taxa de

Abstract— Systems that can be modelled by | M | n queues Chegadw‘ e as taxas de Serv'goeu'a,S 917“2); eX|ste.um
with heterogeneous servers and non informed customers are NUMeroL = [(A, u1, p2) tal que um usério usaa o servidor
studied . The balance equations are solved. A threshold result lento se, e somente se, o comprimento da fila de espera
for a system with an arbitrary number n of servers is presented, excederL.

s o e v o e e oy o b MOSITamOS que um resultado de liiar pode ser esiabe-
used. lecido, tamiém, para o caso de sistemas canservidores
e usuarios rao informados. Note que se éssemos apenas
dois servidores, o0 sistema poderia ser modelado por uma
fila M | M | 2 [3]. Assim, para estudarmos o femeno
de limiar para sistemas com servidores e usrios rao
I. INTRODUCAO informados, modelamos o sistema por uma fila| A/ | n
com servidores heterégeos e usarios réio informados. Deri-
Quando operamos um sistenganatural nos questionarmosyamos as distribuiies de probabilidade relevantes utilizando
se devemos oudw usar um servidor lento. Consideremos umjg equattes de equibrio. O inverso da probabilidade de que o
sistema comn servidores operando em paralelo; tempos dgstema esteja vazi® dado por um polidmio em\. Relages
servigo com ditribuigo exponencial; exatamente um linha dgntre os coeficientes deste pdlinio para o sistema com— 1
chegada de uswios; processo de chegada Poisson com taxarvidores e os coeficientes correspondentes para o sistema
de chegada; ustarios na fila de espera atendidos de acor@@m n, servidores %o derivadas. Estas retss $o (teis na
com a poitica primeiro a chegar, primeiro a ser servido.determinago das derivadas da &z entre estes poimios. O

Este sistema foi estudado por Rubinovitch [1] para o cagsultado desejad®, assim, derivado como um caso particular
den = 2 servidores. As ndies de usarios informados e de um resultado mais geral.

nao informados foram eab definidas. Em ambos os casos,
se apenas um servidor estiver ocioso, este atarmeHximo
uslario. Se mais do que um uEmiIO estiver ocioso, 0 mais
rapido atendér o pXximo usw@rio no caso de uswios infor-
mados. No caso de Lf.‘B[iOS rao informadOS, um servidor @r O sistema para o caso de éﬂ'os rao informados e sob

escolhido aleatoriamente at&svde um ensaio de Bernoully, ehipsteses Markovianas pode ser modelado por um processo de

consequentemente, cada servidoatarmesma probabilidademarkov. Os estados deste proces&o associadoas (n+ 1)-

de ser escolhido. uplas (z1,zs, ..., z,,xf), ondex;, parai = 1 an, & uma
Para um sistema com= 2 servidores e usrios rao infor- ygriavel Booleana, a qué igual a um se, e somente se, o

mados, com taxas de servic@dias {1, 112), 0s resultados de servidori est ocupado e:; denota o comprimento da fila do

Rubinovitch estabelecem que existe utmerop® tal que, se sistema. Indexaremos os estados do sistema por
a intensidade deéfico estiver abaixo destéimero, o servidor

Keywords—queues; multiserver queues; heterogeneous ser-
vers; Markovian processes; threshold policy; slow server.

II. FILAS M | M | n COM SERVIDORES HETEROGNEOS E
USUARIOS NAO INFORMADOS
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TABELA |
TABELA DE NOTA(;()ES

conjunto de estados com ustLarios

para o sistema com servidores

conjunto de servidores ocupados

guando o sistema

comn servidores eétno estada

estados vizinhos: dois estados j

que diferem por exatamente

uma componente dén + 1)-upla

para o sistema com servidores

para dois estadose j que diferem

em exatamente

uma componente dén + 1)-upla (estados
vizinhos), g™ (4, ) denota cdindice daquela
componente, para o sistema censervidores
conjunto de pares ordenados de estados vizinhos
para o sistema com servidores
conjunto de estados vizinhos do estado
para o sistema com servidores

taxa de servigo edia do servidoi

H1 2 H2 2. 2 fin

A taxa de chegada

g" (i, )

N™ nimero nedio de usarios no sistema
comn servidores
™ tempo nédio de permagncia de um udrio
no sistema comn servidores
u* Z?:l Hi
Y probabilidade em regime estacéio p* que
o0 sistema conm servidores esteja no estado
Py probabilidade que olmmero de usarios
no sistema com servidores sej&
Sn {Nl»/‘«%“-»#n}
s—n T
P(n,k) | denota a soma de todos os produtos distintos
de k£ elementos do conjunt§—"
Q(n,k) | denota a soma de todos os produtos distintos
de k elementos do conjunt8™
se 0 primeiro argumenta & um rumero
Q(S,k) | denota a soma de todos os produtos distintos
de k& elementos do conjunt§
se 0 primeiro argument§ &€ um conjunto
A. Notago

As nota@es definidas na tabela las introduzidas de

modo a possibilitar o estudo do comportamento em regirﬁe

estaciodario do processo Markoviano.

B. Equades de equiibrio

As probabilidades em regime estadoio p}*, probabilidade
de que o sistema esteja no estadé@ dada pela sol@p do
sistema linear abaixo:

A
A no_ A
A+ D mw)p; _ > (A
kes: JENTy, _, D} i
- Yo pgnapy =0,
JEN]n 4, "D}

A solucdo deste sistem@ dada pelo @ximo teorema.

Teorema 2.1:A distribuicao de probabilidade de uma fila
M | M | n com servidores heterégeos e ugrios r&o
informadosé dada por

(n—| 5 !
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AlST]

Hjes;l Hj
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P =

0<i<2" -1

A probabilidade de que oUmero de usarios no sistema
sejak, P =Y.y, by, & dada porP{ = A K}'py, onde

K — (n—k)!Q(n,n—k) B (n —k)!P(n,k)
B n!Q(n,n) N n! ’
1<k<n-1;
n K:llfl
Kyp=——= k=mn
1

(oo}
Py =pp = _NEH
k=0

Prova. Substituindo os valores d¢' e dep} nas equages
de equilbrio e notando que
A
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>
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n Hzes;b Hi

_ s (= ISP DY
n! Hlesy M
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a tese segue.
O

Desejamos comparar 0 comportamento do sistema com
todos os servidores com o comportamento do sistema sem o
servidor mais lento. Primeiramente, derivamos as propriedades
dos coeficientes e, em seguida, derivamos as propriedades das
derivadas.

PROPRIEDADES DOS COEFICIENTES E DAS DERIVADAS
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A. Propriedades dos coeficientes Lema 3.3: A expresfio seguinte valida
Nesta sego , restringir-nos-emos ao caso de servidores at L
hetero@neos, i.ej; > . d T*? o
. . ~ sy 0 i+41 % v
Lema 3.1: As seguintes desigualdade®os\alidas . A g d' 5 ¢ T
At — ( d\itl _ d\® ) d itl
KPMKP = KJ K7 <0, 0<i<n—2. X R = T
Pq Po Pq
Prova. Notemos que dxTHT d\? dx?
) . Prova. Notemos que
nl(n — DIKPKPS — K2y KP7h) = A
_o
(n—)P(n,i)(n—i—2)IP(n—1,i+1) A2y - g ALy g diti_L
pn P ne rya p T
—(n—i—DIP(n,i+1)(n—i—1)IPn—1,1) 7 o i S U A i
d\ 4 =
= (n—i)/(p, ' P(n—1,i—1) (——)?
+P(7’L—Li))(n—i—Q)!P(n—l,i—f—l) ditl L il At
. _ . Py I P
—(n—i—1)Ypu, " P(n—1,9) — o o ) AT
+P(n—1,i4+1))(n—i—1)P(n—1,7) =T
a1 ax ax
=mn—i-2)2n—i—-1)(P(n—1,9)P(n—1,i+1) O
+p (=9 P(n—1,i = 1)P(n—1,i41) Lema 3.4:Para0 < A < ™! tal que
—(n—i—1)P(n—1,i)?)). o
~ o N ~ . . le
Esta expresmo é iguala soma de mdmios de grai + 1. Py
Cada um destes mdmiosé um produto deé-+k + 1 variaveis A2
distintas, ondé: satisfaz . =0
i S 0 d\ A=A ’
B temos que
2k +14+(G—k) < n—1, a
4t 1n d7,+1%
ou, mais simplesment®,< k < n — 2 — i. e Pz L
Os mordmios que tem: ! como fator possuem coeficientes ST e e
dados por ds 5= AT AT I -
. . = di =
(n = )(CRy) = (n — i~ CF* ax A o
— — 1 — . ax®
=(n ?)(Ckﬂk Gy + G . Prova. Este resultado segue diretamente do lema 3.3.
= (n—1)CP¥ (7 — 1) + CFF O

_ _Clgk n—i—(k+1)

Lema 3.5: Supondo que:; > u,, temos que

kT RFL - o ai 1
Os outros moamios &m coeficientes dados por ”

d _d\?
at "171
2R+ — o2k 2k+1 Po_
A AR T 75* Irmo+>0, 0<i<n-—2.
Associando estes mdmios, temos que Prova. Este reSLﬁtado segue diretamente dos lemas 3.3 e 3.1.
O
—1 n—1 ~
nl(n — DK KL — K3 K) Lema 3.6:A expresfio
€ dado por uma soma de ni@omios da seguinte forma d' 2
2k 1, —2 -2 1 -1 ; 1 _ Py
Ci @Mjl o PN L P ...ujiM(—(n—l—(z—i—k))un + did)‘ll da>n—1,0< A< ,u"_l
> ikt u]ll% 0s quais 8o menores ou iguais a zero. Cqmo, vy
pelo menos um destes termesegativo quando o sistenga A
heterogneo, i.e. quandg; > u,, a tese segue. € uma fun@o decrescente dg, a qual tende @& quando\
O tende g~ '. Como uma conse@ucia direta deste fato, temos
que
at L
B. Propriedades das derivadas p —
Nesta subsép riio nos restringiremos aos sistemas hete- @ pgl—l
rogéneos. Esta restég & explicitada no caso donico lema — D 20 i>n—1, 0< A<l

gue utiliza resultados da sub&ecanterior.

) h T Prova. Notemos que, para>n — 1,
Lema 3.2: A seguinte desigualdade valida:

d" = i
i1 KO- )R
20 | ypr=i!KT > 0. Ly T gl A )—li( Ly
i = i - 2T KTl @) T ()
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e Prova. Lembremos que o (nmero n&dio de usarios no
A - sistemaé dado por
1 pr—to p“n A— /‘Ln ! _ lun (1 + Hn ) P
N e I U T | A — > >
1= K H H H N — Zipi" _ Zk)‘ngpg
€ uma fundo decrescente d& a qual tende & quando\ i=1 k=1
tende au"!. dp%
= Apj—2.
- Po"an
IV. RESULTADOS PRINCIPAIS Além disso, pelo teorema de Little, temos diig, tempo

médio de permaéncia de um usario no sistema com

Teorema 4.1:Para um sistema hete@geo comn servido- servidoresg dado por

res (u1 > jun), para cada) < i < n — 2, existe exatamente

umo < \; < p™~ 1 tal que o ndﬁ
5 e BRC
d% Assim,
:8\77 | - =0 1 dﬁ . dpnl T
oo e Oy T Ty
Além disso,\; & um ponto de i@ximo local, e d-te dpnl_l
0 — 0
Ai > Nip1, 0<i<n-—3. = (di_ plo ) —42
Prova. A existencia segue diretamente dos lemas 3.5, 3.6, e vt pr By
3.3. X
A unicidade pode ser provada por indoag tendo como base d ‘i
i =n— 2. Notemos que os lemas 3.5, 3.6 e 3.3 implicam que vy
imediatamente &s o primeiro ponto éfico de = %
a3 &
d\* 0
d pgll ’ onde a (ltima igualdade segue do Ilema 3.3.
ANt A tese segue do teorema 4.1 para = 0.
sua derivada tem que ser negativa. Deste resultado e do g
lema 3.5, temos quée\; & um ponto de #Eximo local, e,
consequentemente, que V. CONCLUSAO
@ o G O problema do servidor lento com @sios réo informados
d? d—B5— i 1 foi resolvido para um @mero arbitario de servidores. Este
PZ’;I fﬁl’l d,\ﬁ:l resultado foi derivado como um simples cémb de um
e h=xT T e xS0 teorema referente a rdes entre derivadas da probabilidade
Po de que o sistema com servidores esteja vazio e as derivadas

d\?

correspondentes para o sistema com 1 servidores.
Deste resultado e do lema 3.4, temos que se P P

it 1 A
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