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Expressoes para a Probabilidade de Erro de Bit de
Esquemas de Modulacao 64-QAM e M-PAM para
um Canal com Desvanecimento Rayleigh

Waslon Terllizzie A. Lopes, Francisco Madeiro e Marcelo S. Alencar

Resumo— Neste trabalho sdo apresentadas expressdes exatas
para a probabilidade de erro de bit (BEP) dos esquemas de
modulacdo 64-QAM e M-PAM para um canal com desvane-
cimento Rayleigh. Diferentemente das abordagens apresentadas
na literatura, o canal de comunicagdes é visto como um canal
sujeito ao ruido aditivo, que & modelado como a razdo entre uma
variavel aleatoria (v.a.) gaussiana e uma v.a. Rayleigh. A partir
da funcdo cumulativa de probabilidade (FCP) do processo que
modela esse ruido aditivo sdo obtidas expressdes exatas para a
BEP desses esquemas de modulagéo.

Palavras-Chave— Comunicagdes moveis, canal com desvaneci-
mento Rayleigh, probabilidade de erro de bit, QAM, PAM.

Abstract— This paper presents exact expressions for the bit
error probability (BEP) of 64-QAM and M -PAM for a Rayleigh
fading channel. Unlike the approaches presented in the literature,
the communication channel is seen as an additive noisy channel
where the additive noise is modeled as the ratio between a
Gaussian random variable (r.v.) and a Rayleigh r.v. By using
the cumulative density function of this additive noise, exact
expressions for the BEP of those schemes are obtained.

Keywords— Mobile communications, Rayleigh fading channel,
bit error probability, QAM, PAM.

I. INTRODUGAO

A obtencdo de taxas de transmissdo elevadas, com confia-
bilidade, sujeitas a restricdo de disponibilidade de um canal
com largura de faixa muito limitada, constitui um dos grandes
desafios em sistemas de comunicag¢Bes sem fio. O canal movel,
por exemplo, apresenta eficiéncia espectral muito abaixo do
seu limite teérico. O esquema QAM (quadrature amplitude
modulation) & uma técnica de modulacdo atraente no que diz
respeito a eficiéncia em termos de largura de faixa. Estudos
(e.g. [1]-[6]) tém sido desenvolvidos no sentido de avaliar
0 desempenho de esquemas de modulacdo QAM em termos
de probabilidade de erro de bit (BEP, bit error probability).
Nesse contexto, a obtencdo de expressdes fechadas para a BEP
de esquemas QAM é um problema relevante em sistemas de
comunicacges.

Estudos relatados na literatura tém apresentado expressdes
para a BEP de esquemas QAM em um canal com ruido aditivo
gaussiano branco (AWGN, additive white Gaussian noise).
Convencionalmente, aproximacdes para a BEP de esquemas de
modula¢do QAM tém sido obtidas calculando a probabilidade
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de erro de simbolo ou simplesmente estimando-a com 0 uso
de limites inferiores/superiores [7]. Aproximacdes melhores
para a BEP de esquemas QAM sujeitos a AWGN foram apre-
sentadas recentemente em [1], [2]. E importante mencionar
que apesar de algumas expressdes aproximadas apresentadas
na literatura fornecerem valores de BEP com precisao para
uma relagdo sinal-ruido (SNR, signal-to-noise ratio) elevada,
a avaliacdo da BEP utilizando essas expresses tende a se
afastar dos valores exatos correspondentes ao ser considerada
uma baixa SNR. Apesar de muita atengdo ter sido dedicada a
avaliacdo de desempenho de QAM em termos de probabilidade
de erro de bit, s6 recentemente, em uma contribuicdo de Cho
e Yoon [8], foi obtida uma expressdo exata, fechada, para a
probabilidade de erro de bit do esquema QAM M -ario (M-
QAM) em um canal AWGN quando utilizado um mapeamento
de Gray.

Em se tratando da avaliacdo de desempenho de esquemas
QAM em um canal com desvanecimento Rayleigh, a proba-
bilidade de erro de bit tem sido objeto de interesse em alguns
trabalhos, podendo ser citadas as contribuicBes de Fortune et
al. [3], [5], Shayesteh e Aghamohammadi [4] e Vitthaladevuni
e Alouini [9].

Em [10] é apresentado um método conveniente para obter
expressdes fechadas para a BEP de esquemas de modulacdo
sujeitos ao desvanecimento Rayleigh. No método, o canal com
desvanecimento Rayleigh & visto como um canal sujeito a um
ruido aditivo, denotado por m(t), o qual &€ modelado como a
razao entre uma variavel aleatoria (v.a.) gaussiana e uma v.a.
Rayleigh. O método consiste em em usar a fun¢do cumulativa
de probabilidade (FCP) desse ruido, dada por [11]

Pp(m) = /n:f/vl(l”)dl" = % (ﬁ + 1) (@

para obter as expressdes para a BEP. No presente artigo, esse
método é usado para obter expressdes fechadas para a BEP
dos esquemas 64-QAM e M-PAM sujeitos ao desvanecimento
Rayleigh.

Il. BEP PARA 0 ESQUEMA 64-QAM EM UM CANAL COM
DESVANCIMENTO RAYLEIGH

No esquema 64-QAM, a informacdo a ser transmitida é
mapeada em simbolos com 6 bits e cada simbolo & usado para
definir uma Gnica amplitude e uma Gnica fase da portadora. A
duracdo de cada simbolo determina a largura de faixa do sinal
64-QAM. A Fig. 1 ilustra uma constelacdo com 64 niveis em
que cada ponto corresponde a um simbolo 64-QAM.

Os simbolos da constelagdo 64-QAM podem ser vistos
como dois sinais AM (cada um com oito niveis) que sao
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Fig. 1. Constelagdo 64-QAM.
transmitidos em fase (/) e em quadratura (Q) na mesma para os bits mais significativos,
portadora [3], [7]. Cada uma das portadoras AM & transmitida
com uma amplitude do conjunto (7d, 5d, 3d, d, —d, —3d, —5d, se I,Q>4d, entdo is,qo =1,
—7d), sendo d a distancia entre os simbolos apresentada na o
Soh L . . se —4d<I 4d, entdo =
Fig. 1. Um codigo Gray de 3 bits & usado para associar cada L@ < o 12,42 =0, )
se —4d>1,Q, entdo 19,92 =1,

tripla de bits a uma amplitude da portadora AM. As palavras
011, 010, 000, 001, 101, 100, 110 e 111 sdo atribuidas aos
niveis 7d, 5d, 3d, d, —d, —3d, —5d e —7d, respectivamente,
conforme mostra a Fig. 2. Os simbolos 64-QAM sdo obtidos
a partir do entrelacamento dos bits em quadratura e em fase.
Um simbolo 64-QAM apresenta a forma i1q;i2¢2i3q3, €m que
i1, 12 € 13 representam os bits correspondentes a componente
em fase e ¢1, ¢2 e g3 representam os bits correspondentes a
componente em quadratura.

A demodulagdo é realizada usando as fronteiras de decisao
mostradas na Fig. 2 e as seguintes equagdes [3], [5]:

entao
entao

Se IvQZ()a
se 1,Q <0,

ilaql = 07

. 2
Zlaqlzla ()

para os proximos bits mais significativos, e, finalmente,

se I,Q >6d, entdo i3,q3 =1,

se 2d<1,Q <6d, entdo is3,q3 =0,

se —2d<I1,Q<2d, entdo i3,q3 =1, (@)
se —6d<I,Q<—2d, entdo i3,q3 =0,

se —6d>1,Q, entdo i3, q3 =1,

para os bits menos significativos.

Sem perda de generalidade, o probabilidade de erro de bit do
esquema 64-QAM pode ser obtida considerando a transmiss&o
independente das componentes em fase () e quadratura (Q),
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Fig. 2. Componentes da constelagcdo 64-QAM.

mostradas na Fig. 2. A BEP, portanto, pode ser expressa como

1
Poaqam =3 [P(E[111) + P(E[110) + P(E[100)
+ P(E|101) + P(E|001) + P(E|000) ©)
P(E|010) + P(E|011)],
em que P(FE|bibabs) denota a probabilidade de erro de bit

dado que os bits b1bobs foram transmitidos. Pela simetria
da Fig. 2, tem-se que P(E|111) = P(E|011), P(E|110) =
P(E|010), P(E|100) = P(£]000) e P(E|101) = P(FE|001).
Portanto, (5) reduz-se a

P(E[111)+ P(E[110)+
4

P(E|100)+ P(E|101)
(6)

Observando a Fig. 2, P(FE|111) pode ser escrita em termos
de probabilidades relacionadas a m, ou seja,

Pssgam =

P(E|111) = =P(d < m < 3d)+
2 1
+3P(Bd <m < 5d) + 3 P(5d <m < Td)
7)
5 (
+ S P(7d < m < 9d) + gP(Qd <m < 11d)
1
SP(11d < m < 13d) + 2 P(m > 13d).
Usando (1), a equacdo anterior pode ser dada por
1[1 m 8d]
PENIl) = |- | ——=—=+1
(1) 3[2 <Vm2+N0 >d_
2 [1 m 5]
t3l5 | =—==+1
312 \vVm?+ No 3d|
1[1 m 7d]
tol5 | =—==+1
312 \vVm?+ No 5d|
2 [1 m 0d]
2|5 (——=+1 8
=)l e
3 _1 m 11d
Ly
312 m? + No 9d
9 _1 m 13d
ALy E——
312 \vm?+ No 11d
1[1 m oo
tzl5 (7 =—=+1 :
312 \vm?+ No 13d
Seja
f@) =3 ©
R

(001) (060) (oiO) (oi1)

Assim, a expressdo anterior pode ser reescrita como

PE[111) = 1[/(3d) — /() + 21/(5d) — /(3

+ 31/(7d) = F(5)] + 31£(9d) — f(7d) 0

+217(11d) - F(9d)) + S7(13d) - F(11)

+ %[1/2—]“(13(1)].

De forma semelhante,

P(BI110) = 3[1/2~ f(d)] + 51£(3) ~ F(d)]
+21(5) — £(3d) + g[md) oal
+2170d) — £ + 31£(11d)  F(94)]
+201/2 - f(14))

P(E100) = 2[1/2 ~ f(34)] + 5 1£(3d) — /(d)

+ 51730 — F(@)] + S 1/(65d) — £(30)] 2
+S1F(7d) — F(5)] + 21£(9d) — £(7a)
+20/2 - £9d),

€

P(ENOY) = 2[1/2~ f(5d)] + 21 (5d) — F(3d)
SLF(3) — F(d)] + 5 [F3d) — F(@) 5
S (5) — F(3)] + S1/(7d) — /(5d)

2072 f(7a).

Substituindo (10)-(13) em (6), tem-se

1 7 6 1
Paeamn =3 2 /0 g/ 560

1 1
—=f(9d —f(13d)| .
2 1(0d) + 3 £(13d)
Observando a Fig. 1, a energia média por simbolo da
constelagdo, Fs, & dada por
Eg = 42d°. (15)

Tendo em vista que cada seqiiéncia de 6 bits &€ mapeada em
um simbolo da constelacdo, a energia por bit, F;, é dada por

Ey, = Td°. (16)
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Substituindo (16) em (14), e levando em consideracdo (9),
a expressao para a BEP do esquema 64-QAM em funcdo de
Ey /Ny & finalmente dada por

_ (1/7)Ep /N
Pssoam = 21 12-7 m
g, | /T E/No (25/7) E/No an
(9/7)Eb/N0+1 (25/7)Eb/N0+1
| _(8L/7)Ey/No (169/7)Es/No
(81/7)Eb/N0 +1 (169/7)Eb/N0 +1

Conforme se pode observar na Fig. 3, a Equacdo (17) é
corroborada por resultados de simulagdo de Monte Carlo.

I11. BEP PARA 0 ESQUEMA M-PAM EM UM CANAL COM
DESVANCIMENTO RAYLEIGH

Recentemente, em [8], foi obtida uma expressdo fechada
para a BEP do esquema M-PAM (M-ary pulse amplitude
modulation) por um canal com ruido aditivo gaussiano branco
(AWGN). Nesta secdo, os resultados apresentados por Cho e
Yoon em [8] sdo usados para obter uma expressao fechada
para a BEP do esquema M-PAM sujeito ao desvanecimento
Rayleigh.

Considere um AWGN com média zero e densidade espectral
de poténcia Ny/2. Sejam P, a probabilidade de erro de bit,
Ey, a energia de bit, M o nimero de simbolos da constela¢do
PAM e P,(k) a taxa de erro de bit para o k-ésimo bit, com
ke{1,2,---,logy M}.

Com base na consisténcia do mapeamento de uma
constelagdo usando o codigo Gray [12], Cho and Yoon obtive-
ram em [8] uma expressdo para a BEP do esquema M-PAM
por um canal AWGN, dada por

logo M (1-2"F)M—1
P, E E ik, M)-
b= Mlog;2 {w(z,la )
(18)
. [3logy M -y
com

i.2k—1 7 - 2k_1 1
ke, M) = (=1 (2Rt - =

(19)
em que v = E,/Ny denota a relagdo sinal-ruido (SNR) por
bit, |« | denota o maior inteiro menor que z, e erfc(-) denota
a funcdo erro complementar, dada por

)

O principal insight de Cho e Yoon [8] foi expressar a BEP
de M-PAM por um canal AWGN em termos de uma soma
ponderada de funcdes erro complementar. Os pesos w(i, k, M)
incorporam o efeito (na BEP) da posicdo dos bits em um
simbolo com log, M bits. Note que o termo erfc(-) em (18)
corresponde a duas vezes a probabilidade de que o ruido

aditivo gaussiano exceda (2i + 1) %. Em canais
aditivos ndo-gaussianos, 0s pesos em (19) podem ser usados

em conjunto com a fungdo cumulativa de probabilidade (FCP)

erfc(x (20)

do ruido aditivo correspondente para determinar a BEP do
esquema M -PAM.

Considerando o canal com desvanecimento Rayleigh, a FCP
da v.a. que modela o ruido aditivo correspondente & dada
por (1). Portanto, duas vezes a probabilidade de que o ruido

aditivo m(t) exceda (2i + 1) % é dada por
. 3logy M - Ey
> =) Bl
2><P<m_(22+1) or D) )

X
3(2i4+1)2 1032 M-E
—1)

(012
3(2i+1)2log, M-E}
(MZ-1)N,

3(2i+1)2 logy, M-E,
\/ N, 1

(21)

Usando (21) e os pesos em (19), a expressdo para a BEP do
esquema M-PAM sujeito ao desvanecimento Rayleigh, Pray,
é finalmente dada por

logo M (1—2"F)M—1
PRay Mlog Vi Z Z {w(i,k’,M).
(21+1)2 log, M
7 v S
3(2i+1)2 logy, M ’
\/1»127_1g S+l

(22)

que se apresenta COMOo uma expressao nova, exata, fechada.

Alguns exemplos numéricos de (22) sdo apresentados na
Fig. 4, que mostra a BEP do esquema M-PAM em fun¢do da
SNR por bit para M = 2, 4, 8, 16, 32, 64 e 128 por um canal
com desvanecimento Rayleigh. Conforme mostra a Fig. 4,
os resultados de simulacdo de Monte Carlo corroboram 0s
resultados numéricos obtidos de (22). Observa-se na Fig. 4 que
3—-4 dB de SNR por bit devem ser investidos para transmitir
um bit extra, de modo a manter a probabilidade de erro de bit
média em 2 x 1072,

IV. CONCLUSAO

Neste artigo foram obtidas expressdes exatas, fechadas,
para a probabilidade de erro de bit (BEP) dos esquemas de
modulacdo 64-QAM e M-PAM sujeitos ao desvanecimento
Rayleigh. As expressdes obtidas foram corroboradas por re-
sultados de simulacdo de Monte Carlo.
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