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Simulacao Eficiente de Sistemas de Comunicagoes
com Codigos Turbo

Bruno B. Albert e Francisco M. de Assis

Resumo— O objetivo deste trabalho é mostrar a viabilidade
do uso do método de simulagdo por valorizagdo das amostras
(Importance Sampling) para estimacdo da probabilidade de er-
ro de bit de sistemas de comunicag¢fes digitais que utilizem
codificacdo/decodificacdo iterativa (turbo). A valorizacdo das
amostras & um método de redugdo da variancia de uma estimativa
quando esta é realizada pelo método tradicional de Monte
Carlo (MC). Essa redugao se traduz em um nimero menor de
execucdes da simulagcdo de modo a obter a mesma precisao do
método de MC. Os exemplos apresentados mostram uma redugdo
significativa nos tempos de simulagao.

Palavras-Chave— Monte Carlo, valorizacdo das amostras,
codificacdo/decodificacdo iterativa.

Abstract— The purpose of this article is to show the viability of
the importance sampling simulation method use in estimating bit
error probability of digital communication systems using iterative
(turbo) coding/decoding. Importance sampling is a reduction
variance method of a given traditional Monte Carlo simulation
estimator. By reducing the variance, importance sampling method
can achieve a given precision from shorter simulation runs. The
examples show a significative time simulation saving.

Keywords— Monte Carlo, importance sampling, iterative co-
ding/decoding.

I. INTRODUGAO

A simulagdo, através do método de Monte Carlo (MC), é
freqlientemente a Unica maneira de se avaliar o desempenho
dos sistemas de comunicacBes mais complexos. Em geral o
pardmetro utilizado para essa finalidade & a probabilidade
de erro de bit, P,. Apesar da sua simplicidade esse método
esbarra em um problema de complexidade computacional
quando essa probabilidade & relativamente baixa. Nesses casos
o tempo de execugdo da simulacdo pode ser proibitivo para se
obter uma determinada precisdo. Por exemplo, para se obter
uma precisdo de 10% sdo necessarios 100/ P, amostras!, ou
seja probabilidades da ordem 10~ necessitam de 10® amos-
tras. Desse modo é altamente desejavel métodos que simulem
sistemas complexos mas que reduzam significativamente o
esforco computacional.

O método de valorizagdo das amostras (Importance Sam-
pling), também chamado de Monte Carlo modificado [1], pode
ser usado para essa finalidade. A idéia bésica da valorizacdo
das amostras & gerar as entradas aleatorias utilizando uma
distribuicdo diferente da verdadeira chamada de distribuicdo
de simulacdo. Para que a frequéncia relativa seja estimada de
forma apropriada os dados observados sdo ponderados por uma
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1Significa que o desvio padrdo da estimativa & 10% do valor verdadeiro
Py.

razdo de verossimilhanca a posteriori chamada de peso. Uma
escolha adequada da distribuicdo de simulacdo pode reduzir
de maneira substancial o tempo de execucdo da simulagdo.

A valorizacdo das amostras obteve bastante sucesso nos
sistemas de comunicagbes sem codificacdo mas a eficiéncia
do método caia bastante com a introdugdo de codificadores
[2]. Com a introdugdo do conceito de simulagdo através do
evento erro por Sadowsky [3], a aplicacdo desse método
aos sistemas codificados se tornou possivel. Em Albert e
Assis [4] esse método foi aplicado aos codigos convolucionais
com decodificacdo de Viterbi em canais binérios assimétrico
e com apagamento. Enquanto o termo evento erro & mais
adequado para codigos convolucionais, o termo centro de erro
introduzido por Ferrari e Bellini em [5], & mais apropriado
para codigos de bloco e sera adotado no presente trabalho. O
conceito de centro de erro é bastante similar ao de evento
erro, e foi usado por Ferrari e Belini em [6] aos codigos
de produto com decodificacdo iterativa. A contribuicdo deste
trabalho é a aplicacdo desse conceito na simulagdo dos siste-
mas de comunicac¢Bes que utilizem codificadores convolucio-
nais concatenados em paralelo no processo de codifica¢do e
decodificacdo iterativa (turbo).

Desde que surgiu em 93 [7], a decodificacdo iterativa de
codigos concatenados tem sido o foco da aten¢do da comu-
nidade que lida com a teoria dos codigos. Varios esquemas
foram propostos levando-se em conta 0 modo como os codi-
ficadores sdo interligados, em paralelo ou em série, e o tipo
dos codificadores, convolucionais ou de bloco bem como da
técnica de decodificagdo utilizada. Nenhum método analitico
para se avaliar o desempenho desses esquemas estéa disponivel
até o momento. Portanto a simulagdo por computador é a
alternativa mais adequada nesses casos. Como a probabilidade
de erro de bit costuma ser muito baixa para relagdes sinal/ruido
modestas quando o processo de codificagdo/decodifcacdo tur-
bo é utilizado, o0 método de MC tem um custo computa-
cional proibitivo, como j& foi mencionado anteriormente. A
valorizagdo das amostras se apresenta como uma alternativa
interessante para avaliacdo desses esquemas, e até onde 0s
autores tem conhecimento isso ainda ndo foi realizado.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: na
Secdo Il sdo apresentados os fundamentos tebricos do
método de valorizagdo das amostras aplicado aos sistemas de
comunicag8es codificados; na Secdo 111 & o mostrado o sistema
simulado bem como os resultados obtidos; finalmente na
Secdo IV estdo as consideragdes finais a respeito do trabalho.
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Il. FUNDAMENTOS DO METODO DE VALORIZAGAO DAS
AMOSTRAS

A. Probabilidade de Erro de Decodificacdo Especifica

Considere um canal cuja seqiiéncia de simbolos da entrada
x = (zg,21,...,Tn-1) € X", em que X & o conjunto finito
de simbolos da entrada do canal, produz uma seqiiéncia de
simbolos aleatorios Y = (Yp,Y1,...,Y,—1) € Y™ na saida,
sendo ) o conjunto de simbolos, possivelmente infinito, da
saida do canal?. Este canal é caracterizado pela fungio densi-
dade de probabilidade conjunta condicionada no caso continuo
(ou funcdo de massa de probabilidade conjunta condicionada
para distribuicdes discretas) dada por f(y|x) quando x foi
transmitido. Se o canal for estacionario e sem memoria entao

flylx) = H p(yklzr) @)

em que p(yx|zx) € a probabilidade de transi¢do do canal para
uma (nica entrada e uma (nica saida do canal. O foco do
trabalho serad nesse tipo de canal para mostrar a viabilidade
do método, mas os resultados podem ser estendidos a outros
tipos de canal.

Seja C um codigo de bloco binério (n, m). Uma palavra do
codigo é representada por ¢ = (co,¢1,...,Cn-1)

Uma regra de decodificagdo & uma estratégia para estimar
uma palavra codigo, ¢, para cada seqiiéncia recebida possivel,
y. Para cada palavra cbdigo, ¢ € C, & associada uma regido
de decisdo, D(c) € Y™. O conjunto de todas as regides de
decisdo forma uma particdo de Y™. A palavra cbdigo, c, é
decodificada sempre que y € D(c). Se D(c) for a regido de
decisdo que maximiza p(y|c) o decodificador é chamado de
verossimilhanga méxima.

Um erro de decodificacdo ocorre quando o decodificador
escolhe uma palavra codigo diferente da palavra codigo que
foi transmitida, em outras palavras, y € D(c’) e ¢’ € C quando
c foi transmitido e ¢’ # c. A probabilidade desse evento
ocorrer & chamada de probabilidade de erro de decodificacao
especifica e denotada por P(c’|c) que & a probabilidade de ¢’
ser decodificado quando ¢ foi transmitido. ¢’ & denominado
de centro de erro especifico. A probabilidade de erro de
decodificacdo especifica pode ser escrita como

P(c'le) = f(yle)dy )
D(<’)
em que f(y|c) é a fungdo densidade (massa) de probabilidade

conjunta. Usando uma funcdo indicadora, I/ (y), da regido de
erro D(c’) definida por

0 sey¢D(c)
I (y) = 3
¥) {1 sey € D(c/) ®)
a equagdo (2) pode ser reescrita como
o= [+ [1om)sie)dy @)

2Valores deterministicos serdo representados por letras minGsculas enquanto
que as variaveis aleatorias por maidsculas.

A probabilidade de erro de bit quando a palavra codigo,
c, foi transmitida , Py(c), pode ser definida como o valor
esperado, E/[.], do nimero de bits errados apos a decodificago,
Ny, dado que ¢ foi transmitido, dividido pelo nimero de bits
de informacdo, m = log, M, transmitidos por uma Unica
palavra codigo, assim

Pb (C) =

Se o nOmero de bits de informagdo errados apbs a
decodificagdo provocados pela decodificagdo de ¢’ em vez de
c for ny(c, ¢’) entdo

L Bl (5)
m

E[Ny|e] = ) my(c,¢')P(c'|e) (6)
c’'eC
Substituindo (6) em (5) obtém-se
Pe) = - S mfe.¢)P(ee) )
c’eC

Considerando que um codificador turbo opera com blocos
de simbolos de informacdo por vez, nesse sentido ele pode
ser visto como um codificador de bloco, (ver [8] pagina 77).
Portanto o que foi exposto pode ser aplicado ao codigo turbo
analisado.

B. Método de Valorizacdo das Amostras

A idéia aqui é estimar a probabilidade de erro de bit, Py(c),
pela estimativa da probabilidade de erro de decodificacdo
especifica, P(c’|c), e aplicar esses resultados em (7). Cada
probabilidade de erro de decodificacdo especifica & estima-
da independentemente usando o método de valorizacdo das
amostras. A simula¢do usa uma fungdo densidade conjunta,
f*(y|x = ¢), chamada de funcdo densidade de simulacdo,
diferente da fungio densidade conjunta original, f(y|x = c)®.

Considerando a equacdo (4), dividindo e multiplicando o
integrando por f*(y|c) tem-se

:/.../[c( )fyc) f(yle) dy

/ / o (y)w(yle)f* (yl|c) dy ®)
:/.../];‘/(y)f*(y|c)dy

_ flyle)
w(yle) = (310 )

& uma razdo de verossimilhanca chamada de funcdo de
ponderacdo da valoriza¢do das amostras ou simplesmente de
peso. E I} (y) = I (y)w(y|c).

A equagdo (8) & o valor esperado de I (y) e pode ser
estimada por

em que

1 Nva

p*(CI|C) = N—VA

I (Y®)
i=1 (10)

1 Ny a . .
=S w91 (YD)

Ny g “—
=1

3Por simplicidade sera usada a notagdo f(y|c) = f(y|x = c)
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em que P*(c/|c) & uma estimativa da probabilidade de erro
de decodificagao especifica quando a palavra codigo, ¢, foi
transmitida, Nv 4 & 0 nimero de execugBes da simulagdo usan-
do valorizagdo das amostras e Y) = (v, v ... v"))
representa a seqiiéncia de saida do canal na i-ésima execugdo
da simulagdo.

O valor esperado da estimativa da probabilidade de erro de
decodificacdo especifica pode ser calculado como mostrado a
seguir.

Ny a
B[P (o) = B[~ Y w(Y Vo)l (YD) (1)
=1

em que E*[] representa o valor esperado em relagdo a funcao
densidade de simulag3o, f*(y|c). Como cada valor simulado
w(YW|e) I (YD) & independente de qualquer outro valor
simulado anteriormente a equacdo (11) torna-se

E*[P(ce)] = E*[w(YW|e) Lo (YD)

- / / w(yle)Le (v)f
= P(c'|e)
e portanto, a estimativa, P*(c’|c) é despolarizada. A variancia

da estimativa pode ser calculada de maneira similar, usando o
fato dos valores simulados serem independentes,

“(yle) dy
(12)

flyle)d

. 1
Var*[P*(C/|C)]:Var*[N—VAZ w(YWVle) I (YW)]
Ny a -
(YD1 (Y )] 49

= var®
N2 Z
i=1

1
= var YD e
(YOl

(Y W)]

em que var*[.] representa a variancia em relacdo a f*(y|c) e

var* [w(Y® |e) L (YD)

:/.../[w(y|c)fc'(}’)]2
/ / (v]e)? Ie:(¥)* (y]e) dy — P([c)

/ / (yle) e (v)f(yle) dy — PA(¢'|c).

O objetivo da utilizagdo do método da valorizacdo das
amostras & conseguir uma determinada precisdo da estimativa
com o menor nimero possivel de execucdes da simulagdo.
Isto € alcangado quando a variancia dada por (13) for a menor
possivel. Como ja foi dito, é necessario escolher f*(y|c) de
modo a minimizar (13), de fato se

) _ fle)le (y)
f (y|C) - P(C/|C)
e substituindo esse valor em (14) a variancia em (13) sera
igual a zero. Esse valor 6timo no entanto ndo é possivel de
ser conseguido, pois supde o conhecimento de P(c’|c) que

f*(yle)dy — P*(c|e)
(14)

(15)

& o pardmetro a ser estimado. No entanto (15) pode sugerir
valores sub6timos para f*(y|c).
Uma estimativa da varidncia amostral, 9*(c’|c), de

var*[w(Y®|c) I (Y1V)] em (14) & obtida pela equagio abai-
X0
Ny 0
7k % i / 2
V(| NVA ;:1 w(YWe)* Lo (YD) - (P*(c[c))
(16)

de modo que uma estimativa, V(c’|c), para var*[P*(c/|c)]
em (13) ser entdo

Or % 1 Ok
Vi(c'le) = oV (c'lc)

VA
1 Ny a @ 0 1

= g w(YW|e)21., (YD) — P*(c'|c))?
N2 P ( |) ( ) N ( ( |))

(17)

observe que a estimativa decresce com o quadrado do nimero
de execugdes, Ny 4, e com o quadrado do peso, w(Y@|c),
no primeiro termo de (17), portanto & imprescindivel que este
seja menor que um na regido de erro, D(c’), de modo a reduzir
a variancia e com isso aumentar a precisdo da estimativa.
Este valor é usado para estimar a precisdo da valorizacdo das
amostras.

Il. SIMULAGAO DE UM SISTEMA DE COMUNICAGOES
coMm CoDIFICAGAO TURBO

A. Codificador/Decodificador Turbo Simulado

O processo de codificagdo turbo é realizado por dois co-
dificadores convolucionais concatenados em paralelo (CCCP),
como mostrado na figura 1, os dois codificadores componentes
sdo convolucionais sistematicos recursivos (CSR) e idénticos,
separados por um entrelacador, a.

(O]

u X X
— PAD MUX[—
ﬁ/ @2
U D D
X(l)

Fig. 1. Codificador turbo

Cada codificador componente tem uma matriz geradora de
codigo g = [7; 5] e restricdo de comprimento K = 3. Os bits
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de saida em funcdo dos bits da entrada no tempo ¢, podem
ser descritos pelas equacBes seguintes.

w,(co) = Uk
ac,(gl) =ar D ag—2 (18)

ar = Uk B ag—1 D ag—2

O bloco PAD ¢ usado para adicionar bits a palavra de
entrada u, de modo que o primeiro codificador componente
termine num estado conhecido. Esse bloco ndo foi imple-
mentado. A entrada do primeiro codificador componente é
alimentada com a sequéncia de entrada u obedecendo a sua
ordem original. O segundo codificador componente tem como
entrada a sequéncia u permutada pelo entrelagador a(u).

O entrelagador tem um papel importante na codificacdo
turbo. Primeiramente ele gera um codigo de bloco longo a
partir de codificadores convolucionais com restricdes de com-
primento pequenas. Uma outra caracteristica importante é que
ele descorrelaciona as entradas dos dois decodificadores, de tal
forma que algoritmos de decodificacdo iterativos sub6timos
baseados na troca de informacdo entre os decodificadores
componentes podem ser aplicados. Se estas seqiiéncias de
entrada sdo descorrelacionadas a uma grande chance que
depois da correcdo de alguns erros por um dos decodificadores
o0 outro decodificador corrija 0s erros que permanecerem [8].
Em geral, quanto maior o comprimento do entralagador maior
€ a capacidade de correcao de erros do codificador turbo, em
contrapartida maior & o seu retardo.

Dois tipos de entrelacadores sdao usados na pratica:
o entrelacador retangular e o entrelagador uniforme. Um
entrelagador retangular a x b, tendo a linhas e b colunas, os
dados sdo escritos (entrada) linha por linha e lidos (saida)
coluna por coluna. Um entrelagador uniforme de comprimento
L, por sua vez, & um dispositivo probabilistico gue mapeia
uma dada palavra de entrada com peso w em uma das distintas
(“=) permutacBes com probabilidade 1/(“~) [9], [10]. Na
simulacdo foi usado L, = 8 para apresentar o método da
valorizac8o das amostras. Para valores ndo muito maiores que
este, & impraticavel a analise de todos os centros de erro,
portanto & necessario um modo de se podar 0 espago de
centros de erro concentrando-se nos mais importantes, (0s mais
frequentes), para o calculo da probabilidade de erro.

A saida dos dois codificadores CSR componentes junto
com a saida sistematica sdo entfio multiplexadas produzindo
a sequéncia de bits do codificador. Observe que a chave
S na figura representa o mecanismo de extracdo de bits
para aumentar a taxa do codificador, 0 modelo simulado ndo
apresenta esta caracteristica. O CCCP simulado tem taxa 1/3.

O decodificador turbo simulado estd mostrado em diagrama
de blocos na figura 2. Cada decodificador componente (DEC;
e DEC,) utiliza o algoritmo de Viterbi com saida suave (SOVA
- soft output Viterbi algorithm) [11]. Os blocos « e o~ ! repre-
sentam o entrelagador (idéntico ao entrelacador do CCCP) e o
desentrelador respectivamente. A sequéncia de bits y entregue
pelo demodulador & demultiplexada formando as sequéncias
y©yWy® que sdo respectivamente a saida sistematica e
as saidas dos codificadores componentes do codificador turbo
estimadas pelo demodulador. L§, e L§; representam os valores

suaves (extrinsecos) gerados pelos respectivos decodificadores
componentes. O resultado do processo de decodificagdo € re-
presentado pela saida %(°) apbs um certo nimero de iteracdes
(realimentacBes). O processo de codificacdo e o algoritmo de
decodifica¢do estdo detalhados em [12].

o
=

o) L Lo ‘o |

y - DEC, = DEC,

(0)

y
@f

y(2)

Fig. 2. Decodificador turbo

B. Polarizac¢do do Canal

O canal simétrico binario (BSC)* é usado para ilustrar
os principios discutidos anteriormente. O BSC é um canal
discreto sem memoria e caracterizado pelas probabilidades de
transicdo, p(y|x), mostradas na Tabela I. A probabilidade do
canal trocar o bit de informagao transmitido, A, &€ chamada de
probabilidade cruzamento.

TABELA |
PROBABILIDADESDE TRANSICAO PARA O BSC.

plylr) [y=0y=1
=0 1—X | A
r=1 A 1—X

O objetivo da polarizagao do canal & produzir com maior
freqliéncia os centros de erro na saida do mesmo. Uma maneira
de conseguir isto é alterar a probabilidade de cruzamento de
forma que A\* > \, em que \* é a probabilidade de cruzamento
de polarizagdo. Na realidade ndo existe um A\* Gnico 6timo
para todos os centros de erro e para conseguir bons resultados
seria necessario calcular uma probabilidade de cruzamento de
polarizagdo 6tima para cada centro de erro em particular. Essa
abordagem apresenta restricdes a medida que o tamanho das
palavras codigo cresce, [3].

Observe que como modelo de canal f*(y|c) ndo precisa ser
estacionario nem sem memoria. De fato, 0 modelo de canal
polarizado adotado é variante no tempo e depende do centro
de erro ¢’ e é idéntico ao modelo ndo estacionario apresentado
por Sadowsky em [3] e mostrado abaixo,

LA
A_{1/2

em que ¢y representa um bit de informacao da palavra codigo
transmitida no tempo ¢ e ¢j, representa um bit de informag&o

—
S€ ¢ = ¢,

19
se ¢ # ¢, (19)

4A sigla se origina do inglés, binary symmetric channel, e é utilizada aqui
por ser de uso comum.
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do centro de erro no mesmo tempo se este tivesse sido trans-
mitido. Veja que nesse modelo, o canal polarizado direciona
a palavra codigo transmitida para o centro de erro especifico.

C. Resultados

Em todas as simulacgdes foi usado o mesmo entrelagador de
8 bits com a seguinte caracteristica «(0,1,2,3,4,5,6,7) =
(6,3,7,1,2,4,5,0) para efeito de comparacdo e validagdo do
método usado, pois entrelagadores diferentes influenciam no
desempenho dos codigos turbo, principalmente quando sao
pequenos. O codificador tem taxa 1/3 e 28 = 256 palavras
codigo. Sem perda de generalidade foi considerado que a
palavra de informago 0 foi transmitida® e os 255 centros de
erro foram avaliados de acordo com a equacdo (10) e levados
a equacgdo (7) para o calculo da probabilidade de erro de bit.

A figura 3 mostra uma comparagdo entre 0 método de MC
e o de valorizacdo das amostras, com uma iteracdo e com
dez iteragdes, cada ponto foi simulado de modo a ter uma
precisdo relativa de 10%. Observe que as curvas estdo bastante
proximas o que valida o0 método de valorizagdo das amostras.
Em termos de eficiéncia serd considerada a razdo entre 0s
tempos de simulagcdo de MC pelos tempos de simulagdo por
valorizacdo das amostras, n = Tarc /Ty 4. Por exemplo para
probabilidade de cruzamento A = 0.05, para uma iteracao, o
método de MC é mais eficiente e = 0.33, no entanto para
A = 0.01, também para uma iteragdo, o método de valorizagdo
das amostras apresenta uma eficiéncia de n = 46.1. Para
probabilidade de cruzamento mais baixas 0os ganhos sdo ainda
mais significativos.

0.1F T T

BER

i i i i i i
005 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11
Crossover probability

Fig. 3. Comparag@o entre MC e valorizacdo das amostras para codigos turbo
com uma e dez iteracdes

Para reforcar a potencialidade do método adotado, a fi-
gura 4 mostra a curva probabilidade de cruzamento versus
probabilidade de erro de bit para 0.0001 < A < 0.0009.
A decodificacdo é realizada com uma e com dez iterages.
Observe que sdo obtidas probabilidades de erro da ordem de
10—, que seria impraticavel com o método de MC.

5Se o canal for sem memoria, o codificador for linear e o decodificador for
de verossimilhanga méaxima entdo a probabilidade de erro de bit independe
da palavra codigo transmitida e portanto P, = Py, (c) em (7)

1e-09

T ]
IS 1] —o— |
IS0} -+

1e-10 ¢
le-11

le-12 ¢

BER

le-13

le-14 o

i
0.0008

i i i
0.0004 0.0005 0.0006
Crossover Probability

-15 ‘
0.0001  0.0002

le

i i
0.0003 0.0007 0.0009

Fig. 4. Simulagdo para 0 BSC usando valorizagdo das amostras com uma e
com dez iteragdes.

IV. CONCLUSAO

O método de valorizagdo das amostras se mostrou como
uma alternativa viavel na simula¢do de codigos turbo, prin-
cipalmente quando as probabilidades de erro estimadas sdo
da ordem de 10~ ou menores, nesses casos ha uma reducio
expressiva no tempo de simulagdo entre os dois métodos. O
decodificador foi simulado com uma e com dez iteracdes.

Embora o BSC tenha sido escolhido para exemplificar a
aplicacdo do método, outros canais mais complexos podem
ser utilizados em conjunto com esquemas de modulagao,
equalizacdo, etc.

Para codificadores com um ndmero grande de palavras
codigo, ¢/ € C, a utilizacdo da abordagem acima pode
ser mais ineficiente que o uso do método de MC, ou até
mesmo impraticavel devido ao grande nimero de alternativas.
No entanto, quando a relagdo sinal/ruido é bastante alta e
as probabilidades de erro sdo pequenas, geralmente apenas
poucos termos sio dominantes na soma na equacdo 7. E
necessario identificar esses termos e concentrar neles o esforgo
computacional. E possivel se fazer isso analisando a estrutura
do codificador e escolhendo aqueles que tenham uma distancia
de Hamming mais proximas da palavra codigo transmitida.
Esse & o proximo passo do presente trabalho.
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