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Substituiç̃ao Homof̂onicaÓtima com Restriç̃ao
Valdemar C. da Rocha Jr., Cecilio Pimentel e Marcos Müller Vasconcelos

Resumo— A substituição homof̂onica é uma t́ecnica
através da qual cada śımbolo de uma fonteé representado
por um ou mais śımbolos denominados homofonemas.
Este artigo apresenta um esquemáotimo de substituiç̃ao
homofônica, para tratar o caso no qual cada palavra
de homofonema tem como śımbolos variáveis aleat́orias
independentes e identicamente distribúıdas, obedecendo
uma distribuiç ão de probabilidade arbitrária. Um algo-
ritmo é apresentado para decompor as probabilidades dos
śımbolos de uma fonte, o qual produz a cada passo o con-
junto de homofonemas de ḿınima entropia. É apresentada
uma prova da otimalidade deste algoritmo no sentido de
que minimiza a redundância resultante.

Palavras-Chave— Substituição homof̂onica, criptografia, teoria
da informação.

Abstract— Homophonic substitution is a technique by which
each source symbol is represented by one or more symbols
called homophones. This paper presents an optimum homophonic
substitution scheme to handle the case in which the symbols
of each homophonic codeword are independent and identically
distributed random variables, distributed according to an ar-
bitrary probability distribution. An algorithm is presented for
decomposing the source symbol probabilities which produces at
each iteration the set of homophones of least entropy. A proof is
presented of the optimality of this algorithm in the sense that it
minimizes overall redundancy.

Keywords— Homophonic substitution, cryptography, informa-
tion theory.

I. I NTRODUÇÃO

Substituiç̃ao homof̂onica [1], [2] é uma t́ecnica criptogŕafica
para reduzir a redundância de uma mensagem a ser cifrada,
ao custo de uma certa expansão do texto claro. Esta técnica
consiste na substituição (one-to-many) de cada letra da men-
sagem original por um substituto ouhomofonema, em um
alfabeto maior, para formar a mensagem de texto claro queé
ent̃ao cifrada [3]. Cada homofonemaé representado (one-to-
one) por uma palavra código, cujos śımbolos geralmente são
uniformemente distribúıdos e estatisticamente independentes,
e que conseq̈uentemente tornam a cifra mais segura por
aumentar a sua distância de unicidade [4].

A fim de simplificar nosso tratamento do assunto, con-
sideraremos apenas a substituição homof̂onica aplicada na
seq̈uência de sáıda U1, U2, U3, . . . de uma fonte discreta sem
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meḿoria (DMS) K-ária, poŕem a teoria apresentada aplica-
se tamb́em a fontes com meḿoria, bastando apenas substituir
a distribuiç̃ao de probabilidade deUi pela distribuiç̃ao de
probabilidade condicional deUi dados os valores observados
de U1, U2, . . . , Ui−1. Para uma DMSK-ária o problema
da substituiç̃ao homof̂onica reduz-se ao caso de umaúnica
variável aleat́oria U . Seja U uma varíavel aleat́oria assu-
mindo valores no conjunto finito{u1, u2, . . . , uK}. Vamos
supor, sem perda de generalidade essencial, que todos osK
valores deU possuem probabilidade não-nula de ocorrência
e que K ≥ 2. O homofonemaV para U assume valores
no conjunto{v1, v2, . . .}, o qual pode ser finito ou infinito
cont́avel, eé caracterizado pelo fato de que para cadaj existe
exatamente umi tal que P (V = vj |U = ui) 6= 0. Para
a substituiç̃ao homof̂onica D-ária de comprimento variável,
ao homofonemaV é associada umapalavra de homofonema
(X1, X2, . . . , XW ), na qualXi é uma varíavel aleat́oria D-
ária e o seu comprimentoW é tamb́em em geral uma variável
aleat́oria. Em geral requer-se que as palavras de homofonema
sejam alocados de tal modo que(X1, X2, . . . , XW ) seja uma
codificaç̃ao de V livre de prefixo, i.e., tal que as palavras
de homofonema(x1, x2, . . . , xw) sejam todas distintas e que
nenhuma delas seja prefixo de uma outra. Se os compo-
nentesX1, X2, . . . , XW da palavra associada ao homofonema
V forem varíaveis aleat́orias D-árias estatisticamente inde-
pendentes e uniformemente distribuı́das, a substituiç̃ao ho-
mofônicaé dita serperfeita[2]. A substituiç̃ao homof̂onica foi
definida em [2] comóotima se ela for perfeita e se minimizar
o comprimento ḿedio E(W ) das palavras de homofonema,
sobre substituiç̃oes homof̂onicas perfeitas [5].

Em 2001 foi introduzido um algoritmo [6] (vide Ap̂endice)
para realizar substituição homof̂onica com alfabeto bińario,
no qual os śımbolos em cada palavra de homofonema são va-
riáveis aleat́orias independentes e identicamente distribuı́das,
obedecendo uma distribuição de probabilidade arbitrária. A
import̂ancia deste algoritmo decorre do fato dele satisfazer
um limitante superior para a codificação homof̂onica bińaria
ótima livre de prefixo, o qual estipula que a diferença entre
a entropia dos homofonemas e a entropia da fonte não é
maior que h(p)/p bits [6], sendoh(.) a funç̃ao entropia
binária ep ≥ 1/2 uma das probabilidades dos sı́mbolos das
palavras de homofonema. No que vem a seguir iremos nos
referir a este algoritmo como oalgoritmo de ḿaxima entropia,
ou algoritmo MAX-ENT, por raz̃oes que ficar̃ao claras mais
adiante. O algoritmo MAX-ENT representa uma solução para
o problema formulado por Knuth [7, p.427], sobre a geração
de distribuiç̃oes de probabilidade usando uma moeda viciada, e
nos foi comunicado por Julia Abrahams [8]. Nossa motivação
para desenvolver o presente trabalho decorreu da observação
de que h́a casos, comóe ilustrado naSeç̃ao 2, Exemplo 1, nos
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quais pudemos realizar a substituição homof̂onica de modo
mais eficiente que pelo uso do algoritmo MAX-ENT. NaSeç̃ao
2 nós tamb́em provamos dois lemas os quais indicam um modo
para expandir o alfabeto da fonte, com incremento mı́nimo na
entropia do alfabeto expandido. NaSeç̃ao 3 nós introduzimos
um algoritmo para realizar a substituição homof̂onicaD-ária
com restriç̃ao, ou seja, na qual os sı́mbolos das palavras de
homofonema s̃ao varíaveis aleat́oriasD-árias (D ≥ 2), e cuja
distribuiç̃ao de probabilidade não é necessariamente uniforme.
Este procedimentóe ent̃ao demonstrado serótimo no sentido
de que minimiza a redundância total. Finalmente, naSeç̃ao 4
nós apresentamos algumas conclusões sobre este trabalho.

II. M OTIVAÇÃO E RESULTADOS B́ASICOS

Apresentaremos a seguir um exemplo ilustrando que em al-
gumas situaç̃oesé posśıvel realizar a substituiç̃ao homof̂onica
de modo mais eficiente que usando o algoritmo MAX-ENT.
Esta foi a nossa maior motivação para tentar melhorar o
desempenho do algoritmo MAX-ENT.

Exemplo 1:SejaU uma DMS bińaria comPU (u1) = 5/9
e PU (u2) = 4/9. Consideremos a substituição homof̂onica
binária perfeita aplicada aU quandoΠ2 = {2/3, 1/3} for a
distribuiç̃ao de probabilidade dos sı́mbolos das palavras de
homofonema. Aplicando o algoritmo MAX-ENT [6] (vide
Apêndice) obtemos

PU (u1) = 4/9 +
∞∑

i=0

8/34+2i

PU (u2) = 1/3 + 2/27 +
∞∑

i=0

8/35+2i,

que produz um comprimento médio E(W ) = 19/9 para as
palavras de homofonema e uma redundância deE(W ) −
H(U) = 2, 111 − 0, 991 = 1, 12 bits. Por outro lado, por
tentativa e erro obtivemos

PU (u1) = 2/9 + 3/9
PU (u2) = 4/9,

que produz um comprimento médio de5/3 para as palavras de
homofonema e uma redundância deE(W )−H(U) = 1, 667−
0, 991 = 0, 676 bits, i.e., uma redund̂ancia representando60%
daquela obtida com o algoritmo MAX-ENT.

Os dois lemas a seguir provêem a base para a construção do
algoritmo que apresentaremos naSeç̃ao 3, para a realizaç̃ao
da substituiç̃ao homof̂onicaD-ária ótima com restriç̃ao.

Lema 1: Seja U uma DMS K-ária com distribuiç̃ao de
probabilidade

PU = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)}
e entropiaH(U). A entropiaH(V ) associadàa distribuiç̃ao
de probabilidade

PV = {PU (u1), PU (u2), . . . , βPU (ui),
(1− β)PU (ui), . . . , PU (uK)},

contendoK + 1 termos, obtida expandindo-se o sı́mbolo ui

de U em dois novos śımbolos com probabilidadesβPU (ui) e

(1− β)PU (ui), respectivamente, onde0 < β < 1, é dada por

H(V ) = H(U) + PU (ui)h(β),

na qualh(β) denota a funç̃ao entropia bińaria.
Demonstraç̃ao: Sejaβ = 1 − β. Nós provaremos este

lema expandindo e simplificando a expressão deH(V ) do
seguinte modo

H(V ) = −
K∑

j=1,j 6=i

PU (uj) log PU (uj)

−βPU (ui) log [βPU (ui)]
−βPU (ui) log

[
βPU (ui)

]

= −
K∑

j=1,j 6=i

PU (uj) log PU (uj)

−βPU (ui) log β

−βPU (ui) log PU (ui)
−βPU (ui) log β

−βPU (ui) log PU (ui)

= −
K∑

j=1

PU (uj) log PU (uj)

+PU (ui)
[−β log β − β log β

]

= H(U) + PU (ui)h(β).

Lema 2: Seja U uma DMS K-ária com distribuiç̃ao de
probabilidade

PU = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)}
e entropiaH(U). Seja

PV1 = {PU (u1), PU (u2), . . . , α,

PU (ui)− α, . . . , PU (uK)} (1)

a distribuiç̃ao de probabilidade obtida pela expansão do
śımboloui deU em dois novos śımbolos com probabilidades
α e PU (ui)− α, respectivamente, e seja

PV2 = {PU (u1), PU (u2), . . . , α,

PU (uj)− α, . . . , PU (uK)} (2)

a distribuiç̃ao de probabilidade obtida pela expansão do
śımbolo uj de U, j 6= i, em dois novos śımbolos com
probabilidadesα e PU (uj) − α, respectivamente, i.e., am-
bos PV1 e PV2 cont̂em K + 1 termos cada e0 < α <
min{PU (ui), PU (uj)}. A entropiaH(V1), associada comPV1 ,
é maior que a entropiaH(V2), associada comPV2 , se e
somente sePU (ui) > PU (uj).

Demonstraç̃ao: Seja∆ = PU (ui)+PU (uj)−α > 0. Se
PU (ui) > PU (uj) teremos

PU (ui) > PU (ui)− α ≥ PU (uj) > PU (uj)− α

ou

PU (ui) > PU (uj) ≥ PU (ui)− α > PU (uj)− α.
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De modo equivalente,

PU (ui)/∆ > [P (ui)− α)]/∆
≥ PU (uj)/∆
> [P (uj)− α]/∆ (3)

ou

PU (ui)/∆ > PU (uj)/∆
≥ [PU (ui)− α]/∆
> [PU (uj)− α]/∆. (4)

ComoPU (ui)/∆ > [PU (uj)−α]/∆ segue quePU (ui)/∆ >
1/2, e em vista de (3) e (4) concluı́mos quePU (ui)/∆ >
máx{PU (uj)/∆, [P (ui)−α)]/∆} > 1/2. Portanto, ńos temos

h[PU (ui)/∆] < h[PU (uj)/∆],

i.e.,

h[PU (uj)/∆]− h[PU (ui)/∆] > 0.

Subtraindoh[PU (ui)/∆] de h[PU (uj)/∆] obtemos

h[PU (uj)/∆]− h[PU (ui)/∆] =
(1/∆) {−PU (uj) log PU (uj)
−[PU (ui)− α] log[PU (ui)− α]
+PU (ui) log PU (ui)
+[PU (uj)− α] log[PU (uj)− α]} > 0.

Entretanto, subtraindoH(V2) de H(V1) obtemos

H(V1)−H(V2) =
−PU (uj) log PU (uj)
−[PU (ui)− α] log [PU (ui)− α]
+PU (ui) log PU (ui)
+[PU (uj)− α] log[PU (uj)− α]

= ∆{h[PU (uj)/∆]− h[PU (ui)/∆]} > 0. (5)

Tendo provado a condição de necessidade, observamos que a
prova da condiç̃ao de suficîenciaé imediata a partir da equação
(5).

Fazendoα = βiPU (ui) em (1) e fazendoα = βjPU (uj)
em (2) obtemos peloLema 1H(V1) = H(U) + PU (ui)h(βi)
e H(V2) = H(U)+PU (uj)h(βj), ou seja,H(V1)−H(V2) =
PU (ui)h(βi)−PU (uj)h(βj). Como conseq̈uência de (5) pode-
mos escrever

H(V1)−H(V2) = PU (ui)h(βi)− PU (uj)h(βj) ≥ 0. (6)

Corolário 1: (Aos Lemas 1 e 2) Sejaur um śımbolo
da fonte para o qualPU (ur) − α ≥ 0 é um ḿınimo,
r ∈ {1, 2, . . . , K}. A fim de expandirmos de um sı́mbolo o
alfabeto da fonte, segundo o Lema 2, com o menor incre-
mento posśıvel na entropia do alfabeto expandido resultante,
precisamos substituir o sı́mbolo ur por dois novos śımbolos
cujas probabilidades são α e PU (ur)− α, respectivamente.

III. U M ALGORITMO ÓTIMO

Na substituiç̃ao homof̂onica D-ária padr̃ao, i.e., aquela na
qualΠD = {1/D, 1/D, . . . , 1/D}, o projetista beneficia-se do
fato de que uma dada probabilidade de sı́mbolo PU (ui), 0 <
PU (ui) < 1, possui essencialmente umaúnica decomposiç̃ao
na baseD. Esta afirmaç̃ao decorre da observação de que
PU (ui) ou tem umaúnica decomposiç̃ao queé uma soma de
pot̂encias negativas deD com um ńumero infinito de termos,
ou ent̃ao possui tanto uma decomposição queé uma soma
contendo um ńumero finito de pot̂encias negativas deD e
uma decomposiç̃ao queé uma soma contendo um número
infinito de pot̂encias deD, na qual o termo menor de todos
na decomposiç̃ao finitaé expandido numa soma contendo um
número infinito de pot̂encias negativas deD. Por exemplo,
para D = 3, PU (ui) = 4/9 pode ser decomposto tanto
como PU (ui) = 1/3 + 1/9, ou como PU (ui) = 1/3 +
(1/27)

∑∞
i=0(2/3)i.

A substituiç̃ao homof̂onica com restriç̃ao infelizmente ñao
herda a propriedade de ser essencialmenteúnica a decom-
posiç̃ao da probabilidade descrita acima. Isto significa que,
a fim de separarmos cada sı́mbolo da fonte em homofone-
mas, precisamos considerar a cada passo o conjunto total de
probabilidades quée produzido a partir das probabilidades
dos śımbolos da fonte. Lembramos que no casoD-ário,
com distribuiç̃ao uniforme dos śımbolos dos homofonemas,
podemos considerar a decomposição da probabilidade de cada
śımbolo isoladamente. Descreveremos a seguir uma maneira
de realizar a substituição homof̂onicaD-ária com restriç̃ao, na
forma de um algoritmo que denominaremos dealgoritmo de
ḿınima entropiaou, de modo abreviado, algoritmo MIN-ENT.

A. Algoritmo de ḿınima entropia

SejaΠD = {π0, π1, . . . , πD−1} a distribuiç̃ao de probabili-
dade dos d́ıgitos das palavras de homofonema. Os homofone-
mas s̃ao selecionados como nós terminais náarvore D-ária
enráızadaT com probabilidades, de tal modo que de cada
nó emanamD ramos com probabilidadesπ0, π1, . . . , πD−1,
respectivamente. O rótulo de um caminho emT é representado
por uma seq̈uência D-ária, formada pelos ńumeros inteiros
0, 1, 2, . . . , D − 1, associada aos ramos que constituem este
caminho. Denotemos porπλ0

0 , πλ1
1 , . . . , π

λD−1
D−1 a probabilidade

de um caminho emT , de comprimento
∑D−1

i=0 λi d́ıgitos,
contendoλi vezes o d́ıgito i, 0 ≤ i ≤ D − 1. Para uma
dada fonte o algoritmo MIN-ENT simultaneamente encontra
a decomposiç̃ao da probabilidade de cada sı́mbolo da fonte,
como uma soma finita ou infinita de termosπλ0

0 πλ1
1 . . . π

λD−1
D−1 ,

e a correspondente palavra livre de prefixo, na qual o dı́gito
i, 0 ≤ i ≤ D − 1 ocorreλi vezes. Denotemos porv(i, j) o
j-ésimo homofonema alocado ao sı́mbolo da fonteui, 1 ≤
i ≤ K, j = 1, 2, . . ., e denotemos porα(i, j) a probabilidade
de v(i, j).

Definiç̃ao 1: Definimos a soma corrente de sı́mbolo γm(i)
para U = ui na m-ésima iteraç̃ao do algoritmo MIN-ENT
como

γm(i) = PU (ui)−
j−1∑

k=1

α(i, k),
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com γm(i) = PU (ui) paraj = 0, na qualj denota o ńumero
de homofonemas alocados aui at́e am-ésima iteraç̃ao.

Definiç̃ao 2: Definimos o conjunto de soma correnteΓm

na m-ésima iteraç̃ao do algoritmo MIN-ENT como

Γm = {γm(i)|γm(i) > 0, 1 ≤ i ≤ K},
com Γ0 = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)}.

Sejaγmax = maxγm(i) ∈ Γm, 1 ≤ i ≤ K. Quandom = 0
no algoritmo MIN-ENT ńos constrúımos T a partir da raiz,
começando com apenasD folhas. Dáı ent̃ao ńos expandiremos
cada ńo terminal emT , cuja probabilidade excedaγmax, em
um ńumero ḿınimo de ramos suficiente para fazer com que as
probabilidades dos nós terminais extendidos resultantes sejam
iguais ou menores queγmax. Chamaremos áarvore resultante
de árvoreD-ária enráızada e processada com probabilidades,
Tp. Na m-ésima iteraç̃ao,m ≥ 1, um homofonemáe alocado
a um ńo terminal da correspondenteTp, de modo que o
nó terminal ñao utilizado que possua a maior probabilidade,
denotada porPM , seja alocado como um homofonema para
o śımbolo ur que apresente o ḿınimo valor ñao negativo
para a diferença entre sua soma corrente de sı́mbolo γm(r)
e PM , i.e., tal que mini{γm(i)− PM |(γm(i)− PM ) ≥ 0} =
γm(r) − PM ≥ 0, 1 ≤ i ≤ K. O algoritmo consiste dos
seguintes passos.

1) Façam = 0. Façaγ0(i) = PU (ui), 1 ≤ i ≤ K. Faça
Γ0 = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)}.

2) Determine γmax e construa aárvore Tp para a m-
ésima iteraç̃ao expandindo cada nó terminal ñao usado
na árvore constrúıda para a(m − 1)-ésima iteraç̃ao,
m ≥ 1, cuja probabilidade excedaγmax, em um ńumero
mı́nimo de ramos suficiente para fazer a probabilidade
dos ńos terminais resultantes menores ou iguais aγmax.

3) Encontre emTp, o caminho ñao usadoEl cuja prob-
abilidadeP (El) seja a maior dentre as dos caminhos
não usados, i.e.,P (El) = PM . Denotemos porl o
comprimento deEl.

4) Se, para1 ≤ i ≤ K, mini{γm(i)−Pm|(γm(i)−Pm) ≥
0} = γm(r) − Pm ≥ 0, nós ent̃ao associamos aur

o homofonema (ńo terminal) v(r, j) e a palavra de
homofonemaD-ária de comprimentol, cujos śımbolos
constituem o ŕotulo deEl emTp. Isto implicaα(r, j) =
PM . Compute a soma corrente de sı́mbolo γ

′
m(r) aṕos

esta decomposição e façaΓ
′
m = Γm − {γm(r)}. Se

γ
′
m(r) = 0 ent̃ao façaΓm+1 = Γ

′
m. A decomposiç̃ao de

PU (ur) estaŕa agora conclúıda e conteŕa j homofone-
mas, e seΓm+1 = φ ent̃ao FIM. Em caso contrário, i.e.,
seγ

′
m(r) > 0, ent̃ao façaΓm+1 = Γ

′
m ∪ {γ′m(r)}.

5) Façam ← m + 1.
6) Vá para o passo 2.
Exemplo 2:Seja U uma DMS comK = 3 e PU =

{53/81, 16/81, 4/27}. Consideraremos a seguir a substituição
homof̂onica bińaria perfeita com restrição aplicada aU quando
Π2 = {2/3, 1/3} é a distribuiç̃ao de probabilidade do alfabeto
das palavras de homofonema. Aplicando o algoritmo MAX-
ENT [6] obtemos

53/81 = 4/9 + 4/27 + 4/81 + 2/243 +
∞∑

i=0

8/37+2i

16/81 = 4/27 + 4/81

4/27 = 1/9 + 2/81 +
∞∑

i=0

8/36+2i,

que conduz a um comprimento médio das palavras de ho-
mofonema deE(W ) = 214/81 e a uma redund̂ancia de
E(W ) − H(U) = 2, 642 − 1, 27 = 1, 372 bits. Por outro
lado, aplicando o algoritmo MIN-ENT̀a fonte dada obtemos

PU (u1) = 53/81 = 4/9 + 1/9 + 2/27 + 2/81
PU (u2) = 16/81 = 4/27 + 4/81
PU (u3) = 4/27,

que conduz a um comprimento médio das palavras de homo-
fonema deE(W ) = 68/27 e a uma redund̂ancia deE(W )−
H(U) = 2, 52 − 1, 27 = 1, 25 bits, i.e., uma redund̂ancia
representando91% daquela obtida com o algoritmo MAX-
ENT.

Proposiç̃ao 1: SejaU uma DMSK-ária com distribuiç̃ao
de probabilidadePU = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)} e en-
tropia H[PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)]. SejaΠD = {π1, π2,
. . . , πD} a distribuiç̃ao de probabilidade dos dı́gitos das
palavras de homofonema. A substituição homof̂onica D-ária
perfeita com restriç̃ao aplicada aU , da maneira descrita no
algoritmo MIN-ENT, minimiza a redund̂anciaE(W )−H(U)
e portantoé ótima.

Demonstraç̃ao: É um fato conhecido [10] que a en-
tropia H(V ) dos homofonemas na substituição homof̂onica
perfeita est́a relacionada com o comprimento médio E(W )
das palavras de homofonema pela expressão

H(V ) = H(π1, π2, . . . , πD)E(W ).

Portanto, ao minimizarmosH(V ) estamos tamb́em mini-
mizando E(W ). A cada passo do algoritmo MIN-ENT o
alfabeto da fonte originaĺe extendido de um sı́mbolo e,
pelo Lema 2, decorre que a entropia do alfabeto extendido
sofre o incremento ḿınimo permitido. Este procedimentóe
repetido at́e que a decomposição deU em homofonemasV
seja conclúıda. Como conseq̈uênciaH(V ) tem o valor ḿınimo
posśıvel para um dadoPU , o que prova esta proposição.

IV. CONCLUSÕES

Introduzimos neste trabalho um algoritmo para realizar a
substituiç̃ao homof̂onica D-ária ótima com restriç̃ao, o qual
tem a caracterı́stica interessante de realizar simultaneamente a
seleç̃ao das probabilidades dos homofonemas e as respectivas
palavras de homofonema. Além disso, deduzimos propriedades
deste algoritmo que nos permitiram provar sua otimalidade
na minimizaç̃ao da redund̂ancia da substituiç̃ao homof̂onica
D-ária perfeita com restrição. Finalmente, registramos que o
algoritmo MIN-ENT produz os mesmos resultados obtidos por
tentativa e erro noExemplo 1.

APÊNDICE

Apresentamos a seguir os passos do algoritmo MAX-ENT
[6], seguindo a mesma notação daSeç̃ao 3.
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1) Façam = 0. SejaΓ0 o conjunto cujos elementos são
as probabilidades dos sı́mbolos PU (ui), 1 ≤ i ≤ K,
ordenados em ordem decrescente.

2) Determineγmax e construa áarvoreD-ária enráızada
e processadaTp, com probabilidades, para am-ésima
iteraç̃ao expandindo náarvore constrúıda para a(m −
1)-ésima iteraç̃ao, m ≥ 1, cada ńo terminal ñao usado
cuja probabilidade excedaγmax, em um ńumero ḿınimo
de ramos suficiente para fazer a probabilidade dos nós
terminais resultantes menores ou iguais aγmax. Faça
(i, j) = (i, 1) e γ0(i) = PU (ui), 1 ≤ i ≤ K.

3) Encontre emTp o caminho ñao usadoEl cuja proba-
bilidadeP (El) é a maior dentre aquelas dos caminhos
não-usados, i.e.,P (El) = PM . Denotemos porl o
comprimento deEl.

4) Seja ur o śımbolo da fonte ao qual corresponde a
máxima soma corrente de sı́mbolo γmax na m-ésima
iteraç̃ao. Associe aur o homofonema (ńo terminal)
v(r, j) e a palavraD-ária de homofonema de compri-
mentol, cujos śımbolos constituem o rótulo deEl in Tp.
Isto implicaα(r, j) = P (El). Faça(r, j) ← (r, j + 1).
Compute a soma corrente de sı́mbolo γ

′
m(r) aṕos esta

decomposiç̃ao e façaΓ
′
m = Γm−{γmax}. Seγ

′
m(r) = 0

ent̃ao façaΓm+1 = Γ
′
m. A decomposiç̃ao dePU (ur)

estaŕa agora conclúıda e conteŕa j homofonemas, e se
Γm+1 = φ ent̃ao FIM. Em caso contrário, i.e., se
γ
′
m(r) > 0 ent̃ao façaΓm+1 = Γ

′
m ∪ {γ′m(r)}.

5) Façam ← m + 1.
6) Vá para o passo 2.

Conclúımos peloLemma 2que o passo 4, no algoritmo
acima, causa o ḿaximo incremento de entropia possı́vel no
alfabeto expandido, daı́ a denominaç̃ao de algoritmo MAX-
ENT.

REFERÊNCIAS
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