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Abordagens téoricas para fixaç̃ao de preços de
serviços pela Internet

Lúcio F́abio de C. Guerra e José Ewerton P. de Farias

Resumo— Este artigo apresenta um estudo sobre as aborda-
gens téoricas aplicáveis à fixação de preços de serviços pela
Internet. Partindo de um modelo simplificado para a qualidade
do serviço, resultados analı́ticos s̃ao desenvolvidos e discutidos.
Um estudo de caso incluindo resultados nuḿericos é incluı́do.
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Abstract— This paper presents a study on the theoretical
approaches suitable for pricing of Internet services. Adopting
a simplified model for the quality of service, analytical results
are developed and discussed. A case study, including numerical
results is included.
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I. I NTRODUÇÃO

A quest̃ao central entre os aspectos econômicos relacio-
nados à Internet é a fixaç̃ao dos preços para os serviços
fornecidos pelos provedores. O preço pode ser usado como
um instrumento para a recuperação dos custos, para aumentar
a competiç̃ao entre os diversos provedores de serviços, e
para controlar a intensidade do tráfego. Um aspecto particular
relacionadòa fixaç̃ao de preços de serviços pela Interneté que
os usúarios pagam pela qualidade do serviço que, para uma
largura de faixa compartilhada, se deteriora com o aumento
da demanda. Existem várias abordagens para a determinação
de uma estratégia de fixaç̃ao de preços, entre elas: o método
baseado nos custos e o método baseado na otimização [1]. A
determinaç̃ao dos preços de serviços depende da abordagem
econ̂omica utilizada. Uma das abordagensé a da estrutura
de otimizaç̃ao, baseada no processo demaximizaç̃ao ou
minimizaç̃ao(ou seja, determinar um ḿaximo ou um ḿınimo
dentro de um conjunto de resultados). A estratégiaótima a ser
adotada pode ser encontrada aplicando-se a teoria dos jogos
ao problema [3],[4]. Em geral, quando os participantes são
o provedor e o usúario, aplica-se o jogol ı́der-seguidor(não-
cooperativo), no qual o provedor arbitra e ajusta um preço de
modo a maximizar a demanda dentro de um nı́vel desejado.
Todavia, a soluç̃ao deste jogo pode não ser ”justa” ou mesmo
não estar sobre afronteira de Pareto.

A proposta aqui para este jogoé adotar o jogocooperativo,
no qual é posśıvel se garantir uma solução ”justa”, bem
como uma situaç̃ao final melhor para todos os jogadores. Em
termos pŕaticos, a estratégia de jogo cooperativo necessita de
arbitragem e regulamentação externa(por exemplo, da parte do
governo).
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A maioria das abordagens que aplicam teoria dos jogos
à fixaç̃ao de preços de serviços pela Internet (aplicando
otimizaç̃ao) adotam um modelo de jogo tipo lı́der-seguidor
envolvendo provedores e usuários, respectivamente. Os pro-
vedores estabelecem preços na condição de ĺıderes, e os
usúarios respondem com demanda. Os provedores precisam
estabelecer os preços certos com a finalidade de induzirem
demandas adequadas pelos usuários e, assim, alcançarem os
maiores lucros possı́veis. Isto resulta em um jogo onde não
há cooperaç̃ao entre os participantes. Em [2] propõe-se o
estudo do problema da fixação de preços de serviços na
Internet usando-se uma abordagem de jogo cooperativo. Com
esta abordagem, são estudados todos os possı́veis resultados
em um espaço de utilidades, e os jogadores (provedores e
usúarios) determinam, através de negociação ou arbitragem,
qual resultado em particular constitui uma solução justa. Esta
soluç̃ao depende da definição do que se entende porjusto.
Tal definiç̃ao pode ser expressa através de um conjunto de
axiomas.

II. CONCEITOS TÉORICOS APLICADOS

Adotamos a Qualidade de Serviço (QoS) como o parâmetro
de interesse para a fixação de preços de serviços pela Internet.
Um modelo simples, que viabilize a aplicação de ḿetodos
numéricos para resolução do problema,́e utilizado.

A. Teoria dos jogos

Um jogo é uma situaç̃ao na qual dois ou mais parti-
cipantes, osjogadores, confrontam-se em busca de certos
objetivos conflitantes. Começando de um dado ponto, existe
uma seq̈uência demovimentos pessoais, em que cada um dos
jogadores escolhe entre várias possibilidades. Ainda podem
existir tamb́emmovimentos ao acaso, oualeat́orios, tais como
jogar um dado ou embaralhar um maço de cartas.

Assim, podemos definir, para a primeira categoria de movi-
mentos acima, osjogos de estrat́egia, enquanto que para a se-
gunda categoria definimos osjogos de azar. O nosso interesse
aqui est́a nos jogos de estratégia, dos quais aplicaremos alguns
resultados, dentro da abordagem de otimização, ao problema
da fixaç̃ao de preços de serviços pela Internet.

Outro elemento importante de um jogoé o conhecimento
sobre os movimentos exatos feitos até certo momento. Em
muitos casos práticos, o jogador executa um movimento pre-
vendo que existem várias posiç̃oes posśıveis de jogo.

No fim de um jogo, existe algum tipo depaga-
mento(resultado) aos jogadores. No caso de ganho, o jogador
obt́em umpagamento positivo. Se houver perda, ocorrepaga-
mento negativo. Chamaremos a qualquer resultado, a partir de
agora, deutilidade de cada jogador.
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Dentre os aspectos da teoria dos jogos, utilizaremos aqui
os jogos l ı́der-seguidor(não-cooperativo) e oproblema de
barganha(cooperativo) ao problema onde provedor e usuário
participam.

A terminologia e as definiç̃oes necessárias para cada jogo
são resumidas a seguir:

1) Jogo ĺıder-seguidor:
Seja c o preço que o provedor de serviços pela Inter-
net(PSI) anuncia. Uma vez fixado o preço, sejar a
demanda determinada pelo usuário. Denotemos também
as utilidades para o usuário e o PSI comoU(c, r) e
V (c, r).

2) Jogo cooperativo(problema de barganha):
Chamemos os jogadores de barganhistas. Associemos a
eles um par(u, v) de utilidades, ondeu corresponde ao
usúario ev ao PSI. Dáı, podemos determinar uma função
que leva um par(c, r) em (u = U(c, r), v = V (c, r)),
onde c, r, U(c, r), V (c, r) são as mesmas quantidades
definidas para o jogo lı́der-seguidor. O conjuntoS
de todos os pontos(u, v) é chamado deconjunto de
barganha.
Definamos oponto inicial s0 = (u0, v0) ∈ S como
sendo o resultado do jogo caso nenhum acordo seja
posśıvel entre os barganhistas. Então o conjuntoS
podeŕa conter somente pontos para os quaisu ≥ u0, v ≥
v0, e oproblema de barganhaseŕa representado pelo par
(S, s0). A soluç̃ao deste problemáe o ponto ”justo” ou
”igualitário” escolhido pelos dois jogadores.

Entendemos porjustiça ou eq̈uidadea caracteŕıstica de jogo
garantida pelos axiomas a seguir(que também permitem a
unicidade da soluç̃ao):

Axioma 2.1:Simetria:SeS é siḿetrico com relaç̃ao ao eixo
u = v e o ponto inicial est́a sobre o eixo, então a soluç̃ao est́a
tamb́em sobre o eixo.

Interpretaç ão: os jogadores s̃ao tratados igual-
mente.

Axioma 2.2:Otimizaç̃ao de Pareto: A soluç̃ao est́a sobre a
fronteira de Pareto.

Interpretaç ão: nenhum resultado pode ser melhor
para ambos os jogadores.

Axioma 2.3: Invariância com respeito a transformações
sobre as utilidades: A soluç̃ao ao problema de barganha
(f(S), f(s0)) é f(s∗), onde s∗ é a soluç̃ao do problema
(S, s0) e f é uma transformação afim.

Interpretaç ão: a soluç̃ao é a mesma se moedas
diferentes forem utilizadas.

Axioma 2.4: Independ̂encia de alternativas irrelevantes: Se
a soluç̃ao para o problema(S, s0) é s∗ e S′ ⊆ S, s∗ ∈ S′,
ent̃ao a soluç̃ao para(S′, s0) é tamb́em s∗.

Interpretaç ão: como s∗ é mais justo que todos os
pontos emS, e seS′ ⊆ S, ent̃ao s∗ deve ser mais
justo que todos os outros pontos emS′.

Com os axiomas 2.1–2.4 pode-se solucionar o problema por
meio do esquema de arbitragem de Nash. Outros critérios para
”justiça” podem ser encontrados em [1] e [5].

B. Modelo do sistema

Os participantes neste caso são o PSI e o
usúario(representando uma classe de usuários com mesmos
comportamentos esperados).Suponhamos que o usuário
gere solicitaç̃oes segundo uma distribuição de Poisson com
taxa de chegadaλ. Suponhamos também, sem perda de
generalidade, que cada solicitação necessite de uma unidade
de largura de faixa para satisfazê-la durante um intervalo de
tempo distribúıdo exponencialmente e com média unit́aria.
A taxa do serviçoé ent̃ao dada pela largura de faixaµ.
Cada solicitaç̃ao é acompanhada por uma exigência de
tempo ḿaximo de resposta(critério para QoS)denotado por
s, que é uma variável aleat́oria com funç̃ao densidade de
probabilidadef(s). Se o tempo de resposta real for menor do
que s, considera-se que o serviçoé aceit́avel; caso contrário
considera-se que o serviço falhou. A função f(s) pode ser
discretizada usando-se funções delta de Dirac quando o
conjunto de exiĝencias de QoS for composto por aplicações
com diferentes necessidades — por exemplo, voz sobre IP,
fluxo de v́ıdeo MPEG-2, e-mail, etc. Considerandos′ como
sendo o tempo de resposta realizado, um usuário obt́em
g(s, s′) ≥ 0 caso submeta a requisição. Ele obt́em 0 se
descart́a-la.

O primeiro caso consideradóe aquele onde o PSI fornece
apenas um tipo de serviço. Para cada solicitação ele cobra
uma remuneraç̃ao c. (Na realidade, o valor cobrado deveria
depender da duração associadàa solicitaç̃ao. No entanto, para
o modelo aqui descrito a disciplina do serviço independe
da duraç̃ao associadàa solicitaç̃ao. As solicitaç̃oes possuem
mesmas distribuiç̃oes de probabilidades para os tempos em
fila, não importando as suas durações. Assim pode-se adotar
uma remuneraç̃ao constante e igual̀a média. Suponhamos
tamb́em que o usúario utilize somente polı́ticas est́aticas, isto
é, poĺıticas dependentes somente da estatı́stica, mas ñao do
estado do sistema. Quando surge uma solicitação com tempo
máximo de resposta aceitável s, ele a submetèa Internet com
uma probabilidadeα(s) e a descarta com uma probabilidade
1− α(s).

C. Ańalise do modelo

A taxa de chegada submetidaà Internet seŕa αλ, onde:

α =
∫ ∞

0

α(s) f(s) ds (1)

Com isto a capacidade do enlace pode modelada por uma
fila M/M/1 [6] com taxa de chegadaα λ e taxa de serviço
µ, e a intensidade de tŕafegoseŕa:

ρ =
αλ

µ
. (2)

Suponhamos quePn, n = 0, 1, 2, . . . , sejam as probabi-
lidades estaciońarias de que hajamn solicitaç̃oes no sistema
([6] p.124). Ent̃ao:

Pn = (1− ρ) ρn, n = 0, 1, 2, . . . (3)

Usando ([6], Equaç̃ao (3.25)) e a equação anterior, encontra-
mos a ḿedia,T , do tempo de resposta:

T =
1

[(1− ρ) µ]
. (4)
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Sejar os tempos de resposta na fila. Então para um dados,
a probabilidade de quer > s seŕa:

P (r > s) = e−(1−ρ)µs. (5)

O ganho do usúario se uma requisição é submetidáe:

G(s) =
∫ ∞

0

g(s, s′)p(s′)ds′, (6)

onde p(s′) é a funç̃ao densidade de probabilidade, para o
tempo de serviços′.

Com as considerações acima, pode-se definir [2] que as
express̃oes para as utilidades (supõe-se que soluç̃oes analı́ticas
existam para casos simples) são dadas pelas equações (7)
(usúario) e (8) (provedor).

U(c, α) = λ

∫ ∞

0

G(s)α(s)f(s)ds− αλc (7)

V (c, α) = αλc, (8)

Determinemos agoraα(s) para umα fixo, a fim de maxi-
mizarmosU(c, α), obedecida a condição expressa na equação
(1) comα sendo uma constante. Para qualquerα, 0 < α < 1,
nós definimos o intervalo:

Iα =
{

Iα ⊂ [0,∞) : G(s) ≥ G(s′) se s ∈ Iα e
s′ 6∈ Iα;

∫
Iα

f(s)ds = α
(9)

Observa-se que para umα fixo, U(c, α) atinge o seu ḿaximo
quando escolhemosα(s) como sendo a função indicadora de
Iα:

α(s) =
{

1 ses ∈ Iα

0 caso contŕario
(10)

Para ser possı́vel uma ańalise do conjunto de utilidades
como um todo, definiremos agora a função bem estar social
S = S(α), como:

S = U + V = λ

∫ ∞

0

G(s)α(s)f(s)ds

III. E STUDO DE CASO

Nesta seç̃ao os resultados da seção 2 s̃ao aplicados a uma
situaç̃ao de interesse.

A. Aplicaç̃ao do jogo ĺıder-seguidor

Neste caso o problemáe o seguinte:

Para um dado preço estabelecido pelo PSI, o usuário
escolhe umα tal queU(c, α) seja maximizada. O
objetivo do PSIé escolher uma remuneração c de
forma a maximizar a sua utilidade dada pela equação
(8).

Na ańalise que se segue nós admitimos que o valor do serviço,
dado porg(s, s′), decrescèa medida que o tempo de resposta
máximo aceit́avel aumenta. Além disso, admitimos quef(s)
seja distribúıda exponencialmente, ou seja, quef(s) = ηe−ηs.
Dáı encontramosα(s) atrav́es de (9) e (10) e calculamosG(s)
pela equaç̃ao(6).

TABELA I

FUNÇÃO BEM ESTAR SOCIAL.

α Iα S
0, 1 [0; 0, 10536) 938, 91
0, 2 [0; 0, 22314) 1787, 5
0, 3 [0; 0, 35667) 2535, 7
0, 4 [0; 0, 51083) 3183, 4
0, 5 [0; 0, 69315) 3730, 1
0, 6 [0; 0, 91629) 4175, 1
0, 7 [0; 1, 204) 4516, 9
0, 8 [0; 1, 6094) 4750, 5
0, 9 [0; 2, 3026) 4852, 0

TABELA II

ESPAÇO DE UTILIDADES (U ; V ).

c α 0, 1 0, 2 0, 3
1 838, 91; 100 1587, 5; 200 2235, 7; 300
2 738, 91; 200 1387, 5; 400 1935, 7; 600
3 638, 91; 300 1187, 5; 600 1635, 7; 900
4 538, 91; 400 987, 5; 800 1335, 7; 1200
5 438, 91; 500 787, 5; 1000 1035, 7; 1500
6 338, 91; 600 587, 5; 1200 735, 7; 1800
7 238, 91; 700 387, 5; 1400 435, 7; 2100

A soluç̃ao para o jogo lı́der-seguidor é o equiĺıbrio
de Nash (U(c∗, α(c∗)), V (c∗, α(c∗))), onde α(c) =
arg[maxα∈R U(c, α)] e c∗ = arg[maxc∈C V (c, α(c))].

Exemplo: Aplicando-se a abordagem lı́der-seguidor,
suponhamosµ = 1000 pacotes/s;λ = 1000 paco-
tes/s;f(s) = e−s e g(s, s′) = 10e−s[u(s′)− u(s′ −
s)], ondeu(s′) é a funç̃ao degrau unit́ario. Teremos
assim como resultado:

G(s) = 10e−s[1− e−(µ−λα)s]

Como os valores eµ e λ são iguais, teremosρ = α

TABELA III

ESPAÇO DE UTILIDADES (U ; V ).

c α 0, 4 0, 5 0, 6
1 2783, 4; 400 3230, 1; 500 3575, 1; 600
2 2383, 4; 800 2730, 1; 1000 2975, 1; 200
3 1983, 4; 1200 2230, 1; 1500 2375, 1; 1800
4 1583, 4; 1600 1730, 1; 2000 1775, 1; 2400
5 1183, 4; 2000 1230, 1; 2500 1175, 1; 3000
6 783, 4; 2400 730, 1; 3000 575, 1; 3600
7 383, 4; 2800 230, 1; 3500 −24, 9; 4200

TABELA IV

ESPAÇO DE UTILIDADES (U ; V ).

c α 0, 7 0, 8 0, 9
1 3816, 9; 700 3950, 5; 800 3952; 900
2 3116, 9; 1400 3150, 5; 1600 3052; 1800
3 2416, 9; 2100 2350, 5; 2400 2152; 2700
4 1716, 9; 2800 1550, 5; 3200 1252; 3600
5 1016, 9; 3500 750, 5; 4000 352; 4500
6 316, 9; 4200 −49, 5; 4800 −548; 5400
7 −383, 1; 4900 −849, 5; 5600 −1448; 6300
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e ent̃ao faremosα variar no intervalo(0, 1). Dado
c = 1, 2, ..., 7, faremos os valores deα variarem em
0.1, 0.2, ..., 0.9. A tabela I apresenta, para cadaα,
o respectivo intervaloIα calculado, como também o
valor da funç̃ao bem estar socialS. Os pares(U, V ),
determinados para cada(c, α), são mostrados nas
tabelas II, III e IV. Aṕos a otimizaç̃ao das utilida-
des encontramos:c∗ = 5, α(c∗) = 0.5, (U, V ) =
(1230, 1; 2500)(ponto A da figura) eS(α(c∗)) =
3730, 1.

O resultado acima indica que o jogo lı́der-seguidor d́a
margens a resultados melhores para PSI e usuário(a soluç̃ao
não est́a sobre a fronteira de Pareto, dada pela retaS =
U + V = 4852, 0). A partir das equaç̃oes (7) e (8) diferen-
tes curvas(correspondendo a diferentes preçosc) podem ser
traçadas no espaço de utilidades(U, V ).

B. O jogo cooperativo

Nesta abordagem os dois jogadores, o PSI e o usuário,
escolhem um ponto sobre a fronteira de Pareto como solução
para o problema comum. Sobre a fronteira de Pareto o bem
estar sociaĺe maximizado. Digamos queα∗ seja o valor de
α tal que S(α∗) maximize a funç̃ao S. Tomaremos aqui a
soluç̃ao do jogo ĺıder-seguidorS(α(c∗)) como sendo o ponto
de partida. Seα∗ 6= α(c∗), deve-se deduzir queS(α∗) >
S(α(c∗)).

Obedecendo-se ao critério de justiça expresso pelos axiomas
2.1 e 2.2, os jogadores decidirão um valor copt para o
preço, de modo que a solução para o problema de barganha
(U(copt, α

∗), V (copt, α
∗)) seja encontrada(solução de Nash).

Fazendo um mesmo acréscimo deS(α∗)−S(α(c∗))
2 às utili-

dades no ponto de partida, ou seja, se

U(copt, α
∗) = U(c∗, α(c∗)) +

S(α∗)− S(α(c∗))
2

,

V (copt, α
∗) = V (c∗, α(c∗)) +

S(α∗)− S(α(c∗))
2

,

ent̃ao S(α∗) = U(copt, α
∗) + V (copt, α

∗) e ambos os jogado-
res obter̃ao as utilidades maximizadas, alcançando a solução
de Nash.

No exemplo anterior, vemos que a fronteira de Pareto
é dada porS(α∗) = 4852, 0, para α∗ = 0, 9. Logo,
S(α∗)−S(α(c∗))

2 = 560.95. Assim, a soluç̃ao de Nash será
(U, V ) = (1791, 05; 3060, 95)( ponto B na figura 1).

A abordagem acima mostrou-se mais vantajosa para ambos
os jogadores, assim como permite ampliar o conhecimento
sobre os resultados possı́veis no jogo. Todavia, em termos
práticos[2], a aplicaç̃ao do jogo cooperativo entre PSI e
usúario necessita de arbitragem e regulamentação externa(por
exemplo, da parte do governo)

IV. CONCLUSÃO

Um estudo sobre abordagens teóricas para a modelagem
do problema da fixaç̃ao de preços dos serviços usando a
Internet é apresentado. Partindo-se de uma modelo simplifi-
cado para a qualidade do serviço (QoS), diferentes abordagens
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Fig. 1. Soluç̃ao para o jogo lı́der-seguidor.

de otimizaç̃ao foram analisadas. O problema de barganha
entre o PSI (provedor de serviços pela Internet) e o usuário
(incluindo arbitragem e regulamentação externa) mostra-se
mais vantajoso, para ambos os jogadores, quando comparado
com o jogo ĺıder-seguidor.
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