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Expressão Fechada para a Probabilidade de Erro de
Bit de Esquemas QAM Sujeitos ao Desvanecimento

Rayleigh
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Resumo— Neste artigo é apresentada uma nova expressão,
fechada e exata, para a probabilidade de erro de bit (BEP, bit
error probability) do esquema

�
-QAM (

�
-ary quadrature am-

plitude modulation) para um canal com desvanecimento Rayleigh.
Também é obtida uma nova expressão, fechada e exata, para a
BEP do esquema R-QAM (rectangular QAM) arbitrário sujeito
ao desvanecimento Rayleigh.
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Abstract— This paper presents a new, exact, and closed-form
expression for the bit error probability (BEP) of

�
-QAM (

�
-

ary quadrature amplitude modulation) scheme considering the
Rayleigh fading channel. It is also obtained a new, exact and
closed-form expression for the BEP of an arbitrary R-QAM
(rectangular QAM) scheme subject to the Rayleigh fading.
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I. INTRODUÇÃO

As crescentes necessidades de maior capacidade e melhor
desempenho de sistemas de comunicação sem fio têm imposto
desafios no cenário de obtenção de elevadas taxas de trans-
missão, capazes de acomodar o crescente tráfego multimı́dia e
a diversidade de aplicações envolvendo comunicações móveis.
Nesse contexto, esquemas de modulação espectralmente efici-
entes têm recebido muita atenção. O esquema QAM (quadra-
ture amplitude modulation) é uma técnica apropriada para se
obter uma elevada taxa de transmissão sem aumentar a largura
de faixa dos sistemas de comunicação sem fio.

Apesar de muitos trabalhos (e.g. [1]–[6]) terem sido desen-
volvidos com o propósito de avaliar o desempenho do esquema
QAM em termos de probabilidade de erro de bit (BEP, bit
error probability), só recentemente, em um artigo de Cho
e Yoon [7], foi apresentada uma expressão fechada para a
BEP do esquema QAM com tamanho arbitrário de constelação
(esquema M -QAM, isto é, M -ary QAM), considerando um
canal com ruı́do aditivo gaussiano branco (AWGN, additive
white Gaussian noise).
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No presente artigo, os resultados apresentados por Cho e
Yoon em [7] são usados para obter uma expressão fechada para
a BEP do esquema M -QAM quadrado (square M -QAM) por
um canal com desvanecimento Rayleigh quando o mapeamen-
to de Gray é empregado. Além disso, no presente trabalho o
resultado apresentado em [8] para a BEP do esquema M -PAM
(M -ary pulse amplitude modulation) é estendido para obter
uma expressão nova, fechada, exata para a BEP do esquema
QAM retangular arbitrário I×J . Essas expressões apresentam-
se como uma forma conveniente de avaliar o desempenho do
esquema QAM para vários casos de interesse prático.

II. BEP DO ESQUEMA M -QAM

Com base na consistência do mapeamento de bit de uma
constelação submetida ao código de Gray [9], Cho e Yoon
obtiveram em [7] uma expressão para a BEP do esquema M -
QAM por um canal AWGN. Ela é dada por
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γ = Eb/N0 denota a relação sinal-ruı́do (SNR, signal-to-noise
ratio) por bit, bxc denota o maior inteiro menor que x, e erfc(·)
denota a função erro complementar, dada por

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2dt. (4)

Uma contribuição relevante de Cho e Yoon [7] foi exprimir
a BEP do esquema M -QAM para um canal AWGN em termos
da soma ponderada de funções erro complementar. Esses pesos
incorporam o efeito, na BEP, da posição k do bit em um
sı́mbolo com log2M bits.

Considere agora um canal com desvanecimento Rayleigh,
com amplitude de desvanecimento α, cuja função densidade
de probabilidade (fdp) é dada por

pA(α) = 2αe−α2

u(α), (5)
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em que u(·) é a função degrau unitário. Admita estimação
perfeita de desvanecimento e sincronização de sı́mbolo. A BEP
correspondente do esquema M -QAM para um dado α pode
ser obtida de (1)-(3) se for levado em consideração que após o
efeito de desvanecimento a relação sinal-ruı́do será modificada
por α2 [3]. Portanto, a probabilidade de o k-ésimo bit estar
errado para um dado α pode ser expressa como
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A BEP correspondente pode ser obtida integrando (6) com
relação à pdf de α, ou seja,
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Tendo em vista erfc(x) = 1−erf(x) e aplicando a substituição
α2 = u, a expressão anterior passa a ser dada por
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Levando em consideração que [10, Eq. 6.283]
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para <[ψ] > 0 e <[β] < <[ψ], a BEP para o esquema M -
QAM quadrado, PM -QAM,Ray, é finalmente expressa por
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Convém mencionar que a expressão apresentada neste artigo
para a BEP do esquema M -QAM é mais simples que a
expressão obtenı́vel a partir dos resultados apresentados por
Yoon e Cho em [11]. O cálculo da BEP a partir dos resultados
apresentados em [11] envolve uma função hipergeométrica.

Alguns resultados numéricos obtidos a partir da expressão
fechada para a BEP do esquema M -QAM sujeito ao desva-
necimento Rayleigh são apresentados na Fig.1, que mostra a
BEP em função da SNR por bit para M = 4, 16, 64 e 256.
Conforme mostra a figura, os resultados numéricos, obtidos
de (10), (11) e (3), são corroborados pelos resultados de
simulação de Monte Carlo. Observa-se na figura, por exemplo,
que cerca de 3–4 dB de SNR devem ser investidos para
transmitir um bit extra por componente (dois bits extras por
sı́mbolo) para manter a probabilidade de erro de bit média
em 10−2.

III. BEP DO ESQUEMA R-QAM

No esquema R-QAM (rectangular quadrature amplitude
modulation) arbitrário I × J , as formas de onda consistem
de duas portadoras moduladas em amplitude de forma inde-
pendente, em quadratura, as quais podem ser expressas por

s(t) = AI cos(2πfct) −AJ sen(2πfct), 0 ≤ t < T, (12)

em que AI e AJ são as amplitudes do sinal das componentes
em fase e quadratura, respectivamente, fc é a freqüência da
portadora e T é o intervalo de sı́mbolo. No esquema R-QAM
arbitrário I × J , log2(I · J) bits de informação são mapeados
em uma constelação bidimensional usando o código Gray.
Para cada conjunto de log2(I · J) bits de informação, log2 I
bits são mapeados na componente em fase, cuja amplitude
AI é selecionada do conjunto {±dI , ±3dI , . . . ,±(I −
1)dI}, em que 2dI é a distância euclidiana mı́nima entre
as componentes em fase dos sı́mbolos da constelação R-
QAM. De forma semelhante, log2 J bits são mapeados na
componente em quadratura, cuja amplitude AJ é selecionada
do conjunto {±dJ , ±3dJ , . . . ,±(I − 1)dJ}, em que 2dJ

é a distância euclidiana mı́nima entre as componentes em
quadratura dos sı́mbolos da constelação. Note que dI e dJ

podem ser diferentes sem perda de generalidade.
A demodulação do sinal QAM recebido pode ser feita

considerando as componetentes em fase e em quadratura
separadamente, isto é, realizando duas demodulações PAM
paralelas.

Nesta seção, os resultados apresentados em [8] para a BEP
do esquema M -PAM são estendidos para obter uma expressão
nova, fechada, exata para a BEP do esquema QAM retangular
arbitrário I×J , considerando um canal com desvanecimento.

Pelos resultados apresentados em [8], segue que a ta-
xa de erro de bit para o k-ésimo bit, Pb(k), com k ∈
{1, 2, · · · , log2M} (sendo M o número de sı́mbolos da
constelação PAM) é dada por
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XX SIMPÓSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAÇÕES-SBT’03, 05-08 DE OUTUBRO DE 2003, RIO DE JANEIRO, RJ

10−3

10−2

10−1

100

0 5 10 15 20 25 30

P
ro

ba
bi

lid
ad

e 
de

 E
rr

o 
de

 B
it

Eb/N0 (dB)

256−QAM (Analítico)
256−QAM (Simulação)

64−QAM (Analítico)
64−QAM (Simulação)

16−QAM (Analítico)
16−QAM (Simulação)

4−QAM (Analítico)
4−QAM (Simulação)

Fig. 1. Probabilidade de erro de bit do esquema M -QAM em função da relação sinal-ruı́do por bit (Eb/N0).

em que γ = Eb/N0 denota a relação sinal-ruı́do (SNR) por
bit, bxc denota o maior inteiro menor que x, e erfc(·) denota
a função erro complementar.

Assim, considerando o esquema QAM retangular I × J ,
a probabilidade de erro para o k-ésimo bit da componente
em fase e a probabilidade de erro para o l-ésimo bit da
componente em quadratura são dadas, respectivamente, por
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Convém informar que no esquema R-QAM I×J , a relação
entre a energia de bit média, Eb, e as distâncias dI e dJ é
dada por

Eb =
(I2 − 1)d2

I + (J2 − 1)d2
J

3 · log2(I · J)
. (19)

Finalmente, a probabilidade de erro de bit para o esquema
QAM retangular I × J para um canal com desvanecimento

Rayleigh, PR-QAM,Ray, pode ser obtida calculando a média
de (15) and (16), isto é
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Convém mencionar que a expressão (20) obtida neste trabalho
é mais compacta do que a apresentada em [11], a qual envolve
o cálculo de funções hipergeométrica e gamma.

A Fig. 2 apresenta alguns resultados numéricos da expressão
fechada para a BEP do esquema R-QAM sujeito ao desva-
necimento Rayleigh. A Figura mostra a BEP em função da
relação sinal-ruı́do por bit para os esquemas 8×16 R-QAM e
16×32 R-QAM. Observa-se que os resultados numéricos são
corroborados por resultados de simulação de Monte Carlo.

IV. CONCLUSÃO

Neste artigo foi obtida uma nova expressão, exata e fechada,
para a probabilidade de erro de bit (BEP) do esquema de
modulação M -QAM (M -ary quadrature amplitude modula-
tion) sujeito ao desvanecimento Rayleigh. A expressão para
a BEP do esquema M -QAM quadrado foi corroborada por
resultados de simulação de Monte Carlo. No artigo também
foi obtida uma expressão nova, fechada e exata, para a BEP do
esquema QAM retangular para um canal com desvanecimento
Rayleigh.

Para trabalhos futuros, serão considerados erros de
estimação de fase e amplitude do canal com desvanecimento.
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