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Expressao Fechada para a Probabilidade de Erro de
Bit de Esquemas QAM Sujeitos ao Desvanecimento
Rayleigh

Waslon Terllizzie A. Lopes, Francisco Madeiro e Marcelo S. Alencar

Resumo— Neste artigo & apresentada uma nova expressao,
fechada e exata, para a probabilidade de erro de bit (BEP, hit
error probability) do esquema M-QAM (M -ary quadrature am-
plitude modulation) para um canal com desvanecimento Rayleigh.
Também & obtida uma nova expressdo, fechada e exata, para a
BEP do esquema R-QAM (rectangular QAM) arbitrario sujeito
ao desvanecimento Rayleigh.

Palavras-Chave— Canal com desvanecimento Rayleigh, M-
QAM, QAM retangular, probabilidade de erro de Bit.

Abstract— This paper presents a new, exact, and closed-form
expression for the bit error probability (BEP) of M-QAM (M-
ary quadrature amplitude modulation) scheme considering the
Rayleigh fading channel. It is also obtained a new, exact and
closed-form expression for the BEP of an arbitrary R-QAM
(rectangular QAM) scheme subject to the Rayleigh fading.

Keywords— Rayleigh fading channel, M-QAM, rectangular
QAM, bit error probability.

I. INTRODUCAO

As crescentes necessidades de maior capacidade e melhor
desempenho de sistemas de comunicac¢ao sem fio tém imposto
desafios no cenario de obtencdo de elevadas taxas de trans-
missdo, capazes de acomodar o crescente trafego multimidia e
a diversidade de aplicagdes envolvendo comunicagtes moveis.
Nesse contexto, esquemas de modulagdo espectralmente efici-
entes tém recebido muita atencdo. O esquema QAM (quadra-
ture amplitude modulation) & uma técnica apropriada para se
obter uma elevada taxa de transmiss@o sem aumentar a largura
de faixa dos sistemas de comunicacdo sem fio.

Apesar de muitos trabalhos (e.g. [1]-[6]) terem sido desen-
volvidos com o prop6sito de avaliar o desempenho do esquema
QAM em termos de probabilidade de erro de bit (BEP, bit
error probability), s6 recentemente, em um artigo de Cho
e Yoon [7], foi apresentada uma expressdo fechada para a
BEP do esquema QAM com tamanho arbitrario de constelagdo
(esquema M-QAM, isto &, M-ary QAM), considerando um
canal com ruido aditivo gaussiano branco (AWGN, additive
white Gaussian noise).
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No presente artigo, os resultados apresentados por Cho e
Yoon em [7] sdo usados para obter uma expressdo fechada para
a BEP do esquema M-QAM quadrado (square M-QAM) por
um canal com desvanecimento Rayleigh quando o mapeamen-
to de Gray & empregado. Além disso, no presente trabalho o
resultado apresentado em [8] para a BEP do esquema M -PAM
(M-ary pulse amplitude modulation) é estendido para obter
uma expressdo nova, fechada, exata para a BEP do esquema
QAM retangular arbitréario I x J. Essas expressfes apresentam-
se como uma forma conveniente de avaliar o desempenho do
esquema QAM para varios casos de interesse pratico.

1. BEP DO ESQUEMA M-QAM

Com base na consisténcia do mapeamento de bit de uma
constelacdo submetida ao codigo de Gray [9], Cho e Yoon
obtiveram em [7] uma expressao para a BEP do esquema M-
QAM por um canal AWGN. Ela é dada por
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~v = E} /Ny denota a relagdo sinal-ruido (SNR, signal-to-noise
ratio) por bit, || denota o maior inteiro menor que x, e erfc(-)
denota a fungdo erro complementar, dada por

erfc(z) = % /OO et dt. 4

Uma contribuicdo relevante de Cho e Yoon [7] foi exprimir
a BEP do esquema M-QAM para um canal AWGN em termos
da soma ponderada de fungBes erro complementar. Esses pesos
incorporam o efeito, na BEP, da posicdo k£ do bit em um
simbolo com log, M bits.

Considere agora um canal com desvanecimento Rayleigh,
com amplitude de desvanecimento «, cuja funcdo densidade
de probabilidade (fdp) & dada por

pala) = 20¢e_°“zu(oz)7 (5)
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em que u(-) & a funcdo degrau unitario. Admita estimacdo
perfeita de desvanecimento e sincronizacao de simbolo. A BEP
correspondente do esquema M-QAM para um dado « pode
ser obtida de (1)-(3) se for levado em consideracdo que ap6s o
efeito de desvanecimento a relagdo sinal-ruido serd modificada
por o? [3]. Portanto, a probabilidade de o k-ésimo bit estar
errado para um dado « pode ser expressa como
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A BEP correspondente pode ser obtida integrando (6) com
relagdo a pdf de «, ou seja,
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Tendo em vista erfc(x) = 1—erf(x) e aplicando a substituicdo

a? = u, a expressdo anterior passa a ser dada por
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Levando em consideracdo que [10, Eqg. 6.283]
/OOO e [1 — erf(\/va)|dx = % {% - 1} .9

para R[] > 0 e R[F] < R[], a BEP para o esquema M-
QAM quadrado, Phr.gam,ray, € finalmente expressa por
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Convém mencionar que a expressao apresentada neste artigo
para a BEP do esquema M-QAM é mais simples que a
expressdo obtenivel a partir dos resultados apresentados por
Yoon e Cho em [11]. O célculo da BEP a partir dos resultados
apresentados em [11] envolve uma fun¢@o hipergeométrica.

Alguns resultados numéricos obtidos a partir da expressao
fechada para a BEP do esquema M-QAM sujeito ao desva-
necimento Rayleigh sdo apresentados na Fig.1, que mostra a
BEP em funcdo da SNR por bit para M = 4, 16, 64 e 256.
Conforme mostra a figura, os resultados numéricos, obtidos
de (10), (11) e (3), sdo corroborados pelos resultados de
simulac@o de Monte Carlo. Observa-se na figura, por exemplo,
que cerca de 3-4 dB de SNR devem ser investidos para
transmitir um bit extra por componente (dois bits extras por
simbolo) para manter a probabilidade de erro de bit média
em 1072,

I11. BEP DO ESQUEMA R-QAM

No esquema R-QAM (rectangular quadrature amplitude
modulation) arbitrario I x J, as formas de onda consistem
de duas portadoras moduladas em amplitude de forma inde-
pendente, em quadratura, as quais podem ser expressas por

s(t) = Arcos(2mf.t) — Aysen(2nfet), 0<t<T, (12)

em que Ay e Ay sdo as amplitudes do sinal das componentes
em fase e quadratura, respectivamente, f. € a frequiéncia da
portadora e 7' é o intervalo de simbolo. No esquema R-QAM
arbitrario I x J, log,(I - J) bits de informag8o sdo mapeados
em uma constelacdo bidimensional usando o codigo Gray.
Para cada conjunto de log, (I - J) bits de informagdo, log, I
bits sdo mapeados na componente em fase, cuja amplitude
Ay & selecionada do conjunto {+d;, +3d;, ...,£(I —
1)dr}, em que 2d; é a distancia euclidiana minima entre
as componentes em fase dos simbolos da constelacdo R-
QAM. De forma semelhante, log, J bits sdo mapeados na
componente em quadratura, cuja amplitude A é selecionada
do conjunto {+d;, +3dy, ...,=(I —1)d;}, em que 2d;
& a distancia euclidiana minima entre as componentes em
quadratura dos simbolos da constelagdo. Note que d; e d;
podem ser diferentes sem perda de generalidade.

A demodulacdo do sinal QAM recebido pode ser feita
considerando as componetentes em fase e em quadratura
separadamente, isto &, realizando duas demodulagBes PAM
paralelas.

Nesta sec¢do, os resultados apresentados em [8] para a BEP
do esquema M -PAM sdo estendidos para obter uma expressado
nova, fechada, exata para a BEP do esquema QAM retangular
arbitréario I x J, considerando um canal com desvanecimento.

Pelos resultados apresentados em [8], segue que a ta-
xa de erro de bit para o k-ésimo bit, P,(k), com k €
{1,2,--- ,logo M} (sendo M o niumero de simbolos da
constelacdo PAM) é dada por
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Fig. 1.

em que v = E}/Ny denota a relagdo sinal-ruido (SNR) por
bit, |« | denota o maior inteiro menor que z, e erfc(-) denota
a funcdo erro complementar.

Assim, considerando o esquema QAM retangular I x J,
a probabilidade de erro para o k-ésimo bit da componente
em fase e a probabilidade de erro para o [-ésimo bit da
componente em quadratura sdo dadas, respectivamente, por
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Convém informar que no esquema R-QAM I x J, a relacdo
entre a energia de bit média, E, e as distancias d; e dj é
dada por

joal—1
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3-logy(I - J)

Finalmente, a probabilidade de erro de bit para o esquema

QAM retangular I x J para um canal com desvanecimento

By =

(19)

Probabilidade de erro de bit do esquema M-QAM em funcdo da relagdo sinal-ruido por bit (E}/No).

Rayleigh, Proamray, pode ser obtida calculando a média
de (15) and (16), isto &

log, «
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k=1

1 log,
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(20)
Convém mencionar que a expressdo (20) obtida neste trabalho
& mais compacta do que a apresentada em [11], a qual envolve
o0 célculo de fungdes hipergeométrica e gamma.

A Fig. 2 apresenta alguns resultados numéricos da expressao
fechada para a BEP do esquema R-QAM sujeito ao desva-
necimento Rayleigh. A Figura mostra a BEP em funcdo da
relagdo sinal-ruido por bit para os esquemas 8x16 R-QAM e
16x32 R-QAM. Observa-se que os resultados numéricos sao
corroborados por resultados de simulagdo de Monte Carlo.

IV. CONCLUSAO

Neste artigo foi obtida uma nova expressao, exata e fechada,
para a probabilidade de erro de bit (BEP) do esquema de
modulagdo M-QAM (M-ary quadrature amplitude modula-
tion) sujeito ao desvanecimento Rayleigh. A expressao para
a BEP do esquema M-QAM quadrado foi corroborada por
resultados de simulagdo de Monte Carlo. No artigo também
foi obtida uma expressdo nova, fechada e exata, para a BEP do
esquema QAM retangular para um canal com desvanecimento
Rayleigh.

Para trabalhos futuros, serdo considerados erros de
estimacdo de fase e amplitude do canal com desvanecimento.
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