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Resumo—Este trabalho discute a análise de antenas de mi-

crofita com substratos uniaxiais, excitadas por acoplamento 
eletromagnético, do ponto de vista de sua implementação com-
putacional. São descritos os passos utilizados na implementação 
do método dos momentos e o procedimento adotado na solução 
numérica das integrais dos elementos que constituem a matriz 
impedância. 
 

Palavras-Chave—Antenas impressas, substratos uniaxiais, mé-
todo dos momentos, acoplamento eletromagnético. 
 

Abstract—This work addresses the analysis of electromagneti-
cally coupled microstrip antennas printed on uniaxial substrates 
from the perspective of computational implementation. It also 
describes the basic steps involved in the formulation of the 
method of moments and the numerical procedure for solving 
integrals in the impedance matrix. 
 

Index Terms—Printed antennas, uniaxial substrates, method 
of moments, electromagnetic coupling. 
 

I. INTRODUÇÃO 
Entre os vários métodos utilizados em análise de antenas de 

microfita alimentadas por acoplamento eletromagnético, o 
método dos momentos no domínio espectral se apresenta 
como um dos mais atraentes uma vez que inclui, por exemplo, 
os efeitos de ondas de superfície e de acoplamento mútuo, e 
podem ser aplicados a estruturas com múltiplas camadas ani-
sotrópicas e diferentes tipos de alimentação. O método requer, 
porém, um esforço analítico e computacional muito grande. 
Como conseqüência, sua implementação computacional pre-
cisa ser cuidadosamente trabalhada de forma a assegurar sua 
confiabilidade numérica. É proposta deste artigo discutir o 
método do ponto de vista de sua implementação computacio-
nal destacando alguns aspectos numéricos extraídos da análise 
de um problema prático que é uma antena de microfita em 
substrato uniaxial de duas camadas. 
 
 
 
 
 

II. FORMULAÇÃO TEÓRICA 
A teoria empregada na análise de antenas de microfita em 

substratos uniaxias com múltiplas camadas não é recente, 
tendo sido utilizada pelos autores em diversos trabalhos [1]-
[4]. Nesta seção são resumidos e destacados somente os 
principais aspectos dessa teoria. A geometria do problema é 
apresentada na Fig. 1 onde um irradiador retangular está 
acoplado eletromagneticamente a uma linha de microfita de 
alimentação, localizada entre duas camadas dielétricas com 
anisotropias uniaxiais. 

O desenvolvimento teórico emprega como técnica a 
transformada dupla de Fourier, que é aplicada a cada equação 
de onda dos meios que constituem a estrutura, incluindo o 
espaço livre. Um conjunto de equações diferenciais é então 
obtido, cujas soluções descrevem as expressões para os 
campos eletromagnéticos no domínio da transformada de 
Fourier. As transformadas inversas fornecem os campos 
elétrico e magnético no domínio espacial. 
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Fig. 1. Geometria da antena de microfita excitada por 
          acoplamento eletromagnético. 
 

É de importância observar que a estrutura da Fig. 1 é 
tratada como um problema de contorno onde as correntes 
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sobre os condutores representam fontes virtuais desses 
campos. As condições de contorno aplicadas em cada inter-
face da estrutura (incluindo aí o plano de terra) representam 
uma etapa final do método e determinam expressões que vão 
permitir escrever todas as componentes dos campos em 
função das correntes de excitação. A equação (1) resume em 
forma matricial o campo elétrico transformado em função das 
densidades de corrente de excitação. 
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onde Gητν são as funções de Green no domínio da transfor-
mada de Fourier e jx1, jx2, jy1 e jy2 são as transformadas de 
Fourier das densidades de corrente existentes sobre as super-
fícies dos condutores. A formação dos índices de Gητν segue a 
seguinte regra: η representa a componente do campo elétrico 
devido à componente τ da densidade de corrente sobre o con-
dutor situado na interface ν. As funções de Green para estru-
turas, como a da Fig. 1, são discutidas em [5]. 

As densidades de corrente sobre os condutores são calcula-
das com a aplicação do método dos momentos. Nesse proce-
dimento, as componentes dessas densidades de corrente são 
expandidas em termos de funções de base. Para o problema da 
Fig. 1, em particular sobre interface z = d1, pode-se desprezar 
o efeito da componente y [4]. Novamente remete-se à [5] para 
a montagem das equações integrais. Ao final, o problema 
numérico a ser resolvido é escrito como: 
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onde, por exemplo,  
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Nx1, Nx2 e Ny2 representam o número de modos nas direções x 
e y e Im1, Im2 e In2 são os coeficientes numéricos a serem 
determinados. O sobrescrito 2 na função de Green do inte-
grando indica a função de Green do meio 2. 

A abordagem de [1] para avaliação da integral dupla da 
equação (5) se mostrou bastante conveniente para problemas 
em que a alimentação da antena se dá por meio de uma prova 
coaxial. O modelo delta-gap aplicado à alimentação via aco-
plamento eletromagnético [4] se mostra mais representativo 
em casos onde são utilizados, por exemplo, conectores SMA 
do tipo painel. Isto feito, a equação (2) torna-se então mais 
simples, sendo rescrita como: 
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onde o par (x0, y0) corresponde a um único índice p1, que 
denota o segmento da linha em que está situada a excitação e 
Vm é a magnitude da fonte de tensão aplicada. 

Uma vez determinados os coeficientes numéricos, através 
do sistema de equações (3), (4) e (6), a impedância de entrada 
da antena, no ponto de alimentação, é prontamente determi-
nada pela equação (7). 
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III. IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL E ASPECTOS 
NUMÉRICOS 

Quando a formulação teórica que se encontra resumida na 
Seção II é implementada em computador, alguns cuidados 
devem ser observados para assegurar eficiência e precisão. Os 
principais são discutidos a seguir: 

 

A. Funções de Base 
Uma vez que a solução pelo método dos momentos é for-

mulada no domínio da transformada de Fourier, recomenda-se 
a utilização de funções de base que possuem soluções fe-
chadas para as suas transformadas. Sobre o elemento irradia-
dor são utilizadas neste trabalho as funções de domínio com-
pleto [6] que são usualmente encontradas na literatura. Sobre 
a linha de alimentação, a discretização da corrente em termos 
de funções triangulares, se mostra suficiente. 

Uma característica do modelo delta-gap para o mecanismo 
de excitação é a adição de um comprimento de linha (um 
toco) que serve de apoio à fonte de tensão aplicada [7]. A Fig. 
2 ilustra as funções de base sobre a linha de excitação; o toco 
está destacado à esquerda da linha. 

Uma boa representação da densidade de corrente sobre a 
linha de alimentação, com as funções de base triangulares 
(Fig. 2), pode ser obtida com 7 a 9 modos de expansão. Com 
relação ao comprimento do toco (LS), resultados de simula-
ções mostraram que é suficiente adicionar 1/4 do compri-
mento original da linha para dar apoio ao modelamento da 
fonte de tensão. 
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Fig. 2. Funções de base triangulares sobre a linha de 
           alimentação. 
 

As Figs. 3, 4 e 5 mostram gráficos da corrente sobre a linha 
de alimentação para diferentes valores de LS. Em todos os 
casos foi considerada a mesma geometria de antena da Fig. 1, 
com o centro do irradiador situado em x = 0 e o ponto de 
alimentação situado em x = − 0,056 m. Nota-se claramente o 
efeito do acoplamento entre a linha de alimentação e o 
elemento irradiador. O coeficiente de onda estacionária da 
estrutura pode ser imediatamente estimado pela amplitude da 
onda estabelecida sobre a linha. 
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Fig. 3. Comportamento da corrente na linha de alimentação  
           para LS = 0,25 L. 
 

O comportamento da densidade de corrente na linha de 
alimentação é idêntico para os casos de LS = 0,25 L e 
LS = 0,75 L, onde L é o comprimento da linha. O modelo falha 
porém para valores de LS que se aproximam de múltiplos de 
0,5 L. O gráfico mostrado na Fig. 5, traçado para LS = 0,55 L, 
evidencia bem a tendência de um nulo da corrente sobre o 
ponto de alimentação da linha. 

B. Integrais Numéricas 
O conjunto de equações (3), (4) e (6) é escrito na forma 

matricial como: 
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Fig. 4. Comportamento da corrente na linha de alimentação  
           para LS = 0,75 L. 
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Fig. 5. Comportamento da corrente na linha de alimentação  
            para LS = 0,55 L. 
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Cada elemento das submatrizes da equação (9) é represen-
tado por uma expressão como aquela da equação (5). São, 
portanto, integrais duplas com integrandos bastante comple-
xos e limites infinitos. A referência [1] discute alguns proce-
dimentos que permitem uma avaliação precisa e eficiente 
dessas integrais. Esses procedimentos foram todos utilizados 
neste trabalho. 

Tome-se, por exemplo, a própria equação (5), que corres-
ponde à contribuição da linha de alimentação na matriz impe-
dância da equação (9). Um exame de seu integrando mostra 
que a propriedade de paridade de funções pode ser utilizada 
para permitir a eliminação de um dos limites infinitos das 
integrais. Nesse caso, a equação (5) passaria a ser escrita 
como: 
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Um dos limites infinitos da integral da equação (10) pode 
ser eliminado empregando-se a seguinte transformação de 
coordenadas: kx = β cos α e ky = β sen α . A equação resul-
tante é expressa por: 
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onde GB1, GB2, GB5, e GB6 são termos que derivam de 
arranjos e fatorações da função de Green Gxx1

(1) e 
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Por último, a integral em (11) é separada em duas outras, 

resultando em uma integral que converge mais rapidamente 
que a integral original, e outra que não depende da freqüência 
ou das características dos substratos. Tem-se então: 
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Todo o desenvolvimento apresentado anteriormente foi 
codificado em linguagem Fortran para implementação em 
computador onde as integrais em α e em β são feitas com o 
método de integração de quadratura de Gauss de 32 pontos. 
Um comentário relevante nesse ponto é a natureza oscilatória 
de alguns integrandos e em particular a presença de pólos que 
requerem uma estratégia apropriada para o cálculo das inte-
grais em β. No programa codificado uma sub-rotina dedicada 
trabalha o intervalo de integração em β, que é dividido em 
subintervalos distintos, obedecendo a uma regra que leva em 
conta o comportamento do integrando. 

A parte real da função de Green Gxx1
(1) apresentada na Fig. 

6 dá uma idéia da dificuldade que pode ser encontrada para 
um cálculo acurado da equação (12). Observe-se a região 
próxima a k0, onde a função não é derivável e uma desconti-
nuidade existe. A estratégia de integração neste caso adota os 
seguintes intervalos: 
 

B = 0 a B = 0,95 k0 
B = 0,95 k0 a B = BP – 0,0001 k0 
B = BP – 0,0001 k0 a B = BP + 0,0001 k0 
B = BP + 0,0001 k0 a B = 1,25 k0 

 

onde BP é o pólo determinado por uma sub-rotina interna ao 
programa. 

A utilização de funções de base triangulares na linha de 
alimentação da antena dá origem a um número  de  oscilações,  
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Fig. 6. Gráfico da parte real de Gxx1

(1) traçado no plano 
           ky = 0. 
 

que cresce com a ordem do modo da função no integrando. A 
Fig. 7 mostra a parte real do integrando da equação (12) para 
p1=1 e m1=11. Três intervalos maiores se mostraram sufici-
entes para uma boa estimativa das integrais após a região do 
pólo. São eles: 
 

De 1,25 k0 a 30,25 k0, subintervalos de 0,25 k0 
De 30,25 k0 a 70,25 k0, subintervalos de k0 
Acima de 70,25 k0, subintervalos de 7 k0 

 

Um parâmetro interno do programa principal controla o 
limite para o fim da integração. 
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Fig. 7. Gráfico da parte real de 1

11
xx

mpZ . 
 

C. Simetria da Matriz Impedância 
O tempo de processamento é bastante reduzido na medida 

em que o algoritmo implementado no programa inclui todas 
as propriedades de simetria das submatrizes da impedância 
[Z] da equação (9). Por exemplo, o elemento 1

11
xx

mpZ  de (9) é 
uma submatriz de [Z], com m1 linhas e p1 colunas. Pode ser 
mostrado que para esse caso, 
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com i =  2, Nx1 (onde Nx1 é o número de modos de expansão 
da corrente na linha de alimentação, incluindo o comprimento 
adicional). Pode ser mostrado também que: 
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onde jik −= , com 1,2 xNi = e 1,1 xNj = . Ou seja, os 
m1×p1 elementos da maior submatriz de [Z] são obtidos 
calculando-se apenas os elementos de sua primeira linha. 

Para a submatriz 2
22

xx
mpZ  pode ser mostrado que: 
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onde 2,2 xNi =  e 2,1 xNj = , com ji > . 

E, finalmente, pode ainda ser mostrado que: 
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D. Cálculo da Impedância 
Não deve ser esquecido que o modelo utilizado para anali-

sar a antena da Fig. 1 introduziu o comprimento adicional de 

linha (o toco), LS, que agora precisa ser removido. O cálculo 
da impedância passa então a ser realizado em duas etapas. Na 
primeira etapa é feito o cálculo da impedância de entrada, 
incluindo o comprimento adicional de linha (o toco) LS. Na 
segunda etapa o irradiador é retirado e a impedância de um 
dipolo de comprimento igual a 2 LS é calculada. Finalmente a 
impedância da antena é determinada como: 
 

2
s

totin
ZZZ −=  (22) 

 
onde ZS é a impedância de uma dipolo impresso de compri-
mento igual a 2 LS. 

Note-se que a segunda etapa não traz nenhum esforço com-
putacional para o cálculo de ZS. A matriz impedância utilizada 
nesta etapa passa a ser uma submatriz da submatriz 1

11
xx

mpZ  
agora com Nx1 - NXL elementos, onde NXL é o número de 
segmentos atribuído para a linha de alimentação somente (sem 
o toco). 

IV. RESULTADOS 
O programa de computador citado anteriormente foi utili-

zado para investigar os efeitos da anisotropia que os substra-
tos normalmente apresentam sobre as características de ante-
nas como a da Fig. 1 [8]. A seguir são apresentados resultados 
de simulações realizadas com o programa acima citado, para 
duas estruturas distintas: um dipolo impresso e um irradiador 
quadrado. 

O primeiro exemplo considera o caso de um dipolo 
impresso cuja geometria é mostrada na Fig. 8. As dimensões 
são as seguintes: a = 32,24mm b = 3 mm, L = 67 mm, 
c = 9 mm e w = 1,5 mm. Tanto para o substrato (d1 = 2mm) 
como para a cobertura (d2 = 1,5 mm) a permissividade relativa 
é εr = 4,5.  

             

x
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d2

d1

 
 
Fig. 8. Geometria para um dipolo impresso  
           eletromagneticamente acoplado. 
 

Resultados para as partes real e imaginária da impedância 
de entrada são apresentados nas Figs. 9 e 10 respectivamente.  
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Fig. 9. Parte real da impedância de entrada do dipolo  
           impresso. 
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Fig. 10. Parte imaginária da impedância de entrada do dipolo  
           impresso. 
 

Em ambas as figuras são feitas comparações com o pro-
grama comercial IE3D [9]; a concordância das curvas é bas-
tante boa. As curvas para a anisotropia uniaxial foram esta-
belecidas com uma razão de anisotropia negativa εx/εz = 1,3. 

O segundo exemplo considera o caso de um irradiador 
quadrado com as seguintes dimensões: a = b = 40,0 mm, 
L = 86,6 mm, c = 8,4 mm e w = 4,8 mm. O substrato escolhido 
é RT/Duroid 5880 com d1 = d2 = 1,575 mm, εr = 2,2 ± 0,02 e 
tangente de perdas = 0,0009. Curvas de impedância são apre-
sentadas na Fig. 11 e comparadas com medidas realizadas 
com o Analisador de Redes HP 8714C, bem como com 
simulações feitas com auxílio do programa comercial 
Ensemble [10]. 

V. CONCLUSÕES 
Este trabalho destacou a importância de uma codificação 

cuidadosa quanto à implementação computacional de proce-
dimentos numéricos que visem a uma eficiente e acurada aná-
lise de antenas de microfita em substratos multicamadas. Igual 

importância tem o modelamento do mecanismo de excitação 
que, no caso do delta-gap generator, simplifica considera-
velmente o cálculo da impedância de entrada da antena. É 
curioso que programas comerciais reconhecidamente robustos 
não apresentem essa opção para a análise de um simples 
dipolo impresso, por exemplo. Também foram apresentados 
resultados para dois elementos irradiadores: um dipolo 
impresso e um irradiador retangular. Comparações com expe-
rimentos e com simulações obtidas com programas comerciais 
são realizadas, mostrando haver uma boa concordância entre 
esses resultados.  
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Fig. 11. Curvas medidas e simuladas para a impedância de 
             entrada da antena com elemento irradiador 
             retangular. 
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