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Novos Algoritmos para a Compressão de
Sequências Parcialmente Comutativas
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Resumo— Neste artigo, são apresentados dois novos métodos
para a compressão de sequências definidas em alfabetos com
ordem parcial. Os métodos utilizam conceitos dos monoides de
comutatividade e da forma normal de Foata associada com
o LZ78 para proporcionar maiores taxas de compressão. São
obtidos alguns limitantes para a complexidade de sequências.
Os métodos propostos apresentam ganho na compressão de
sequências nos exemplos considerados quando comparados o
Sequitur comutativo e com o LZ78.
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Abstract— In this paper, two new methods for the compression
of sequences defined in partial order alphabets are presented.
The methods use concepts of commutativity monoids and Foata
normal form associated with LZ78 to provide higher compression
rates. Some bounds for the sequence complexity are obtained. The
proposed methods present gain in the compression of sequences
in the considered examples when compared the commutative
Sequitur and the LZ78.

Keywords— Compression, Partial Order, Foata Normal Form,
LZ78, Commutative Monoid.

I. INTRODUÇÃO

Os métodos mais populares de compressão são baseados em
alfabetos com ordem total [1], [2], [3], [4]. O mesmo pode
ser observado em técnicas mais atuais de compressão [4], [5],
[6], [7], [8], [9], [10], [11], [12]. Tais abordagens são mais
apropriadas para comprimir sequências associadas aos siste-
mas sequenciais. Entretanto, é notável o aumento do número
de sistemas concorrentes (e.g., computadores, celulares, redes
de computadores, GPU). Em sistemas onde há ordem parcial
entre eventos, como nos concorrentes, técnicas de compressão
que levam em consideração essa característica são mais apro-
priados, podendo levar a maiores taxas de compressão [13].

Alur et al. [14] foram os primeiros a apresentar o problema
de como realizar a compressão de sequências definidas em
um alfabeto parcialmente comutativo. Neste contexto, esses
autores propuseram quatro algoritmos para compressão sem
perdas que consideram tais alfabetos. Um dos algoritmos
usa o Sequitur [4] como inspiração, chamado, doravante, de
Sequitur comutativo. Eles obtiveram resultados experimentais
que indicam melhorias na compressão. Apesar de fornecer
resultados melhores que alguns dos algoritmos de compressão
de ordem total, os algoritmos de Alur et al. [14] não são
ótimos. Desta forma, não é garantido que alcancem a máxima
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taxa de compressão, principalmente o que se baseia Sequitur,
um algoritmo sub-ótimo nesse sentido.

Savari [13] propôs utilizar a forma normal de Fo-
ata (FNF) [17] seguida de um método de compressão sem
perdas. Na FNF, os símbolos que comutam são agrupados
em blocos chamados de fatores de Foata. Esse agrupamento
faz surgir padrões que favorecem o processo de compressão.
A ideia descrita por Savari é mapear uma sequência em sua
forma normal e substituir os fatores de Foata por elementos
de um alfabeto. Com isso, espera-se obter uma representação
mais compacta da sequência original. Entretanto, Savari não
fornece limitantes e nem desenvolve mais profundamente a
ideia de compressão usando a forma normal de Foata.

Reznik [15], [16] propôs um método de codificação de
conjuntos de palavras não-ordenados, mostrando que a aborda-
gem proposta por ele requer log(m!) menos bits do que uma
abordagem de ordem total, na qual m é a cardinalidade do
conjunto de palavras. A principal limitação dos trabalhos de
Reznik [15], [16] é que se aplicam somente quando todos os
símbolos podem comutar, sendo um caso particular da ordem
parcial, assim como a ordem total também o é.

No presente trabalho, são apresentados dois novos métodos
de compressão que consideram a ordem parcial, usando como
inspiração as ideias de Savari [13]. O primeiro método é
a formalização do esquema de compressão usando a forma
normal de Foata apresentado em [13], seguido substituição dos
fatores mais frequentes e da aplicação do LZ78. A formaliza-
ção também inclui a definição dos limitantes superiores para
as complexidades das sequências. O segundo método mapeia
a sequência e em seguida aplica o LZ78. Os resultados para
os dois métodos propostos são comparados com o Sequitur
comutativo de [14] e com o LZ78.

Este artigo está organizado da seguinte maneira: na Seção II,
são apresentados os conceitos fundamentais relacionados aos
monoides de comutatividade e o algoritmo de Lempel-Ziv
LZ78. Na Seção III, são apresentados os novos métodos de
compressão propostos. Na Seção IV, são apresentados os
resultados obtidos utilizando esses novos métodos. Por fim,
na Seção V, são apresentadas as conclusões.

II. FUNDAMENTAÇÃO

A. Monoides de Comutatividade
Seja Σ um alfabeto finito e Σ∗ seja o conjunto de todas

as palavras finitas formadas pelos elementos de Σ, incluindo
a palavra vazia ε. O conjunto Σ∗ é chamado de monoide
livre gerado por Σ. Além disso, seja Σn o conjunto de todas
as palavras de comprimento n definidas no alfabeto Σ. No
decorrer deste artigo, palavra e sequência são usadas como
sinônimos.
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Seja G = (V,E) um grafo simples não-orientado chamado
grafo de comutatividade, no qual V é o conjunto de vértices e
E é o conjunto de arestas. Por grafo simples, entende-se que
não existe aresta saindo e chegando no mesmo vértice, além
de que não possui arestas múltiplas. Os elementos de V estão
associados a um alfabeto finito Σ por meio de uma função
bijetiva λ : V 7→ Σ.

Dois símbolos de Σ comutam quando há duas palavras u =
lxym e v = lyxm que representam execução equivalente de
sistemas concorrentes, com l,m ∈ Σ∗ e x, y ∈ Σ. A relação
de comutatividade parcial induz uma ordem parcial entre as
palavras definidas no monoide. Esses tipos de palavras são
conhecidos como traços de Mazurkiewicz [18].

Se os símbolos λ(x), λ(y) ∈ Σ comutam, então os vértices
x, y ∈ V estão conectados por uma aresta, (x, y) ∈ E. Se
dois vértices estão conectados por uma aresta, diz-se que eles
são adjacentes. O complemento do grafo de comutatividade,
G = (V,E), é chamado de grafo de não-comutatividade, no
qual os vértices conectados por uma aresta estão associados
aos símbolos que não comutam.

Se os símbolos λ(x) e λ(y) comutam, então a relação é
representada por xy ≡G yx. Se eles não comutam, a relação
é representada por xy 6≡G yx. Outra maneira de representar
isso é por meio de xy ≡G yx⇔ (x, y) ∈ E. Por exemplo, se
o grafo de comutatividade for a− b− c, então a comuta com
b e b comuta com c, mas a não comuta com c. Portanto, nesse
caso, ab ≡G ba, bc ≡G cb e ac 6≡G ca. Desta forma, pode-se
definir o monoide de comutatividade.

Definição 1 (Monoide de Comutatividade): O monoide de
comutatividade M(Σ, G) = Σ∗\ ≡G é o quociente do
monoide livre Σ∗ pela relação de congruência ≡G.

Duas palavras u,v ∈M(Σ, G) são equivalentes de acordo
com a relação ≡G se for possível obter uma a partir da outra
trocando as posições dos símbolos consecutivos que comutam.
Seja EG(u) o conjunto de palavras equivalentes a uma palavra
u ∈M(Σ, G) de acordo com a relação ≡G. O conjunto EG(u)
é chamado de classe de equivalência de u. Se duas palavras
pertencem à mesma classe de equivalência, diz-se que elas são
congruentes.

Considere, como exemplo, o grafo de não-comutatividade
G apresentado na Fig. 1. Desta forma, o alfabeto é Σ =
{a, b, c, d, e}. As palavras u = abcde, v = cabed e w = adbec
estão definidas em Σ5. A classe de equivalência de u é igual
a EG(abcde) = {abcde, abced, acbed, acbde, cabde, cabed,
acbed, acebd, caebd}. A palavra u é congruente a v, mas não
é congruente a w.

e
a

b

d c

Fig. 1: Grafo de não-comutatividade G.

Corolário 1 (Forma Normal de Foata): Seja uma palavra
u ∈ M(Σ, G). A forma normal de u é definida como uma
decomposição única em fatores u = u1 · · ·up, em que os
fatores ui respeitam as seguintes propriedades:

1) cada ui é uma palavra não-vazia em que as letras
comutam entre si; e

2) se uma letra a de ui não aparece em ui+1, então existe
uma letra b de ui+1 que não comuta com a.

A forma normal de Foata (FNF) pode ser obtida por meio
do algoritmo apresentado por Perrin [19] ou usando processo
indutivo descrito:

1) se u é uma letra, então u já está na forma normal; e
2) se u = u1u2 · · ·up, então a forma normal de ua,

a ∈ Σ, é u1u2 · · ·upa se a não comuta com up; ou
u1u2 · · ·u′i · · ·up, em que u′i = uia e a comuta com
up,up−1, . . . ,ui, mas não com ui−1.

Considerando, mais uma vez como exemplo, o grafo de
não-comutatividade da Fig. 1 e uma palavra u = abcbcdea.
Fazendo o processo indutivo, inicialmente u = a, então já
está na forma normal, sendo representado por u = (a).
Adicionando b, como b não comuta com u1, então u = (a)(b).
Adicionando agora c, tem-se que c comuta com b e com a,
então u = (ac)(b). Continuando o procedimento, chega-se a
u = (ac)(bc)(be)(ad).

Algumas considerações a respeito da forma normal de
Foata (FNF) são que todas as palavras de uma classe de
equivalência possuem a mesma forma normal e que os fatores
ui correspondem a um clique do grafo de comutatividade do
monoide M(Σ, G).

B. LZ78

Um dos algoritmos da família Lempel-Ziv (LZ) foi apre-
sentado em 1978 [2] e é conhecido como LZ78. O LZ78 é
um algoritmo de compressão ótimo e sem perdas que, deter-
ministicamente, gera um dicionário a partir de uma sequência
de entrada. A compressão é obtida por meio da decomposição
dessa sequência em frases (subsequências) e codificando-as.
As frases são as menores sub-sequências ainda não observadas
ao percorrer a sequência da esquerda para a direita.

Seja Σ um alfabeto com ordem total. Uma sequência u ∈
Σn é decomposta em frases m tais como u = s1s2 . . . sm. O
dicionário é formado por m tuplas e cada uma delas codifica
uma frase si, i ∈ [1,m]. A codificação de uma frase si é
obtida sabendo que si é composta de uma frase sκ observada
anteriormente (i.e., i > κ) concatenada com um elemento σ ∈
Σ, ou ainda si = sκσ.

A complexidade de uma sequência u é então definida
como o número de frases CLZ78(u) = m em que ela é
decomposta. Considere a sequência u = abbabbbaababaa,
como um exemplo. Assim, u será decomposta em u =
(a)(b)(ba)(bb)(ab)(bba)(aba)(baa), tendo por complexidade
CLZ78(S) = 8.

III. NOVOS MÉTODOS DE COMPRESSÃO CONSIDERANDO
ORDEM PARCIAL

A. Compressão da Forma Normal de Foata (CFNF) + LZ78

O esquema de compressão proposto nessa seção tira pro-
veito das propriedades da FNF para realizar a compressão de
sequências utilizando um dicionário que é formado usando os
cliques como regras. No Algoritmo 1 é apresentado o esquema
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Algoritmo 1: Pseudo-código do CFNF.
Entrada: Sequência u
Saída: Gramática de Q = (S, P )
P ← ∅; Conjunto de regras
S ← ε; Regra principal
Decomposição de u em u1u2 · · ·up;
i← 1 para cada fator ui faça

se ui ∈ P e |ui| > 1 então
Adiciona regra ρi ← ui a P ;
i← i+ 1;

senão
S ← S + ρ(ui);

fim
fim

de compressão. A função ρ(·) retorna o símbolo utilizado para
representar a nova regra e ε é a palavra vazia.

Cabe observar que esse algoritmo é mais eficiente quando os
cliques mais frequentes na forma normal possuem tamanhos
maiores que 2. Para o caso de um grafo de comutatividade
em que nenhum símbolo comuta, então, a compressão obtida
seria nula.

Definição 2 (Complexidade de um dicionário): A comple-
xidade de uma dicionário gerado a partir de uma sequência u
é definida como

C(u) = |S|+
∑
ρi

C(ρi ← ui), (1)

em que |S| é o número de elementos em S e C(ρi ← ui) =
|ui|

Como exemplo, considera-se um clique ui de tamanho 5.
Então, para uma sequência u = uiuiui, o dicionário gerado
seria P = {ρ1 ← ui} e S = 111, tendo um complexidade
igual a 5 + 3 = 8, quase a metade de |u| = 15.

Teorema 1: (Limite Superior para a complexidade do
CFNF) Seja um grafo de comutatividade G, para todas as
sequências u ∈M(Σ, G), a complexidades é limitada por

CCFNF (u, G) ≤ p+ |C| − |Σ| (2)
Demonstração: A complexidade do CFNF é formado

pela complexidade da regra principal S e do conjunto das
regras que associam um clique a um símbolo. A regra principal
S terá no máximo p elementos, correspondendo ao número de
fatores da forma normal de Foata. As regras que associam um
símbolo a um clique terá no máximo um número de elementos
igual à cardinalidade |C| do conjunto de cliques do grafo G.
Como o CFNF só considera regras associadas a cliques de
tamanho maior ou igual a 2, então os cliques de tamanho 1 (os
vértices) são desconsiderados, correspondendo à subtração de
|Σ|.

O método de compressão proposto, combina a compressão
da forma normal de Foata (CFNF) com o LZ78. Nesse caso,
inicialmente aplica-se o CFNF à sequência inicial, gerando o
dicionário com S e P , e, posteriormente, aplica-se o LZ78
na regra principal S obtida. Considerando o exemplo de P =
{ρ1 ← ui} e S = 111, aplica-se o LZ78 em S = (1)(11),
obtendo-se uma complexidade 5 + 2 = 7, menor que a do
CFNF aplicado sozinho.

Desta forma, pode-se obter o limite superior da complexi-
dade desse método como apresentado no Teorema 2.

Teorema 2: (Limite Superior para a complexidade de CFNF
+ LZ78) Para todas as palavras u ∈ M(Σ, G), β = |Σ|, seja
p o número de fatores da FNF de u = u1u2 · · ·up, então a
complexidade de u é dada por

CCFNF+LZ78(u, G) ≤ p

(1− εp) logβ p
+ |C| − |Σ| (3)

em que |C| é o conjunto dos cliques de G e εp =

2
1+logβ logβ(βp)

logβ(p)
.

Demonstração: O primeiro fator da Eq. 3 é resultado
direto da complexidade do LZ78 dado pelo Teorema 2 de [21,
p.77]. Os outros fatores correspondem à complexidade das
regras que associam os cliques aos símbolos de regras, de
forma semelhante à demonstração do Teorema 1.

B. FNF + LZ78

Símbolos semelhantes contíguos favorece o processo de
compressão, como pode ser observado em métodos como o
Burrows-Wheeler [20, Cap.8]. Usando as características for-
necidas pela FNF, o segundo método de compressão proposto
utiliza a obtenção da FNF de uma sequência seguida de uma
aplicação do LZ78 na FNF. Outros métodos de compressão
poderiam ser utilizados no lugar do LZ78, mas foi escolhido
esse último por ser ótimo.

IV. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Nessa seção, são apresentados alguns resultados experi-
mentais obtidos aplicando a comutação parcial para obter
esquemas mais eficientes de compressão. São comparados os
algoritmos Sequitur comutativo proposto por Alur et al. [14], o
LZ78 [2] e os algoritmos propostos nesse artigo, FNF + LZ78
e CFNF + LZ78. A medida considerada para a complexidade
do Sequitur comutativo foi a mesma da Definição 2.

Todas as sequências foram geradas considerando uma dis-
tribuição equiprovável dos símbolos do alfabeto e que os
símbolos são independentes. Para cada comprimento consi-
derado, foram geradas 15 sequências nas quais os algoritmos
foram aplicados. Os valores de complexidades apresentados
nas figuras são uma média aritmética considerando as 15
sequências.

A. Grafos de Comutatividade Aleatórios

Na Fig. 2, são apresentados dois grafos de comutatividade
gerados aleatoriamente, o primeiro com 5 vértices (ver Fig. 2a)
e o segundo com 6 vértices (ver Fig. 2b).

e

a

b

d c

(a) G1.

e

a

b

f

d

c

(b) G2.

Fig. 2: Grafos de comutatividade G1 e G2.

Os dois grafos da Fig. 2, possuem o mesmo número de
cliques de tamanho 3 e um número parecido de cliques de
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tamanho 1 e 2. Entretanto, como o número de vértices de G2

é maior, então é esperado maiores complexidades.
Na Fig. 3 são apresentados os valores de complexidade

obtidos considerando o grafo G1 e na Fig. 4 são apresentados
os valores de complexidade obtidos para o grafo G2.

Fig. 3: Complexidades das sequências de comprimento L
considerando G1.

Fig. 4: Complexidades das sequências de comprimento L
considerando G2.

Considerando os resultados para G1, o algoritmo que obteve
melhor desempenho foi o CFNF + LZ78, seguido do FNF
+ LZ78, LZ78 e Sequitur comutativo, respectivamente. O
Sequitur, originalmente, não é um algoritmo ótimo. O Sequitur
comutativo também não o é, obtendo uma complexidade acima
do LZ78, que por sua vez é um algoritmo de compressão
para alfabetos totalmente ordenados. Os algoritmos CFNF
+ LZ78 e FNF + LZ78 apresentam um ganho considerável
na compressão em comparação ao LZ78. É esperado que,
conforme o grafo de comutatividade se aproxime de um grafo
completo, melhor o desempenho dos dois.

Para o grafo G2, o resultado foi semelhante ao observado
para o G1. Como o G2 tem uma menor relação entre o número
de arestas e o número de arestas possíveis em relação ao G1,

|E(G1)|/
(|V (G1)|

2

)
> |E(G2)|/

(|V (G2)|
2

)
, era esperado que a

redução na complexidade em relação ao LZ78 fosse um pouco
menor, pois está mais distante do grafo completo de 6 vértices.
O algoritmo que apresentou menor compressão foi o Sequitur
comutativo, assim como no G1.

O CFNF + LZ78 foi o algoritmo que apresentou maior taxa
de compressão para os dois casos considerados, oferecendo
vantagem considerável em relação ao LZ78. O FNF + LZ78
teve um desempenho consideravelmente melhor ao LZ78,
estando mais próximo ao CFNF + LZ78. O FNF + LZ78
pode ser uma boa alternativa quando o tempo é um fator
crítico, pois apresenta uma taxa de compressão melhor que
o Sequitur comutativo e o LZ78 e não possui procedimentos
além da geração da forma normal e a aplicação do LZ78.

B. Comandos para Robôs

Considera-se um robô que move-se em um plano cartesiano
bidimensional e recebe uma sequência de comandos que
definem sua trajetória de um ponto A para um ponto B. Sendo
seu ponto inicial (x, y), os comandos são definidos como:
• n: incrementa em um sua coordenada no eixo y;
• s: decrementa em um sua coordenada no eixo y;
• l: incrementa em um sua coordenada no eixo x;
• o: decrementa em um sua coordenada no eixo x.
A representação gráfica dos comandos é apresentada na

Fig. 5a. Após alguma experimentação, é possível observar
que a ordem dos comandos em uma determinada sequência
não modifica o comportamento do robô ir do ponto A ao
ponto B. Em termos de comutatividade, pode-se representar as
relações como no ≡G3 on, nl ≡G3 ln, sl ≡G3 ls, ns ≡G3 sn,
so ≡G3

os, ol ≡G3
lo. Consequentemente, o grafo de não-

comutatividade será vazio (sem arestas), como apresentado na
Fig. 5b. ’

(x,y)

n

(x, y+1)

s

(x, y-1)

l (x+1, y)o(x-1, y)

(a) Representação dos coman-
dos.

n s

l o

(b) G3.

Fig. 5: Comandos e Grafo de não-comutatividade.

Na Fig. 6 são apresentados os valores de complexidade
obtidos pelos algoritmos quando utilizados em sequências
aleatórias de comprimento L indicado. Como nos casos ante-
riores, os pontos correspondem a uma média da complexidade
considerando 15 sequências aleatórias de mesmo comprimento
L. Como nesse caso |E(G3)|/

(|V (G3)|
2

)
= 1, é esperado um

ganho considerável na compressão do CFNF + LZ78 e do FNF
+ LZ78.

Ao gerar as sequências de considerando os comandos como
variáveis independentes e identicamente distribuídas, as for-
mas normais de Foata das sequências geradas serão como
u = (lnos)(lnos) · · · (lnos)(ui) · · · (up). Para L = |u| =
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Fig. 6: Complexidades das sequências de comandos de
comprimento L.

40000, o valor esperado do número de fatores é p = 10000
e |C| − |Σ| = 0, então o limite superior esperado para a
complexidade com β = |Σ| = 4 para o CFNF + LZ78 será
C(u, G3) ≤ 10000

(1−ε10000) log4 10000 ≈ 3325, 32.
Mesmo o limite superior é menor que o valor de comple-

xidade do LZ78 observado para o mesmo comprimento da
sequência (ver Fig. 6). Mais uma vez, o CFNF + LZ78 foi o
que obteve melhor desempenho. O FNF + LZ78 apresentou
uma complexidade consideravelmente menor do que a do
LZ78, reforçando que ele pode ser uma alternativa quando
o fator tempo for crítico.

Os exemplos apresentados dão indicações dos possíveis
ganhos na compressão ao considerar a ordem parcial entre
símbolos.

V. CONCLUSÕES

Foram apresentados novos métodos para a compressão de
sequências definidas em alfabetos com ordem parcial. Os algo-
ritmos propostos utilizam a forma normal de Foata (FNF) para
tirar proveito da ordem parcial das sequências e, assim, obter
maiores compressões em relação às técnicas convencionais
de compressão que consideram alfabetos com ordem total. O
primeiro método, utiliza a chamada de compressão da forma
normal de Foata (CFNF), que gera um dicionário a partir
da FNF, seguido da utilização do LZ78. O segundo método
utiliza diretamente a FNF seguido de uma compressão usando
a versão LZ78 do algoritmo de Lempel-Ziv.

Os resultados obtidos indicam que os métodos propostos
nesse artigo fornecem vantagens em relação ao LZ78 e ao
o Sequitur comutativo. Foram obtidos ganhos consideráveis
na compressão de sequências e os ganhos se tornaram mais
evidentes conforme o número de elementos que comutam no
alfabeto aumenta. Em todos os casos, o primeiro método pro-
posto foi o que obteve maiores taxas de compressão, seguido
do segundo método. Com as menores taxas de compressão,
ficaram o Sequitur comutativo, seguido do LZ78.

Como atividades futuras, propõe-se a determinação teórica
do número de fatores da forma normal de Foata e, assim,

a determinação mais fácil dos limitantes superiores para as
complexidades dos algoritmos propostos.
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