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Efeito do Sombreamento no Modelo 7n-p Complexo
para i = 1/2 (Hoyt)

Alexander Bento Melo, Carlos Rafael Nogueira da Silva e Michel Daoud Yacoub

Resumo— Os parametros do canal de desvanecimento variam
de acordo com o ambiente de propagacdo, fato conhecido e
reportado na literatura. K evidente que essa variacdo impacta
diretamente o desempenho do sistema. Neste artigo, investigamos
o efeito da variacdo estocastica do parametro de desbalan-
ceamento 7 do modelo 7- complexo Formato 2 para p =
1/2, i.e., Hoyt. Partindo-se da hipétese que as poténcias das
componentes fase e quadratura variam de forma independente
de acordo com uma Exponencial Negativa de média unitaria, o
parametro 7 correspondente segue uma Uniforme de -1 a 1. Com
essas hipodtese, sio deduzidas de forma exata as estatisticas de
primeira ordem resultantes, quais sejam: (i) a funcao densidade
de probabilidade (FDP) e a funcio distribui¢ao acumulada (FDA)
para a envoltéria e fase; (ii) os momentos generalizados da
envoltoria; e (iii) e a Figura de Desvanecimento, ou Amount
of Fading (AF). Mostra-se que a variabilidade desse parametro,
aqui chamada de sombreamento, em média, tende, a amenizar
os seus efeitos nas estatisticas resultantes.

Palavras-Chave— Modelo n-p, Distribuicdo de Hoyt, quanti-
dade de devanescimento, distribuicio de fase e envoltdria.

Abstract— The fading channel parameters vary according to
the propagation environment, a fact already known and reported
in the literature. It is evident that this variation directly impacts
the performance of the system. In this paper, we investigate the
effect of the stochastic variation of the unbalance parameter 7 of
the complex model 7-4 Format 2 for ¢ = 1/2, i.e., Hoyt. Starting
from the hypothesis that the powers of the phase and quadrature
components vary independently according to a Negative Expo-
nential of unitary mean, the corresponding parameter 7 follows
a Uniform from -1 to 1. With these hypotheses, we derive the
resulting first-order statistics, namely: (i) the probability density
function (PDF) and the cumulative distribution function (FDA)
for the envelope and phase; (ii) the generalized moments of the
envelope; and (iii) and the Figure of Fading, or Amount of Fading.
It is shown that the variability of this parameter, here called
shadowing, on average, tends to soften its effects on the resulting
statistics.

Keywords— n-; modeling, Hoyt distribution, amount of fading,
envelope and phase distribution.

I. INTRODUCAO

Os dois fendmenos estocdsticos tipicos e que predominante-
mente degradam o sinal em um ambiente de comunicacido sem
fio sdo o multipercurso e o sombreamento. Como largamente
sabido, o multipercurso resulta das multiplas cdpias do sinal
que chegam ao receptor provenientes de reflexdes, difragdes,
e espalhamentos. E o sombreamento, como o nome sugere,
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resulta do bloqueio do sinal por grandes obstaculos. O efeito
do multipercurso no valor instantdneo da amplitude do sinal
€ percebido como uma variagdo rdpida deste, da ordem de
fracdes de comprimento de onda. Ja na fase, e para os modelos
de um tnico cluster de multipercurso, ocorre uma dispersao
em torno da fase da componente dominante (caso Rice) e, na
auséncia desta, em torno de pontos de fase notdveis como
0 emoum/2e 3m/2 (casos Rayleigh, Weibull, e Hoyt).
Ainda na fase, e na presenca de multiclusters e componentes
dominantes, ha dispersdes em torno de todos os citados pontos
notdveis e em torno da fase da resultante das dominantes
(caso k-pu). E na auséncia desta, as dispersdes ocorrem apenas
em torno dos pontos notaveis (casos, Nakagami-m, a-p n-Lt).
O efeito do sombreamento se d4 na média local que oscila
aleatoriamente em torno da média global. Relativamente a
fase, permanecendo inalterados os atributos do canal ao longo
do sombreamento, ela serd aquela da de curto prazo. Por outro
lado, é largamente sabido que, embora possa-se ter 0 mesmo
processo de desvanecimento de multipercurso localmente, os
atributos do canal podem variar ao longo da trajetéria. Assim,
no longo prazo, em média, a fase poderd variar também. A va-
riabilidade dos pardmetros de desvanecimento, embora pouco
explorada, é conhecida e reportada na literatura. Podem-se
ver, por exemplo, algumas dessas estatisticas, particularmente
relativas aos parametros Nakagami m, Rice k, e v e p da a-p
em [1]-[3].

Enquanto que para o curto prazo um grande nimero de
processos de desvanecimento pode ser encontrado que mo-
delam os diferentes ambientes, para o longo prazo o mais
universalmente aceito € aquele caracterizado pela distribui¢do
lognormal. O modelo mais simples de curto prazo é o Ray-
leigh, que considera o sinal complexo recebido tendo fase e
quadratura Gaussianas de média nula e mesmas varidncias.
Sob estas condigdes, a distribuicdo da fase do canal Rayleigh
segue uma Uniforme de —7 a 7. Quando se admitem vari-
ancias diversas e média nula, chega-se ao modelo Hoyt. Para
mesmas varidncias e médias ndo nulas, obtém o modelo Rice.
Para variancias diversas e médias nio nulas, Beckmann. Esses
modelos foram generalizados com a inclusdo de madltiplos
clusters, dando origem a Nakagami-m, a-p, n-g, k-p, € a-
N-K-[b.

Como sempre, e ainda mais com o advento das geragdes
avangadas das comunica¢des sem fio em que os sistemas sdo
levados a operar no limite de suas capacidades, compreender
o comportamento do meio de comunicagdo da forma mais
precisa é de fundamental importancia de forma a atender
aos requisitos extremos. Nesse sentido, torna-se fundamental
aprofundar-se no entendimento do comportamento do canal
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em todas as suas instincias, incluindo modelos de longo prazo,
curto prazo, e combinados, os chamados modelos compostos.

A literatura € rica neste quesito. Mais particularmente, no
que concerne aos modelos compostos, citam-se, por exemplo
os trabalhos em [4]-[7] e em suas respectivas referéncias.
Vale ressaltar que em todos esses modelos, a distribui¢do de
longo prazo lognormal passa a ser substituida por outras que a
aproximam e que levam a formula¢des matematicamente mais
tratdveis. Destaca-se dentre ela a Gamma, para o modelo de
poténcia, e a correspondente Nakagami-m para a envoltéria.
A primeira inclui a Exponencial Negativa e a segunda, a
Rayleigh. Outra que se destaca ¢ a Gamma Inversa e, da
mesma forma, Nakagami-m inversa. Como pode ser obser-
vado, todos os trabalhos que abordam as distribuicdes com-
postas tém como foco a envoltéria ou, correspondentemente,
a poténcia do sinal. Ndo se aborda a questdo do efeito da
variabilidade dos atributos do canal na sua forma complexa. O
objetivo do presente trabalho € investigar o efeito da variacao
provocada pelo sombreamento de algum pardmetro do canal
no desvanecimento complexo. O estudo inicial tem como foco
o caso particular do modelo 7-u com p = 1/2, correspondente
aquele de Hoyt. As principais contribui¢do deste trabalho sdo
listadas a seguir:

1) A fungdo densidade de probabilidade e a fungéo distri-

buicdo acumulada da fase;
2) A funcdo densidade de probabilidade e fun¢do distribui-
¢d0 acumulada da envoltéria;

3) O momento generalizado da envoltdria;

4) A figura de desvanecimento (ou Amount of Fading).

Vale notar que tanto a distribui¢do da fase como também os
momentos da envoltdria sdo obtidos em formulagdo fechada.

O restante do artigo € dividido da seguinte forma: A Secdo
II revista o modelo de canal n-p e sua conexdo com o modelo
de canal Hoyt introduzindo o pardmetro de sombreamento na
distribuicdo conjunta fase-envoltéria do modelo de Hoyt. A
Secdo III fornece as estatisticas marginais para a fase e para
envoltéria descondicionadas do pardmetro de sombreamento.
Alguns gréficos sdo apresentados na Secdo IV para verificar-
mos o comportamento do sinal em relacio a um canal em
que o parametro permanece constante. Conclusdes finais sao
descritas na Secdo V.

II. A DISTRIBUICAO CONJUNTA FASE-ENVOLTORIA 7-p
O modelo complexo para a distribui¢do 7-p é dado por [8]
221 p2Hp A=l |Sin(26‘)\2“71
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em que p = (1+(H/h)*)E%(R?))/(2V(R?)) est4 relacionado
ao nimero de clusters de multipercurso, # = /E[R?] é o
valor rms da envoltdria do sinal de desvanecimento, h ¢ H sdo
constantes definidas de acordo com o formato desejado e E[] e
V[-] sdo os operadores esperanga e varidncia respectivamente.
A distribuicdo n-p foi definida em dois formatos distintos.
No Formato 1, define-se o pardmetro n > 0 como a razio
entre as poténcias da componente em fase e em quadratura e

as constantes h e H sdo dadas por h = (2+n~1 +1n)/d e
H = (n~!—n)/4. J4 no Formato 2, o parametro —1 < n < 1
modela o coeficiente de correlag@o entre a componente em fase
e a componente em quadratura com b = 1/(1—n?) e H = nh.
O modelo de desvanecimento Hoyt é um caso particular do
modelo 7-x quando o pardmetro p assume o valor 1/2. Com
@ =1/2 em (1), obtém-se a FDP conjunta fase-envoltéria do

modelo de Hoyt que, para o formato 2, é dado por:
r2(1 + ncos(20
(_ (147 <»>.®

1 T
Troln )=\ T mm P T s )

Considere que, ao longo do percurso, o sombreamento afete
as poténcias das componentes em fase e em quadratura de
forma independente e com flutuagdes distribuidas de acordo
com uma Exponencial Negativa de poténcia unitaria. (Como
dito antes, a Exponencial Negativa ¢ um caso importante da
Gama.) E possivel demonstrar que, neste caso, o parimetro
n no Formato 2, varie de acordo uma distribui¢do Uniforme
de —1 a 1. Seja § esse pardmetro de sombreamento. A FDP
conjunta condicional a § para o caso aqui explorado, i.e., para
u=1/2 é dada por

1 r 77‘2(1-}—512](:(235(?26))
fr79\6(7“79|5)=\/1_7(52772@6’ N )]

A FDP conjunta incondicional ndo pode ser obtida em
formulagdo fechada. Por outro lado, as FDPs marginais de
envoltdria e fase podem, calculando-se a integral de descondi-
cionamento. O mais fundamental, no entanto, sdo as marginais,
e estas, sim, serdo exploradas a seguir.

I11. DISTRIBUICC)ES MARGINAIS DA HOYT SOMBREADA
A. Estatisticas da Fase

A FDP da fase condicional ao sombreamento (3) é dado por

N

Jois¥19) = 52T T oy cos(20)) X
Descondicionando-se em § chega-se em
fuwz“i$”<%mlmwwm@m
» <t (ﬁ;ﬁ%) ®
+mf1\£f;§i;>>>

Esta expressdo possui indeterminacdes para valores de fase
miiltiplos de 6/4. No limite, a FDP assume os seguintes
valores:

siu_l(q)

27
o(0) =9 = -
f ( ) { ]4;7]2_"_511;4 17] rl)’ COS(29)=0

(
E

sin(20)=0

(6)

Esses pontos representam, respectivamente, os valores de
maximo e minimo da FDP da fase. Considerando, algumas
situacdes particulares de n, a FDP da fase apresenta indeter-
minacdes quando 1 — 0 e para 7 — £1. No limite, quando
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n aproxima-se de zero, a fase reduz-se para fase do canal
Rayleigh uniforme em —7 a m. Quando 7 — 41 a FDP limite
¢é dada por
sec? (26
folo) = 2120 )
A FDA correspondente para a fase pode ser obtida pela de-
finicdo padrdo integrando-se (5). Depois de algum algebrismo,
a FDA € obtida como em (8) definida no rodapé desta pégina,
em que U(z) é a fungiio degrau unitdrio.

(1 —|sin(20)])

B. Estatisticas da Envoltoria

A distribui¢do da envoltéria condicionada ao parametro de
sombreamento ¢ pode ser obtida integrando-se (3) em 6,
chegando-se em

5) = 1 2 e
fris(r|d) = 1*7527727?26

T26n
Xh(a—ﬁﬁvg’

em que [o(x) é a fun¢do modificada de Bessel do primeiro tipo
e ordem 0 [9, Eq. (9.6.10)]. A partir da envoltéria condicionada
podemos obter os momentos pela definicdo chegando-se a

E [ R¥|§] =#*T (1+/;> P, <_k: 2k

L. 85202
12 3 1;6 77), (10)
em que oF(a,b,c,z) é a fungdo hipergeométrica de Gauss
[9, Eq. (15.1.1)].

1) Momentos: Podemos obter os momentos generalizados
integrando-se (10) no dominio de 4. De tabelas de integral
chegamos em

11
E [R"] =T (HS) 3F2( i k;l,g;n2>, an

€))

272 47 47772
em que 3F» é um caso particular da func¢do hipergeométrica
generalizada ,F, [10, Eq. (7.2.3.1)].

2) Funcdo Distribuicdo de Probabilidade: A FDP da en-
voltéria pode ser numericamente obtida integrando-se (9) em
relagdo a varidvel §. Esta integral ndo possui uma formulago
fechada, e é possivel obter-se uma representagdo mas em
termos de uma somatdria dupla. Como uma alternativa ao
descondicionamento de (9), podemos usar a transformada
inversa de Mellin e o teorema de residuos de Cauchy para obter
uma série simples para a FDP da envoltéria. A transformada
direta de Mellin € definida como [11]

/Oo 2571 f(x)da.

0
Por sua vez, a transformada inversa de Mellin é dada por

1 * —s
f@) = 5 § £ (a0 a3

M(f(z) : s] (12)

MTUf*(s) < ]

em que j = y/—1 e £ é um contorno apropriado no plano
complexo!.

Caso a fungdo f(z) seja uma func@o densidade de probabi-
lidade de uma varidvel aleatdria positiva X, a transformada de
Mellin se relaciona aos momentos de X por f*(s) = E[X*71].
Assim, é possivel obter a FDP da envoltéria a partir dos
momentos generalizados pela integral

o 1 s—11,.—s
—%éE[R ]7’ dS,

fr(r) (14)
em que E[R*~!] € substituido por (11). Integrais de contorno
costumam ser problemadticas para a avaliacio numérica. Con-
tudo, do teorema de residuos de Cauchy, podemos escrever a
integral de contorno como uma soma de residuos contidas no
contorno. Particularmente, os residuos de (14) vem da funcao

gamma que possui polos em inteiros negativos. Os residuos

da fun¢do gamma sdo
(—1)° a+i\ .
— 1
bl f b ,1 €N (15)

Res T'(a+bs)f(s)

ita
S—— "

supondo que —(a +4)/b ndo seja um polo de f(s). Com este
resultado podemos obter os residuos do integrando em (14)
em que E[R*71] é substituido por (11) assim

2(_1)i 7"1+2i

Res E[R'r *= _

s—>—(eé§+1) [ Ir il P22
11 ¢ .3 (16)

? 1
sFy (=, =+ =, 14 =51, =;79°
X 3 2(272+27 +2772777>
realizando a soma em todos os possiveis valores de ¢ resulta
em
2 S (—1)F 2
fal) =22 (?)

=0

17)
11 3
><3F2< +Z,1+Z;1,;n2>,

22 "2 2'77 9

que ¢é a FDP da envoltdria da distribuicdo Hoyt com parametro
7 sombreado. Uma representacdo alternativa pode ser obtida
a partir de (17) escrevendo-se a hipergeométrica em termos
de sua série de poténcia e invertendo-se a ordem das somas,
chegando-se a

2
1F1 (1+2j; ;A2)7 (18)
7

em que 1F3(a,b,x) é a fungdo hipergeométrica de Kummer
[9, Eq. (13.1.2)]. Em particular, essa formulagdo é matemati-
camente mais eficiente.

IRefira-se a [11] para contornos apropriados.

By = Y05 +U+3) U@O+m-U@O-m

2 anm

X <tan1 (Mtan@)) (sec(26) — 1) — tan™! (M‘uan(@) (sec(20) + 1) — sin~ () tan(20)>

N

(®)
\/1—n?



XL SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES E PROCESSAMENTO DE SINAIS - SBrT 2022, 25-28 DE SETEMBRO DE 2022, STA. RITA DO SAPUCAI, MG

3) Fungdo Distribuicdo Acumulada: A FDA da Hoyt som-
breada pode ser obtida diretamente de (17) pela defini¢do e
invertendo-se a ordem de integra¢do e soma, obtendo-se assim

S ()
—~ (14 4)i! \7
11 1 i3
X sF (=, =+ =,14+ =1, =:9% ).
32(272+27 +27525n>
Da mesma forma que para a FDP, uma expressdo alternativa

pode ser obtida realizando a inversdo da ordem da soma,
ou integrando-se diretamente (18). Ambas as possibilidades

resultam em
_ 2
TIQJ ((%)7) 7’2) (20)
3 P2 )

2

Fr(r)

ﬁ>‘ﬁ
S

19)

Falr) ="

20,

4) Figura de Desvanecimento (Amount of Fading - AF):
O parametro AF [12] é uma medida da severidade do des-
vanecimento. E definido em termos do primeiro e segundo
momentos da poténcia instantanea ou, equivalentemente, do
segundo e quarto momentos da envoltéria como:

ap- ZIRY - EJR2]2
E [R?]

Substituindo-se (11) em (21) com os valores apropriados,
obtém-se

T\z)‘ﬁ

1 (1 +25;2;—

21

2
n

AF =1+ —.
+3

Para o caso Hoyt simples (ndo sombreado), podemos obter o
AF a partir de (21) substituindo os momentos pela formulacao
em (10) com 6 = 1, o que resulta em

AF =1+41n?

(22)

(23)

IV. RESULTADOS

A Figura 1 esboca o comportamento da FDP da fase
sombreada (linhas cheias) e ndo sombreada (linhas tracejadas)
para n = {0,1/4,1/2,3/4}. A Figura 2 faz o mesmo,
mas para = {0,—1/4,—1/2,—3/4}.H4 duas observagdes
importantes a serem notadas nessas Figuras: (i) enquanto que
para o caso ndo sombreado os pontos notdveis ocorrem em
+m/2 e —m/2, para n positivo, e em 0 e 7, para 1 negativo,
para o caso sombreado os pontos notdveis incluem esses quatro
sempre, independentemente do sinal de n; (i) da mesma
forma, enquanto que para os pontos notdveis 0s picos se
tornam mais proeminentes com o aumento do médulo de 7
para o caso ndo sombreado, para o caso sombreado, embora
0s picos tendem a aumentar também, esse aumento ocorre de
forma bem menos significativa. Ou seja, as oscilagdes de fase
giram muito proximamente em torno da Uniforme.

A FDP das envoltérias, ndo sombreadas ¢ sombreadas, é
mostrado na Figura 3, para os mesmos valores de 7 como
antes. (Valores de 7 positivos ou negativos produzem as
mesmas curvas.) Note-se aqui que, como no caso da fase,
o efeito do parametro 7 tende a ser grandemente amenizado,
quase que anulado, no sombreamento. As curvas resultantes
se apresentam no entorno daquela para n = 0, ou seja, o caso
Rayleigh.

0.4} 1=0
N — =14
Py — =2
0.3 Py =
S PN
= AN
0.2 Jome
A B
0.1 :__"/ "! ‘,‘ ‘\-._____,v' '1" ‘\\ ‘~‘~~_
-3 -2 -1 0 1 2 3
Fig. 1. FDPs de fase sombreada e ndo sombreada com 7 arbitrario
040, K — =314 [
| f — =2
N — n=-1/4 !
0.3} h B n=0 h
g N
F O
02[.0, RN /.
\ o, N s
NN DN AN N N A
0.4 RN N e
-3 -2 -1 0 1 2 3

Fig. 2. FDPs de fase sombreada e ndo sombreada com 7 negativo e zero

n=1/4
— n=1/2
— n=3/4

Fig. 3.

FDP da envoltéria sombreada(linhas continuas) e nao sombre-
ada(linhas tracejadas)

A Figura 4 apresenta a FDA da fase sombreada (linhas
continuas) e ndo sombreadas (linhas tracejadas) para os valores
de n. A diferenca para valores de 7 negativo estd apenas
na inversdo da concavidade das curvas. Aqui, observa-se
nitidamente as curvas tenderem para aquela da Uniforme.

A Figura 5 apresenta a FDA da envoltéria sombreada e ndo
sombreada para os mesmos valores de 7). As observagdes feitas
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Fig. 4. FDA da fase sombreada (linhas continuas) e ndo sombreadas (linhas
tracejadas)

para a FDP da envoltéria mostram-se evidentes aqui também.

0.500

— 0.100

< n=1i4 7
[\4
w —_ =

0.050 =1z ]

— n=3/4
0.010 |
0_005 n n n n
220 15 -10 5 0 5 10

Fig. 5. FDA da envoltéria sombreada(continuas) e ndo sombreada(tracejadas)

A Figura 6 apresenta a AF em funcdo de 7, o que se mostra
simétrica em torno do zero e com valor minimo em zero. Nota-
se que o desvanecimento se torna substancialmente menos
severo para a condi¢do sombreada.

V. CONCLUSOES

Este trabalho investigou o efeito da variag@o estocastica do
parametro de desbalanceamento 7 do modelo n-u Formato 2
para u = 1/2, correspondente ao caso Hoyt. A distribuigio
explorada para tal variabilidade foi a Uniforme de -1 a 1, o que
resulta da suposi¢do de as poténcias das componentes fase e
quadratura seguirem, de forma independente, uma Exponencial
Negativa de média unitdria. Constatou-se que o efeito do
parametro de desbalanceamento 7 nas estatisticas resultantes,
e.g., FDP e FDA de fase e envoltéria e mais evidentemente
nesta dltima, é grandemente amenizado com essas estatisticas
tendendo aquelas de Rayleigh. Isso fica 6bvio também ao
se atentar para o parametro AF resultante, que se mostra
sempre menor que aquele de Hoyt, ambos se igualando para
a condicdo Rayleigh. E interessante observar que, embora
possa-se ter uma envoltéria praticamente Rayleigh, a fase

2.0
— sombreada
nao sombreada
1.8
1.6
T8
<
1.4
1.2
1.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
n

Fig. 6. AF para n no intervalo de —1 <n <1

correspondente pode se distanciar, oscilando em torno, da
Uniforme. E claro que esse resultado advém do fato de o
parimetro 7 seguir a Uniforme, como especificado.
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