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Resumo—Este artigo apresenta uma análise teórica da 
radiação de uma linha de corrente magnética sobre regiões 
compostas por três meios com estratificação horizontal e vertical. 
Utilizando as equações de Maxwell e o método da função de 
Green, obtemos um sistema de equações integrais para cálculo 
dos campos nos três meios. O Método dos Momentos foi utilizado 
para resolver este sistema, no entanto alguns resultados foram 
obtidos pelo Método dos Elementos Finitos para comparação. Os 
resultados mostram quatro exemplos de regiões com diferentes 
combinações de materiais (ar, água e solo), e fonte operando em 
521 MHz com polarização vertical. 

Palavras-chaves—radiacao, estratificaçao vertical e horizontal; 
meio não homogene, funçoes de Green; Método dos Momentos 

Abstract—This paper presents a theoretical analysis of 
radiation of a magnetic line current in regions composed by 
three media with horizontal and vertical stratification. Using the 
Maxwell equations and the Green’s function method, we derive a 
system of integral equation to calculate the fields in the three 
media. The Method of Moments was used to solve this system, 
but some results were obtained by Finite Element Method for 
comparison. The results show four examples of regions with 
different materials combinations (air, water and soil) and source 
operating in 521 MHz with vertical polarization. 

Keywords— radiation; vertical and horizontal stratification; 
inhomogeneous medium; Green’s functions; Method of Moment 

I.  INTRODUÇÃO 
O problema de propagação de ondas eletromagnéticas em 

meios estratificados na horizontal e vertical é bem conhecido e 
explorado na literatura [1]-[4]. Em [1]-[2] os autores analisam 
os efeitos de propagação de ondas planas atravessando dois 
meios: terra e mar, e também a situação com três meios: terra, 
mar e terra.  Neste trabalho a estratificação é na vertical e foi 
utilizado um método relativamente simples chamado de função 
de atenuação. Em [3] os autores analisaram o comportamento 
do campo atravessando um meio com estratificação vertical 
por uma solução semi-analítica com baixo custo 
computacional comparada com métodos numéricos. Em [4] os 
autores estudaram os campos quase estáticos próximo de uma 
borda dielétrica, onde a estratificação não possui um ângulo de 
90 graus (vertical) ou 180 graus (horizontal), mas pode ter 
qualquer valor angular (azimutal). 

Uma situação particular é a propagação de ondas em meios 
estratificados tanto na horizontal quanto na vertical 
simultaneamente. Este caso considera no mínimo três meios 
diferentes. Modelos matemáticos para cálculo da intensidade e 
fase dos campos eletromagnéticos, no qual a fonte é localizada 
em um dos meios, podem ser obtidos pelo método da função 

de Green [5] e pelo Método dos Momentos (MoM) [6]. O 
método da função de Green tem sido utilizado para resolver 
problemas heterogêneos e estratificados com campos estáticos 
[7]-[8] e eletrodinâmicos com aproximações [9]. Entretanto 
uma solução analítica exata para campos dinâmicos tem sido 
pouco explorada na literatura. 

     Apresentamos aqui uma solução semi-analítica do problema 
de uma fonte de corrente magnética linear em uma região com 
estratificação horizontal e vertical. Primeiro derivamos, pelo 
método da função de Green, um sistema de equações integrais 
para o campo magnético e depois resolvemos este sistema pelo 
MoM. Utilizamos este modelo para analisar quatro exemplos 
de regiões estratificadas na horizontal e vertical com diferentes 
combinações dos meios: ar, água e solo. A fonte utilizada 
opera em 521 MHz com polarização vertical.  

II. DESENVOLVIMENTO TEÓRICO 

A. Descrição do Problema 
A Fig. 1 mostra a geometria dos problemas considerados 

neste trabalho. Nesta figura temos uma região não homogênea 
bidimensional com estratificação horizontal no eixo y e vertical 
no eixo x. A região é dividida em três meios, sendo que são 
considerados 4 casos com diferentes combinações dos 
materiais ar, água e solo para estes meios.  

Cada meio possui uma permissividade relativa (εr1, εr2, εr3), 
condutividade elétrica (σ1, σ2, σ3), permissividade complexa 
(ε1, ε2, ε3) e permeabilidade (µ1=µ2=µ3=µ0) para os meios 1, 2 e 
3, respectivamente. O sistema de coordenadas é o cartesiano, 
onde o meio 1 está em y>0 e −∞<x<+∞, o meio 2 em y<0 e 
x<0, e o meio 3 em y<0 e x>0.  

 
Fig. 1.  Geometria do problema de radiaçao bidimensional (plano xy) de 

uma linha de corrente magnética (paralela ao eixo z) em um a regiao com tres 
meios estratificados na horizontal (eixo y) e vertical (eixo x). 
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A fonte utilizada é uma linha de corrente magnética infinita 
paralela ao eixo z, localizada no ponto x = ξ e y = η e dada por: 

zayxMyxM )()(),( 0 ηδξδ −−=  (1) 

onde M0 é a intensidade da corrente magnética linear (V) [10] 
e za  um vetor unitário no eixo z. Os campos eletromagnéticos 
radiados por esta fonte satisfazem as equações de Maxwell: 

MHjE −−=×∇ ωµ  (2) 

EjH ωε=×∇  (3) 

onde a dependência temporal considerada é exp(jωt), sendo j a 
unidade imaginária, ω a frequência angular e t a variável 
temporal. Devido a geometria e a fonte (Fig. 1) o problema é 
bidimensional no plano xy, neste caso temos 0/ =∂∂ z  e 
polarização vertical (TMy).  Com estas considerações, (1)-(3) 
produz a seguinte equação da onda escalar para a componente 
z do campo magnético (Hz): 

zzzxy MjHkH ωε=+∇ 22  (4) 

onde k=ω(µε)1/2 e Mz é a componente escalar de (1). Como a 
fonte (1) está no meio 1, à equação (4) é não homogênea para o 
meio 1 e homogênea para os meios 2 e 3. 

B. Equaçao Integral do Problema 
 Aplicando o método da função de Green e as condições de 
contorno ao problema descrito na seção anterior [5], obtemos 
as seguintes soluções na forma integral de (4) para cada meio: 
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onde g1, g2 e g3 são as funções de Green dos meios 1, 2 e 3, 
respectivamente: 
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sendo u=2 ou 3. 

   As condições de contorno de continuidade dos campos 
elétricos e magnéticos, nas três interfaces entre os meios da 
Fig. 1, são: 
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onde Ea é o campo elétrico tangencial na interface entre os 
meios 1 e 2, Eb é o campo elétrico tangencial na interface 
entre os meios 1 e 3, e Ec é o campo elétrico tangencial na 
interface entre os meios 2 e 3. Substituindo (10)-(15) em (5)-
(7), obtemos o seguinte sistema de equações integrais: 
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As funções desconhecidas Ea, Eb e Ec são obtidas resolvendo o 
sistema acima, e com obtenção destas funções podemos 
substituí-las em (10)-(12), (5)-(7) e (3) para obter os campos 
eletromagnéticos em todos os meios. 

C. Soluçao do Sistema pelo MoM 
A solução numérica do sistema (16)-(18) pode ser 

realizada pelo MoM [5]-[6]. Neste método aproximamos as 
funções Ea, Eb e Ec por expansões em um determinado 
conjunto de funções de base. No presente estudo utilizamos as 
seguintes expansões do tipo pulso retangular: 

∑∑∑
===

===
c

c

cc

b

b

bn

a

a

aa

N

n
nnc

N

n
nnb

N

n
nna pyEpxEpxE

111

)'( e )'( ,)'( ααα  
 

(19) 

onde αna, αnb e αnc são os coeficientes de expansão e pna, pnb e 
pnc as funções de expansão (funções de base) do tipo pulso 
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retangular. Estas funções tem valor 1 ao longo de um 
subintervalo genérico ∆xa, ∆xb e ∆yc, e valor 0 fora deste 
intervalo, onde ∆xa=|xmin|/Na, ∆xb=|xmax|/Nb e ∆yc=|ymin|/Nc ao 
longo dos intervalos xmin< x’<0, 0<x’< xmax e ymin<y’<0, 
respectivamente, nas interfaces dos três meios. Os parâmetros 
Na, Nb e Nc são as discretizaçao de cada intervalo. A Fig. 2 
mostra curvas genéricas das expansões (19), onde os pontos 
destacados xan, xbn e ycn são os pontos centrais de cada 
subintervalo. As expansões em (19) convergem para as 
funções desconhecidas para maiores valores de Na, Nb e Nc, e 
quando xmin → ‒∞, xmax → +∞ e ymin → ‒∞. 

Substituindo (19) em (16)-(18) obtemos um sistema 
algébrico do tipo [I][α] = [f] de ordem Na+Nb+Nc, onde [α] é 
um vetor coluna que contem as incógnitas αna, αnb e αnc de 
(19), [f] é um vetor coluna que contem a fonte de corrente 
magnética de (16) e (17), e [I] é uma matriz que representa a 
interação mútua entre todos os subintervalos. Os coeficientes 
desta matriz contem integrais com limites em cada 
subintervalo, onde o integrando contem as funções de Green 
(8) e (9) e as permissividades nos meios. A solução é obtida 
por inversão matricial [α]=[I]-1[f], e os [α] obtidos são então 
substituídos em (19), (10)-(12) e (5)-(7) para calcular 
aproximadamente o campo magnético Hz em cada meio. 

III. RESULTADOS NUMÉRICOS 
Baseado no método apresentado na seção anterior, 

desenvolvemos um programa MoM em Matlab [11] para 
calcular os campos elétricos tangencias (19) nas interfaces e os 
campos magnéticos (5)-(7). Para comparação, calculamos 
alguns resultados pelo FEM com o software Comsol [12]. Os 
resultados apresentados a seguir mostram uma análise 
comparativa de 4 casos de radiação com diferentes 
combinações dos materiais ar, agua e solo nos meios 1-3. A 
fonte opera em 521 MHz com polarização vertical, onde o 
comprimento de onda no ar é λ0=0,58m. 

A. Campo ElétricoTangencial nas Interfaces 
As Tabelas 1 e 2 mostram os casos analisados e as 

propriedades eletromagnéticas de cada meio. Os casos 1 e 2 
possuem 2 meios com estratificação na horizontal. Já os casos 
3 e 4 com 3 meios tem estratificação na horizontal e vertical.  

 
Fig. 2.  Expansao por pulso retangular de Ea, Eb e Ec nas interfaces. 

TABELA I.  COMBINAÇOES DOS MEIOS 2 E 3 PARA OS 4 CASOS 
ANALISADOS. O MEIO 1 É O AR EM TODOS OS CASOS (FIG. 1). 

 

Casos Analisados Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 

Meio 2 Água Solo Água Solo 

Meio 3 Água Solo Solo Água 

TABELA II.  PROPRIEDADES ELETROMAGNÉTICAS DOS MEIOS NA 
FREQUENCIA DE 521 MHZ [9] 

 

Propriedade Eletromagnética Ar Água Solo 

Permeabilidade magnética, µr 1 1 1 

Permissividade relativa, εr 1 80 1,9 

Condutividade, σ  (mS/m) 0 50 20 

TABELA III.  PARÂMETROS UTILIZADOS NAS SIMULAÇOES (λ0=0,58M) 

Parâmetro Value 

Posiçao da fonte ξ = −3λ0 η = h = 3λ0 

Limites de Ea, Eb e Ec xmin = −20λ0 xmax = 20λ0 ymin = −3λ0 
Discretizaçao de Ea, Eb e 
Ec 

Na = 200 Nb = 200 Nc = 200 

Área do plot de Hz −6λ0 < x, y < 6λ0 
Discretizaçao da área de 
plot 2D no plano xy Nx = Ny = 400 

 
A Tabela 3mostra os parâmetros utilizados nas simulações e a 
Fig. 3 mostra os resultados obtidos para os campos Ea, Eb e Ec 
para os 4 casos. Cada resultado desta figura durou 3 min para 
ser calculado utilizando um computador com processador i7 e  
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Fig. 3.  Módulo dos campos elétricos tangenciais abs(Ea), abs(Eb) e 
abs(Ec) obtidos ao longo das interfaces para os 4 casos. 

16Gb de ram. Observamos na Fig. 3 uma boa resolução das 
curvas próximo das descontinuidades e baixos valores dos 
campos próximos dos limites xmin, xmax e ymin. Estas condições 
são necessárias para obter resultados mais precisos, conforme 
discutido na seção anterior. Além disso, os casos 1 e 2 
apresentam campo elétrico tangencial contínuo na superfície 
y=0 e descontinuo para os casos 3 e 4. Este último resultado 
está de acordo com a condição de fronteira de descontinuidade 
do campo normal entre dois meios, no caso os meios 2 e 3 em 
x=0, e a permissividade da água é maior que a do solo. 

B. Campo Hz em Funçao da Altura 
 A Fig. 4 mostra a variação da intensidade do campo 
abs(Hz) versus x, para todos os casos, em diferentes alturas em 
relação à fonte y=h, h/2, h/4, 0, −h/4 e –h/2. Para comparação 
os casos 2 e 4 mostram também os resultados obtidos pelo 
FEM, e observamos uma boa concordância entre os métodos. 
Cada curva nessas figuras foi obtida em 1min depois dos 
cálculos principais (iniciais) apresentados na Fig. 3. 

 Observamos na Fig. 4, para y>0, um comportamento 
oscilatório devido à interferência das ondas direta e refletida da 
superfície y=0, sendo que esse efeito é maior acima da água, 
pois o coeficiente de reflexão normal entre ar e água (|Γ|=0,79) 
é maior que aquele ente ar e solo ((|Γ|=0,15). 

 

 

 

 

Fig. 4.  Módulo do campo magnético abs(Hz) versus x/λ0, para todos os 
casos, em diferentes alturas y = h, h/2, h/4, 0, −h/4 e −h/2, onde h=3λ0. 
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Além disso, observamos no caso 4 que a intensidade do campo 
sofre um ligeiro aumento na superfície (y=0) para x>0 maior 
que aquele observado no caso 3. 

C. Campo Hz no Plano xy 
A Fig. 5 mostra os gráficos bidimensionais no plano xy do 

módulo abs(Hz) e fase angle(Hz) do campo magnético obtido 
para os 4 casos da Tabela 1. Estes resultados foram obtidos em 
400min=400linhas×1min/linha horizontal. Estas figuras 
mostram a variação espacial de uma onda cilíndrica TMy 
radiada por uma linha de corrente magnética e se propagando 
em meios não homogêneos com estratificação horizontal e 
vertical. 

 Os casos 1 e 3 mostram um comportamento oscilatório 
abaixo da fonte maior que os outros casos. Isto ocorre porque 

 

 

 

 

Fig. 5.  Gráficos bidimensionais no plano xy do módulo abs(Hz) e fase 
angle(Hz) do campo magético para os 4 casos da Tabela 1. 

a reflexão na água é maior que no solo. Notamos também que 
os gráficos de abs(Hz) no solo sofre maior decaimento que na 
água, pois a tangente de perdas no solo é maior que da água. 
Comparando os casos 1 e 3 observamos bem a diferença e a 
transição das ondas no ar de x<0 para x>0. Esta transição 
também é evidente comparando os casos 2 e 4. Estes 
resultados mostram para x>0 uma reflexão e difração menor 
quando a transição é agua-solo (caso 3) do que quando a 
transição é solo-água (caso 4). 

IV. CONCLUSÕES 
Neste artigo apresentamos uma análise teórica da radiação 

de uma fonte de corrente magnética linear em regiões com 
estratificação horizontal e vertical, formadas por ar, água e 
solo. A frequência da fonte considerada é 521 MHz e a 
polarização TMy (vertical). O MoM foi utilizado para análise 
numérica e alguns resultados foram calculados pelo FEM para 
comparação, onde uma boa concordância entre eles foi 
observada. Os resultados dos casos com dois meios ar-água e 
ar-solo foram comparados e utilizados como referência para 
entender alguns fenômenos dos casos com três meios: ar-agua-
solo e ar-solo-água. No caso ar-solo-água o campo na 
superfície y=0 sofre uma ligeira amplificação logo após a 
interface solo-água (x=0). Já no caso ar-água-solo, este campo 
em y=0 sofre uma redução em intensidade quando atravessa a 
interface água-solo (x=0). Também o caso ar-água-solo 
apresentou menos reflexão e difração para x>0 que o caso ar-
solo-água. Em trabalhos futuros serão consideradas regiões 
com quatro meios (ar-água-floresta-solo) e outras polarizações. 
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