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Radiacao Bidimensional de uma Linha de Corrente
em Regioes Estratificadas na Horizontal ¢ Vertical

Jeferson B. N. Leite e Karlo Q. da Costa

Resumo—Este artigo apresenta uma analise tedrica da
radiacio de uma linha de corrente magnética sobre regides
compostas por trés meios com estratificacio horizontal e vertical.
Utilizando as equacdes de Maxwell e 0 método da funciio de
Green, obtemos um sistema de equacdes integrais para calculo
dos campos nos trés meios. O Método dos Momentos foi utilizado
para resolver este sistema, no entanto alguns resultados foram
obtidos pelo Método dos Elementos Finitos para comparacio. Os
resultados mostram quatro exemplos de regides com diferentes
combinac¢des de materiais (ar, 4gua e solo), e fonte operando em
521 MHz com polarizacio vertical.

Palavras-chaves—radiacao, estratificacao vertical e horizontal;
meio ndo homogene, funcoes de Green; Método dos Momentos

Abstract—This paper presents a theoretical analysis of
radiation of a magnetic line current in regions composed by
three media with horizontal and vertical stratification. Using the
Maxwell equations and the Green’s function method, we derive a
system of integral equation to calculate the fields in the three
media. The Method of Moments was used to solve this system,
but some results were obtained by Finite Element Method for
comparison. The results show four examples of regions with
different materials combinations (air, water and soil) and source
operating in 521 MHz with vertical polarization.

Keywords— radiation; vertical and horizontal stratification;
inhomogeneous medium; Green’s functions; Method of Moment

I. INTRODUCAO

O problema de propagagdo de ondas eletromagnéticas em
meios estratificados na horizontal e vertical ¢ bem conhecido e
explorado na literatura [1]-[4]. Em [1]-[2] os autores analisam
os efeitos de propagacdo de ondas planas atravessando dois
meios: terra e mar, ¢ também a situagdo com trés meios: terra,
mar ¢ terra. Neste trabalho a estratificagdo ¢ na vertical e foi
utilizado um método relativamente simples chamado de fungéo
de atenuacdo. Em [3] os autores analisaram o comportamento
do campo atravessando um meio com estratificacdo vertical
por uma solugdo semi-analitica com baixo custo
computacional comparada com métodos numéricos. Em [4] os
autores estudaram os campos quase estaticos proximo de uma
borda dielétrica, onde a estratificagdo ndo possui um angulo de
90 graus (vertical) ou 180 graus (horizontal), mas pode ter
qualquer valor angular (azimutal).

Uma situagdo particular € a propagacdo de ondas em meios
estratificados tanto na horizontal quanto na vertical
simultaneamente. Este caso considera no minimo trés meios
diferentes. Modelos matematicos para calculo da intensidade e
fase dos campos eletromagnéticos, no qual a fonte é localizada
em um dos meios, podem ser obtidos pelo método da funcdo

de Green [5] e pelo Método dos Momentos (MoM) [6]. O
método da fung@o de Green tem sido utilizado para resolver
problemas heterogéneos e estratificados com campos estaticos
[7]-[8] e eletrodinamicos com aproximagdes [9]. Entretanto
uma solucao analitica exata para campos dinamicos tem sido
pouco explorada na literatura.

Apresentamos aqui uma solucao semi-analitica do problema
de uma fonte de corrente magnética linear em uma regido com
estratificagdo horizontal e vertical. Primeiro derivamos, pelo
método da fungdo de Green, um sistema de equagdes integrais
para o campo magnético e depois resolvemos este sistema pelo
MoM. Utilizamos este modelo para analisar quatro exemplos
de regides estratificadas na horizontal e vertical com diferentes
combinagdes dos meios: ar, agua e solo. A fonte utilizada
opera em 521 MHz com polarizagao vertical.

II. DESENVOLVIMENTO TEORICO

A. Descri¢do do Problema

A Fig. 1 mostra a geometria dos problemas considerados
neste trabalho. Nesta figura temos uma regido ndo homogénea
bidimensional com estratificagdo horizontal no eixo y e vertical
no eixo x. A regido ¢ dividida em trés meios, sendo que sdo
considerados 4 casos com diferentes combinacdes dos
materiais ar, agua e solo para estes meios.

Cada meio possui uma permissividade relativa (&1, &2, €3),
condutividade elétrica (o), 0,, 03), permissividade complexa
(&1, &5, &3) € permeabilidade (u;=u,=us=uq) para os meios 1,2 e
3, respectivamente. O sistema de coordenadas é o cartesiano,
onde o meio 1 estd em y>0 e —co<x<+oo, 0 meio 2 em y<0 e
x<0, e 0 meio 3 em y<0 e x>0.

Y
N
1 a n
Meio 1 (€1, 110, 01) Meio 1 (€1, f10,01)
L 4 .Z X
§
Meio 2 (€2, 110, 02) Meio 3 (€3, Ho, 03)
Fig. 1. Geometria do problema de radiagao bidimensional (plano xy) de

uma linha de corrente magnética (paralela ao eixo z) em um a regiao com tres
meios estratificados na horizontal (eixo y) e vertical (eixo x).

Jeferson B. N. Leite (Instituto Federal do Para, Tucurui-PA, Brasil) e Karlo Q.
da Costa (Faculdade de Engenharia Elétrica e Biomédica, Universidade Federal do

Para, Belém-PA, Brasil). E-mails: jeferson.leite@ifpa.edu.br, karlo@ufpa.br.



XL SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES — SBrT 2022, 25-28 DE SETEMBRO DE 2022, STA. RITA DO SAPUCAI, MG

A fonte utilizada ¢ uma linha de corrente magnética infinita
paralela ao eixo z, localizada no ponto x = ¢ e y = 5 ¢ dada por:

M (x,y)=M,5(x-&E)3(y-n)a, )

onde M, ¢é a intensidade da corrente magnética linear (V) [10]
€ a, um vetor unitario no eixo z. Os campos eletromagnéticos

radiados por esta fonte satisfazem as equagdes de Maxwell:
VxE =—jouH - M ()
VxH = josE (3)

onde a dependéncia temporal considerada é exp(jt), sendo j a
unidade imaginaria, @ a frequéncia angular e ¢ a variavel
temporal. Devido a geometria e a fonte (Fig. 1) o problema ¢
bidimensional no plano xy, neste caso temos 0/&z=0 e
polarizacdo vertical (TM,). Com estas consideragdes, (1)-(3)
produz a seguinte equacdo da onda escalar para a componente
z do campo magnético (H.):

VIH. +kH, = joeM., )

onde k=w(ue)"? e M, é a componente escalar de (1). Como a
fonte (1) esta no meio 1, a equagdo (4) ¢ ndo homogénea para o
meio 1 e homogénea para os meios 2 ¢ 3.

B. Equacgao Integral do Problema

Aplicando o método da fungdo de Green e as condi¢des de
contorno ao problema descrito na se¢@o anterior [5], obtemos
as seguintes solugdes na forma integral de (4) para cada meio:

Hzl(xay) :_ja)glMOgl(faﬂaxay)_
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onde g, g, ¢ g3 s2o as fungdes de Green dos meios 1, 2 e 3,
respectivamente:
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sendo #=2 ou 3.

As condi¢des de contorno de continuidade dos campos
elétricos e magnéticos, nas trés interfaces entre os meios da
Fig. 1, sdo:

B (v)=—1 aHj‘ - 6HZ} , —0<x'<0 (10)
J &, oy yo JWE, oy Y20
H
E ()=t ) L Ml (11)
JWE, oy yo JWES oy Y20
OH OH
E)=— Mol 1 Ml o (2)
joe, ox' | joe, X' | .,
H.(x,0)=H_,(x,0), —0o<x<0 (13)
H_ (x,0)=H _(x,0), o0<x<+0 (14
sz(oay):st(O’y)’ _00<y<0 (15)

onde E, é o campo elétrico tangencial na interface entre os
meios 1 e 2, E, é o campo elétrico tangencial na interface
entre os meios 1 ¢ 3, e E. é o campo elétrico tangencial na
interface entre os meios 2 e 3. Substituindo (10)-(15) em (5)-
(7), obtemos o seguinte sistema de equagdes integrais:

0
J[gl 2,(x',0,x,0) + &,2,(x',0,x,0)]E, (x")dx'+

—0

(16)
+o0 0
+ [ 68 (¢ QX0 ()i [£,2,0 XOE()d=-6Mg (£ 7 x0)
0 —0
0 +90
[6( 0.0, () + [[5:8,(¥.0.50) +£.2:(¥ 0, 50)JE, (¢ )+
-0 0
, (17)
+ Igsgs 0.y, x.0)E (y)dy'=~£M,g,(5.77,x,0)
0 +0
~ [£:2.(x 00, 0)E, (x)dx'+ [ £,2,(x',0.0,)E, (' )dx'+
—0 0
(18)

0
+ J[Ssgs 0,50, y) +£,8,(0,5",0, »]E.(»)dy'=0
As funcdes desconhecidas E,,, E, ¢ E. sdo obtidas resolvendo o
sistema acima, ¢ com obtencdo destas fungdes podemos
substitui-las em (10)-(12), (5)-(7) e (3) para obter os campos
eletromagnéticos em todos os meios.

C. Solugao do Sistema pelo MoM

A solugdo numérica do sistema (16)-(18) pode ser
realizada pelo MoM [5]-[6]. Neste método aproximamos as
fun¢des E,, E, e E. por expansdes em um determinado
conjunto de fungodes de base. No presente estudo utilizamos as
seguintes expansdes do tipo pulso retangular:

N, N, N,
E,("=Ya,p, . E&)=Da,p, ¢E()=a,p, (19)
n,=l ny=1 n.=l

onde a,,, a,; € o, sdo os coeficientes de expansio € p,,, P €
Pne as fungdes de expansdo (fungdes de base) do tipo pulso
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retangular. Estas fungdes tem valor 1 ao longo de um
subintervalo genérico Ax,, Ax, ¢ Ay., e valor 0 fora deste
intervalo, onde Ax,=PX,inl/Nay Axp=Xpad/Np € AY=|min|/N. a0
longo dos intervalos x,;,< x’<0, 0<x’< X,u € Vmuir<y’<O0,
respectivamente, nas interfaces dos trés meios. Os parametros
N., Ny € N, sdo as discretizagao de cada intervalo. A Fig. 2
mostra curvas genéricas das expansdes (19), onde os pontos
destacados x,,, Xp, € V., sdo os pontos centrais de cada
subintervalo. As expansdes em (19) convergem para as
fungdes desconhecidas para maiores valores de N,, N, e N, e
quando Xmin > 0y Xpax —> +oo € Ymin —> —0.

Substituindo (19) em (16)-(18) obtemos um sistema
algébrico do tipo [/][] = [f] de ordem N,+N,+N,, onde [a] €
um vetor coluna que contem as incognitas o,,, a,, € o, de
(19), [f] é um vetor coluna que contem a fonte de corrente
magnética de (16) e (17), e [I] é uma matriz que representa a
interacdo mutua entre todos os subintervalos. Os coeficientes
desta matriz contem integrais com limites em cada
subintervalo, onde o integrando contem as fung¢des de Green
(8) e (9) e as permissividades nos meios. A solugdo ¢ obtida
por inversdo matricial []=[/]"[f], e os [«] obtidos sdo entdo
substituidos em (19), (10)-(12) e (5)-(7) para -calcular
aproximadamente o campo magnético H, em cada meio.

III. RESULTADOS NUMERICOS

Baseado no método apresentado na seg¢do anterior,
desenvolvemos um programa MoM em Matlab [11] para
calcular os campos elétricos tangencias (19) nas interfaces e os
campos magnéticos (5)-(7). Para comparacdo, calculamos
alguns resultados pelo FEM com o software Comsol [12]. Os
resultados apresentados a seguir mostram uma analise
comparativa de 4 casos de radiagdo com diferentes
combinagdes dos materiais ar, agua ¢ solo nos meios 1-3. A
fonte opera em 521 MHz com polarizagdo vertical, onde o
comprimento de onda no ar ¢ 4;=0,58m.

A. Campo ElétricoTangencial nas Interfaces

As Tabelas 1 e 2 mostram os casos analisados e as
propriedades eletromagnéticas de cada meio. Os casos 1 e 2
possuem 2 meios com estratificagdo na horizontal. Ja os casos
3 ¢ 4 com 3 meios tem estratificagdo na horizontal e vertical.

y

E,()
E,() T

Fmin Ax Yan
a

V.
- cn

Ay,

v
<'min

Fig. 2. Expansao por pulso retangular de E,, E), e E, nas interfaces.

TABELA L COMBINACOES DOS MEIOS 2 E 3 PARA 0S 4 CASOS
ANALISADOS. O MEIO 1 E O AR EM TODOS 0S CASOS (FIG. 1).
Casos Analisados | Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4

Meio 2 Agua Solo Agua Solo
Meio 3 Agua Solo Solo Agua
TABELA II. PROPRIEDADES ELETROMAGNETICAS DOS MEIOS NA
FREQUENCIA DE 521 MHZ [9]

Propriedade Eletromagnética Ar Agua Solo
Permeabilidade magnética, u, 1 1 1
Permissividade relativa, &, 1 80 1,9
Condutividade, o (mS/m) 0 50 20

TABELA III.  PARAMETROS UTILIZADOS NAS SIMULAGCOES (49=0,58M)
Parametro Value

Posicao da fonte E=-31 n=h=3hky

Limites de E,, Ej € E. Xmin="20A0 | Xmar=204A0 | Ymin="340

Ejscretizagao de E,, Ey ¢ N,=200 N,= 200 N,=200

Area do plot de H. —640<x,y <640

Dloiaae o s d

A Tabela 3mostra os parametros utilizados nas simulagdes e a
Fig. 3 mostra os resultados obtidos para os campos E,, E, ¢ E.
para os 4 casos. Cada resultado desta figura durou 3 min para
ser calculado utilizando um computador com processador i7 e

Casos1e2

— 04+ =
€ Caso 2 —"a

Caso 3

£
NS
= 0.05
O
w
0 L
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
y//\0
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Fig. 3. Modulo dos campos elétricos tangenciais abs(E,), abs(E,) €

abs(E,) obtidos ao longo das interfaces para os 4 casos.

16Gb de ram. Observamos na Fig. 3 uma boa resolugdo das
curvas proximo das descontinuidades e baixos valores dos
campos proximos dos limites X, Xuax € Viin- Estas condigdes
sd0 necessarias para obter resultados mais precisos, conforme
discutido na sec¢do anterior. Além disso, os casos 1 e 2
apresentam campo elétrico tangencial continuo na superficie
y=0 e descontinuo para os casos 3 e¢ 4. Este ltimo resultado
esta de acordo com a condi¢do de fronteira de descontinuidade
do campo normal entre dois meios, no caso os meios 2 ¢ 3 em
x=0, e a permissividade da agua é maior que a do solo.

B. Campo H, em Fungao da Altura

A Fig. 4 mostra a variagdo da intensidade do campo
abs(H,) versus x, para todos os casos, em diferentes alturas em
relagdo a fonte y=h, h/2, h/4, 0, —h/4 e —h/2. Para comparagao
os casos 2 e 4 mostram também os resultados obtidos pelo
FEM, e observamos uma boa concordancia entre os métodos.
Cada curva nessas figuras foi obtida em Imin depois dos
calculos principais (iniciais) apresentados na Fig. 3.

Observamos na Fig. 4, para y>0, um comportamento
oscilatorio devido a interferéncia das ondas direta e refletida da
superficie y=0, sendo que esse efeito ¢ maior acima da agua,
pois o coeficiente de reflexdo normal entre ar e agua (|['|=0,79)
¢ maior que aquele ente ar e solo ((|[T'}=0,15).
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25 x10 :
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Fig. 4.

Modulo do campo magnético abs(H.) versus x/4y, para todos os
casos, em diferentes alturas y = h, h/2, h/4, 0, —h/4 e —h/2, onde h=3 4.
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Além disso, observamos no caso 4 que a intensidade do campo
sofre um ligeiro aumento na superficie (y=0) para x>0 maior
que aquele observado no caso 3.

C. Campo H, no Plano xy

A Fig. 5 mostra os graficos bidimensionais no plano xy do
moddulo abs(H,) e fase angle(H,) do campo magnético obtido
para os 4 casos da Tabela 1. Estes resultados foram obtidos em
400min=400linhasx1min/linha  horizontal. =~ Estas figuras
mostram a variagdo espacial de uma onda cilindrica TM,
radiada por uma linha de corrente magnética e se propagando
em meios ndo homogéneos com estratificagdo horizontal e
vertical.

Os casos 1 e 3 mostram um comportamento oscilatorio
abaixo da fonte maior que os outros casos. Isto ocorre porque

Caso 1 - Abs(Hz) (A/m) Caso 1 - Angle(Hz) (rad)

107

\EE!

25

\[BE]

Fig. 5.

Graficos bidimensionais no plano xy do médulo abs() e fase
angle(H.) do campo magético para os 4 casos da Tabela 1.

a reflexdo na agua ¢ maior que no solo. Notamos também que
os graficos de abs(H.) no solo sofre maior decaimento que na
agua, pois a tangente de perdas no solo ¢ maior que da agua.
Comparando os casos 1 ¢ 3 observamos bem a diferenca e a
transicdo das ondas no ar de x<O para x>0. Esta transigdo
também ¢é evidente comparando os casos 2 ¢ 4. Estes
resultados mostram para x>0 uma reflexdo e difragdo menor
quando a transi¢do ¢ agua-solo (caso 3) do que quando a
transigdo ¢ solo-agua (caso 4).

IV. CONCLUSOES

Neste artigo apresentamos uma analise tedrica da radiagdo
de uma fonte de corrente magnética linear em regides com
estratificagdo horizontal e vertical, formadas por ar, agua e
solo. A frequéncia da fonte considerada ¢ 521 MHz ¢ a
polarizacdo TM, (vertical). O MoM foi utilizado para anélise
numérica e alguns resultados foram calculados pelo FEM para
comparagdo, onde uma boa concordincia entre eles foi
observada. Os resultados dos casos com dois meios ar-agua e
ar-solo foram comparados e utilizados como referéncia para
entender alguns fendmenos dos casos com trés meios: ar-agua-
solo e ar-solo-agua. No caso ar-solo-agua o campo na
superficie y=0 sofre uma ligeira amplificagdo logo apds a
interface solo-agua (x=0). Ja no caso ar-dgua-solo, este campo
em y=0 sofre uma redugdo em intensidade quando atravessa a
interface 4agua-solo (x=0). Também o caso ar-dgua-solo
apresentou menos reflexdo e difragdo para x>0 que o caso ar-
solo-dgua. Em trabalhos futuros serdo consideradas regioes
com quatro meios (ar-agua-floresta-solo) e outras polarizagdes.
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