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Analise Assintotica Unificada de Estatisticas de
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Resumo— A natureza dinimica de um processo aleatério pode
ser caracterizada por meio de estatisticas de segunda ordem.
Para uma ampla classe gaussiana de modelos de desvanecimento
abrangendo varios aspectos fisicos do canal sem fio, a analise
exata dessas estatisticas produz expressoes intrincadas, que tém
sido exploradas caso a caso para cenarios particulares. Neste
trabalho, fornecemos uma analise assintética geral das estatisticas
de segunda ordem em regime de alta relacio sinal-ruido para os
diversos modelos de desvanecimento da classe gaussiana referida.
O arcabouco proposto conduz a expressées simples, unificadas
e em forma fechada, capazes de caracterizar o impacto de
cada aspecto fisico do desvanecimento sobre o canal. Dessa
forma, nossos resultados fornecem uma descricio completa,
pratica e intuitiva do comportamento dinamico do sistema. As
expressoes assintéticas obtidas sdo validadas minuciosamente,
tanto reduzindo-as a casos particulares conhecidos quanto por
meio de simulacoes de Monte Carlo.

Palavras-Chave— Alta relacio sinal-ruido, analise assintética,
canal de desvanecimento, estatisticas de segunda ordem.

Abstract— The dynamic nature of a random process can be
characterized by means of second-order statistics. For a wide
Gaussian class of fading models covering various physical aspects
of the wireless channel, the exact analysis of these statistics yields
intricate expressions, which have been explored on a case-by-
case basis for particular scenarios. In this work, we provide
a general asymptotic analysis of second-order statistics at high
signal-to-noise ratio regime for the various referred Gaussian-
class fading models. The proposed framework leads to simple,
unified, and closed-form expressions that characterize the impact
of each physical aspect of fading on the channel. In this way, our
results provide a complete, practical, and intuitive description
of the system’s dynamic behavior. The asymptotic expressions
obtained are thoroughly validated, both by reducing them to
known particular cases and via Monte Carlo simulations.

Keywords— Asymptotic analysis, fading channel, high signal-
to-noise ratio, second-order statistics.

I. INTRODUCAO

Com o notdvel aumento da taxa de transmissao de dados
para a préxima geracdo de comunicacdes sem fio, novos
cendrios de propagagdo estdo surgindo. Organizagdes pa-
dronizadoras, como o 3GPP, ji sinalizaram que bandas de
frequéncia acima de 10 GHz, as chamadas bandas de ondas
milimétricas (mmWave), devem ser utilizadas para atender
demandas que exigem altas taxas de transmissdo. Apesar
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da elevada disponibilidade espectral que a banda mmWave
oferece, sdo grandes os desafios técnicos associados, como o0s
fendmenos de propagacdo serem percebidos mais fortemente
em relacdo as bandas de frequéncia mais baixas [1]. Vencer
esses desafios requer uma caracteriza¢do aprofundada do canal
sem fio.

O sinal transmitido ao longo da interface aérea chega ao
receptor em um grande nimero de ondas de multipercurso. Es-
sas ondas possuem amplitudes aleatdrias que, ao se somarem,
produzem agrupamentos de onda (clusters) do tipo gaussiano.
Dada a natureza estocastica do fendmeno, inimeros modelos
probabilisticos tém sido propostos para descrever o compor-
tamento do canal sem fio, cada um dos quais explorando
certos aspectos fisicos da propagacdo eletromagnética [2].
Mais recentemente, Parente et al. [3] exploraram um modelo
de desvanecimento geral da classe gaussiana que contempla
diversos outros modelos como casos particulares, desde o sim-
ples Rayleigh até o sofisticado a-n-«x-u [2]. Esse novo modelo
flexibiliza a andlise, permitindo que clusters de multipercurso
sejam arbitrariamente correlacionados. Essa € uma suposicdo
bem mais realista para sistemas emergentes de comunicagao,
como em mmWave [4]. Ocorre que, quanto mais parimetros
de desvanecimento sdo considerados, mais complexa se torna
a andlise das métricas de desempenho, que geralmente nio
oferece solu¢des com expressdes em forma fechada [2]. Além
disso, dificilmente € possivel obter intui¢des praticas sobre
como cada pardmetro de desvanecimento interfere nas métricas
analisadas. Esse problema pode ser contornado através de uma
andlise de desempenho assintdtica em regime de alta relacio
sinal-ruido (signal-to-noise ratio, SNR), conforme realizado
em [3] para as estatisticas de primeira ordem. Tal regime é
de interesse pratico para aplicacdes sem fio em geral, como
em sistemas de radiofrequéncia [5], [6] e em comunicacgdes
opticas [7].

Como a natureza variante no tempo de um processo ale-
atério € um aspecto-chave nas comunica¢des sem fio, neste
trabalho propomos uma andlise assintdtica para métricas dina-
micas do modelo de desvanecimento geral da classe gaussiana
adotado em [3]. Mais especificamente, fornecemos expressdes
novas, simples e em forma fechada para estatisticas de segunda
ordem fundamentais em regime de alta SNR, a saber, taxa
de cruzamento de nivel (level crossing rate, LCR) e duracio
média de desvanecimento (average fade duration, AFD). Os
resultados analiticos assintéticos sdo validados minuciosa-
mente, reduzindo-os a casos particulares conhecidos [2] e por
meio de simulacdes de Monte Carlo.

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte forma.
Na Secdo II, o modelo de desvanecimento da classe gaussiana
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explorado em [3] é revisitado. Na Secdo III, as estatisticas
assintdticas de segunda ordem do modelo sdo deduzidas e
analisadas para o caso geral e para casos particulares de
desvanecimento. Na Secdo IV, resultados numéricos e de
simulacdes sdo discutidos. Por fim, a Secdo V apresenta as
principais conclusdes.

No texto que segue, f(.)(-) denota funcdo densidade de pro-
babilidade (probability density function, PDF); N(,(-), LCR;
T((-), AFD; E[-], esperanga; V[-], varidncia; )7, transposto;
I'(-), a funcdo gama; ,F;(-), a fungdo hipergeométrica regu-
larizada; e ~, “assintoticamente igual a (em torno de zero)”,
ou seja, f(x) ~ g(x) & limyof(x)/g(x) = 1.

II. ESTATISTICAS ASSINTOTICAS DE PRIMEIRA ORDEM
REVISITADAS

Um modelo de desvanecimento geral adotado em [3] consi-
dera clusters de multipercurso com componentes dominantes
e espalhadas de poténcias arbitrarias propagando-se em um
ambiente ndo-linear. Diferentemente de modelos de desva-
necimento que assumem independéncia entre os multiplos
clusters, o modelo em [3] permite que eles sejam arbitrari-
amente correlacionados — uma suposi¢do mais realista para
descrever canais niao-homogéneos e ndo-lineares, como em
sistemas mmWave [4]. Assim, seja a poténcia B do canal de
comunicagdo sem fio expressa por

M
BT =X} (1)
i
i=1

em que @ > (0 representa a ndo-lineariedade do meio
de transmissdo [2], M €é o numero de clusters de mul-
tipercurso e X =2 [X1 X, - XyuT segue uma PDF
gaussiana multivariada com vetor de média m = E[X]
e matriz de covaridncia X £ E[(X - m)(X - m)T] [3].
Em particular, tem-se que E[X;] = m;, V[X;] = o-iz, e
pi; = (BIX:X;] - E[XJE[X;]1)/(VIX:IVIX;1)!/? é o coefi-
ciente de correlacdo entre as varidvel aleatorias (VAs) X; e
X;. Em suma, a PDF gaussiana multivariada de X pode ser
expressa como

exp (—%(cc -m)Tzl(x- m))
fx(x) = 7 . (2)
((2m)M det(X))2

Devido a correlacdo arbitrdria entre as componentes de
desvanecimento, a andlise exata das estatisticas de B pode
resultar em expressdes matematicas complicadas, com pouca
percepcdo de como os aspectos de desvanecimento afetam
as métricas de desempenho. Em [6], foi demonstrado que a
assintota da PDF do canal em torno de zero determina o de-
sempenho do sistema em regime de alta SNR. Assim, em [3],
foi feita uma andlise assintética em alta SNR, fornecendo-
se expressdes simples, gerais e em forma fechada para as
estatisticas de primeira ordem do modelo de desvanecimento
geral em (1), conforme revisitado a seguir.

Inicialmente, seja a matriz de covaridncia X fatorada na
forma X = DRD, em que R ¢é uma matriz de covariancia
normalizada, e D € uma matriz diagonal M XM cujo elemento
nao nulo na i-ésima linha é o; [3]. Além disso, seja também
k; L 2 /O’ Vl e K =2 [m/oy myloy --- mM/a'M] tal
que K = D m. Assim, a PDF de X em (2) pode ser
expressa assintoticamente como

exp (—%KTR’]K)

=

fx () ~ 2174 3)
(oM de(R)} i T

1l
—_

em que det(R) > 0. Além disso, através de uma simples
transformacgdo de varidveis em (3), a PDF assintética de X 2
é dada como

exp (—%KTR’IK) Mo
fx2 %) ~ ] _ @
X ((2m)M det(R))z !:1[ oilxi

Para determinar a PDF assint6tica da poténcia B em (1), foi
utilizado um conceito-chave em [5]: sob condi¢cdes amenas,
um conjunto de VAs positivas correlacionadas se comporta
assintoticamente em torno de zero como um conjunto equi-
valente de VAs positivas independentes. Em particular, (4)
atende a essas condi¢des [5, eq. (5)]. Dessa forma, seja
{)V(Z}M1 o conjunto de VAs independentes assintoticamente
equivalentes a {XQ}M Comparando-se (4) com [5, eq. (5)],

a PDF assintética de X2 reduz-se a

fra (@) ~ aio ()"0 (52)
exp(-+KTRIK) M |
ajo= ( M 1 )]_[a 7 (5b)
(@mM det(R) ™ o 7
bi,oz—l. (5¢)

2

Substituindo-se (5) em [5, eq. (4)], e apds algumas manipu-
lacdes algébricas, a PDF assintética de B é obtida como [3]

fB8(B) ~ ag oB”* (6a)
1 T p-1
exp ——K R'K| M 1
apo=a ( ) [1= (6b)
(2M+2 det(R)) T (M) j{ i
bpo = # Y (60)

A relagdo entre a poténcia B e a envoltéria R do canal é dada
por B = R%. Assim, a PDF assintética da envoltéria resulta em

fr(r)

em que ap, € bp,o sdo dados em (6)

Observe que (7) fornece uma caracterizacdo simples, mas
abrangente, da PDF assint6tica da envoltéria do canal em
termos de todos os parametros de desvanecimento do modelo
geral em (1). Esse resultado servird como base para a andlise
assintdtica de estatisticas de segunda ordem proposta a seguir.

~2r fg(r?) ~ 2ap gr?tBotl, %)

III. ESTATISTICAS ASSINTOTICAS DE SEGUNDA ORDEM

As estatisticas de segunda ordem do modelo em (1) aborda-
das nesta secdo dizem respeito aquelas relacionadas a derivada
temporal da envoltéria do sinal. Comecamos calculando a
distribui¢do conjunta de {X2}M , € da derivada temporal de
R, denotada por R. Entio, procedemos fazendo uma transfor-
macio de varidveis para obter a distribui¢io conjunta de R, R
e {)V(f}f‘;lz O objetivo final € encontrar a distribui¢cdo conjunta
de R e R e, a partir dela, deduzir a LCR e a AFD.

A. LCR e AFD: Andlise Assintética em Alta SNR

Comecamos a andlise tomando a derivada temporal em
ambos os lados de (1) em termos da envoltéria R (B = R?).
Isolando R, obtemos

zM 2X;: X;
aRa-1

(®)
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Em [8], a relacdo entre as componentes de multipercurso
e suas respectivas derivadas temporais foi investigada minuci-
osamente. Aqui, seguindo uma pratica comum, consideramos
espalhamento isotrépico e recep¢do omnidirecional, em que
X; é uma VA gaussiana independente de X;, de média nula,
e de varidncia dada por 0' = 27? fD 7, com fp sendo o
deslocamento Doppler mdximo em Hz e ‘7',2 sendo a variancia
de X;, i € {1,...,M}. Além disso, embora {Xi}f‘;’l sejam
correlacionadas, consideramos que X; e X; sdo independentes
V(i, /), bem como {X;}¥ . Assim, dado o conhecimento de

{Xi}f‘;l » R é uma soma de M VAs independentes, tal que

1 —i?
———exX p( ) , 9)
27ro'r.2 20—

em que o7 (42 1xa’)/a2 202,

Para a andlise a seguir, as equacgdes sdo mostradas no
topo da préxima pédgina. No cendrio assintdtico, conforme
detalhado na Sec¢do II, o conjunto {X2}M de VAs corre-
lacionadas se comporta assintoticamente em torno de zero
como um conjunto equivalente de VAs independentes {)V(l.2 l";’ 1
Assim, a PDF conjunta de R, X2,....X? é dada em (10),
em que fX’g(i%), i € {l,...,M}, é expressa conforme (5).
A PDF conjunta de R, R, X2, ..., X3, é entdo obtida a partir
de (10), através de transformagdes de varidveis. Para isso,
considerando-se )Vflz = - Z;‘;’Z )V(l.z, obtido a partir da
manipulagdo de (1) em termos da envoltéria R, a PDF conjunta
frrse...z, (.1 ,X3,...,X2) resulta em (11). Por sua vez, a
PDF conjunta de R e R pode ser obtida a partir da integral
de Brennan [9] sobre (11), a qual resulta na expressdo dada
em (12). Finalmente, (12) pode ser utilizada para deduzir a
LCR e a AFD assintéticas, como segue.

A LCR € uma estatistica de segunda ordem que fornece o
nimero médio de cruzamentos ascendentes (ou descendentes)
por segundo para um determinado nivel de envoltéria. Por
defini¢do, a LCR de um processo continuo pode ser calculada
como em [1, eq. (11)]. Assim, substituindo-se nessa expressao
geral a PDF conjunta fg g(-,-) dada em (12), e usando-se (5)
e (9), a LCR assintética para o modelo de desvanecimento
geral da classe gaussiana é obtido em forma fechada como
em (13), em que a; o e b;p sdo os coeficientes assintéticos
dados em (5).

A AFD da envoltdria do sinal de desvanecimento é o tempo
médio que o sinal passa abaixo de certo limiar de envoltdria.
E dada pela razdo entre a funcdo de distribui¢io acumulada
(cumulative distribution function, CDF) e a LCR da envoltéria,
como em [1, eq. (18)]. Usando-se a CDF assintética deduzida
a partir de (7) e a LCR assintdtica dada em (13), obtém-se a
AFD assintética para o modelo de desvanecimento geral como
em (14), em que app € bp,o sdo os coeficientes assintéticos
dados em (6).

A LCR e a AFD assint6ticas para o modelo de desvaneci-
mento geral da classe gaussiana, apresentadas respectivamente
em (13) e (14), fornecem uma caracterizagio simples, porém
completa, do desempenho dindmico do canal de transmissio
sem fio, operando em alta SNR. Essa caracterizacdo se da
em termos dos mais variados parametros de desvanecimento
conhecidos, como o niimero de clusters de multipercurso (M),

as componentes dominantes (m;), a poténcia média das ondas
espalhadas (o-l.z), a ndo-linearidade do meio de transmissao
(@), € a correlagdo entre clusters (p; ;). A seguir, analisamos
alguns casos particulares importantes.

B. Cendrio Comutativo

Esse € o caso em que os pardmetros se reduzem a m; = m,
o; =0 e p;j=p, Vi # j. Em [3], foi demonstrado que,
nesse caso, det(R) = (1 — p)M~1(1+ p(M - 1)). A condicio

det(R) > 0 em (3) implica entdo que p € 1). A matriz

1
-M>
inversa R™! pode ser obtida como em [3, eq. (22)].

Mantendo-se essas simplificagdes e substituindo-as em (13)
e (14), a LCR e a AFD assintéticas para o modelo de des-
vanecimento geral da classe gaussiana no cendrio comutativo
sdao dadas por

o FoNE( = ) exp (g ) a
. r
R v TR

(M (15)

a
ra2

Mz fpo

Essas expressdes trazem informacgdes relevantes sobre a
caracterizacdo do desempenho dindmico do sistema em ter-
mos de cada pardmetro fisico de desvanecimento, conforme
discutido na Sec¢ao IV.

TR(r) ~ (16)

C. Modelos de Desvanecimento Particulares

Um grande nimero de modelos estatisticos consolidados
na literatura € usado para descrever a aleatoriedade do des-
vanecimento de curto prazo [2]. Esses modelos supdem in-
dependéncia entre os clusters de multipercursos ou entre as
componentes em fase e quadratura correspondentes — hip6-
tese menos abrangente do que o modelo de desvanecimento
ora considerado. Para obter o desempenho assintético do
sistema dindmico em alta SNR para todas essas distribui¢des,
reduzimos nossa andlise, apresentada em (13) e (14), para
alguns casos particulares. Por simplicidade, é conveniente
definir os parAmetros (positivos) seguintes: K é a razdo entre a
poténcia total das componentes dominantes e a Poténcia total
Py
ZM
entre o nimero de componentes em fase M, e ‘o niimero de
componentes em quadratura My, ou seja, P = M,/M,, em
que My + My = M; e Q € a razo entre duas outras razdes, a
saber, (i) a poténcia total das componentes dominantes em fase
dividida pela poténcia total das componentes espalhadas em

Mx 2
fase |Kx gy

das componentes espalhadas, ou seja, K = 2, P ¢é arazdo

i
Mx 2
i=1 i

dominantes em quadratura dividida pela poténcia total das
MX+My

> my
componentes espalhadas em quadratura (Ky L S |- ou

i=My+1 o}
seja, QO = Ky /Ky [

Na Tabela I, fornecemos as expressdes assintdticas em
forma fechada da LCR e da AFD para alguns modelos de
desvanecimento disponiveis na literatura [2]. Nessa tabela,
(i) a primeira coluna lista os modelos de desvanecimento em
consideracdo, (ii) a segunda coluna contém a parametrizacao
original do modelo, (iii) a terceira coluna mostra como o0s

e (ii) a poténcia total das componentes
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. 2 2 w2 V2 V2 v
fR,X]Z,...,)?}W(r’xl""’XM) :fR|X12’"-’X12\4(r|x1’”"xM)f)?lz(xl)'”szzw(xM)’ (]0)
M
. V2 2 -1 . v2 N2 v2
fR,R,X%,...,)Z}W(r’r’xZ"'"XM):‘”a fRXfX%XfW r,r“—in,xz,...,xM (11)
=2
rae ra_x%/’ ra_zf\;f}xlz 5 5 5 5 5
fR,R(r’r>:'/0 '/0 ‘/0 fR’RXg,__XIZWIXIZW(r,r,x2,...,xM_l,xM)dxz...dxM_ldxM (12)

M-1

M 2

2 . -1 . (o o L2M-l

NR(V)~\/;Q%0'1F(1+bi,o)M []raa+son|(] ]2 7;1+bi,0;1(1+bi,0);1—,—1\§ x @ (Mbiot =)
J=1

i=1

[ -M -1 -M
%aB,Oai,O Cl'] F(l + bi,O)

(13)
9

s P2 ot —a(Mb; g+241)

TR(r) ~

(14)

2
(bp.0+ 1) (T TG+ big)) (Hfi] oFi (%; 1+bi0:j(1+big); 1 - ‘;—M))
1

pardmetros do modelo de desvanecimento geral em (1) sdo
escolhidos para obter cada modelo particular, e (iv) a quarta
e a quinta colunas fornecem as expressdes assintOticas em
forma fechada da LCR e da AFD, respectivamente. Enquanto
essas estatisticas de segunda ordem sdo dadas em termos
da parametrizacdo original (segunda coluna), observe que a
correspondéncia mostrada na terceira coluna é em termos da
lista de parametros (M, K, P, Q, @, o), em que 0s parimetros
ndo mostrados sdo irrelevantes para a equivaléncia (veja [2,
Sec. VI] para maiores detalhes sobre a parametrizag@o original
dos modelos de desvanecimento particulares). Além disso,
como os modelos particulares supdem que as componentes
em fase e em quadratura sio mutuamente independentes, os
coeficientes de correlacdo correspondentes sdo nulos, ou seja,
pi,j = 0, Vi # j, omitido na tabela por simplicidade. A
partir da Tabela I, pode-se determinar o desempenho dindmico
assintdtico, em termos da LCR e da AFD, para cendrios
de desvanecimento variados, com diversas combinagdes de
parametros fisicos.

IV. SIMULACAO E RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢do, considerando-se o cendrio comutativo, as ex-
pressdes assintdticas da LCR e da AFD sdo validadas através
de simulagdes de Monte Carlo. Além disso, avalia-se como a
LCR e a AFD assintdticas variam em termos dos paradmetros
de desvanecimento o, M, o, m e p.

Inicialmente, foi gerada uma sequéncia de N = 107 realiza-
¢des para cada cluster de multipercurso gaussiano autocorrela-
cionado X;, i € {1,..., M}, de média nula, formando-se uma
matriz Xy de dimensdo M X N. A autocorrelacdo de cada
sequéncia X; foi ajustada de acordo com o tradicional modelo
de Jakes/Clark [10]. Entao, o vetor de média m e a matriz de
covariancia X foram incluidos como X = C X1+ m, em que
C ¢é a decomposicdo de Cholesky da matriz de covaridncia,
ou seja, £ = CCT. Finalmente, as M linhas de X foram
combinadas como em (1), resultando em uma sequéncia 1 X N
para a poténcia B e, com uso de B = R?, para a envoltéria R.
Em posse da sequéncia para R, a LCR e a AFD empiricas
foram calculadas.

A LCR ¢é mostrada na Fig. 1-(a), e a AFD, na Fig. 1-(b).
Nessas figuras, (i) as solucdes assintdticas em (15) e (16)

sdo representadas por linhas sélidas, (ii) os resultados de
simulagdo sdo representados por marcadores, e (iii) as expres-
soes tedricas, calculadas numericamente pelo método de Bren-
nan [9], sdo representadas por linhas tracejadas. Selecionamos
os cendrios de desvanecimento arbitrariamente, variando um
pardmetro por vez do conjunto inicial @ = 2.2, M =2, 0 = 1.2,
m =1¢e p = 0.5. Os casos particulares apresentados na
Subsecdo II-C também foram validados, comparando-se as
simulacdes e expressdes aqui deduzidas com as estatisticas
tedricas de cada modelo [1], [2], ora omitidas por brevidade.

Observa-se que, na regido assintética, ou seja, r — 0,
as estatisticas analiticas e empiricas coincidem perfeitamente
entre si, conforme esperado. Além disso, as expressdes as-
sintdticas t€ém um ajuste geral muito bom para r < 0 dB,
regido que governa o desempenho em alta SNR (média) [6],
sendo portanto de primordial interesse pratico para aplicagdes
sem fio. A Fig. 1-(a) mostra que, a medida que a, M, o e
m aumentam, niveis mais baixos de envoltéria sdo cruzados
com taxas menores, enquanto niveis mais altos sdo cruzados
com taxas maiores. Um comportamento oposto é observado
a medida que a correlacdio p aumenta, ou seja, niveis mais
baixos de envoltdria sdo cruzados com taxas maiores, enquanto
niveis mais altos sdo cruzados com taxas menores. A Fig. 1-(b)
mostra que a variagdo dos pardmetros m e p ndo altera o
tempo médio que o nivel do sinal permanece abaixo de um
determinado limiar. Por outro lado, a medida que o, M e o
aumentam, niveis mais baixos de envoltdria tém uma menor
duracdo de desvanecimento, enquanto niveis mais altos t€m
uma maior dura¢do de desvanecimento.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi proposta uma andlise assintdtica geral,
simples e unificada do desempenho dindmico de sistemas
de comunicagdo sem fio em canais com desvanecimento.
Para isso, foram deduzidas expressdes assintéticas em forma
fechada para estatisticas cruciais de segunda ordem de distri-
buicdes da classe gaussiana, que consideram os mais diversos
fendmenos fisicos de desvanecimento descritos na literatura.
As expressodes analiticas foram validadas por meio de simula-
¢oes de Monte Carlo para vérios cendrios de desvanecimento.
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TABELA I: LCR e AFD assintéticas para alguns modelos de desvanecimento particulares.

Modelo de Parametrizacao L
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Fig. 1: LCR e AFD analitico-assintéticas (linhas sélidas),
simuladas (marcadores) e tedricas (linhas tracejadas) para
modelos de desvanecimento da classe gaussiana.

Os resultados aqui apresentados podem ser prontamente utili-
zados para avaliar e otimizar aplicacdes sujeitas a uma varie-
dade de cendrios de propagagdo, como aqueles vislumbrados
para sistemas emergentes de comunicagao.
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