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Andlise Estatistica de Filtros Volterra
Adaptados pelo Algoritmo LMS

Eduardo L. O. Batista, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este trabalho apresenta uma analise estatistica do
filtro Volterra adaptativo usando o algoritmo LM S no processo
de adaptagdo. Expressdes para 0s momentos de primeira e
segunda or dens sdo obtidas consider ando a oper acdo de filtragem
Volterra pseudo-linear, representada pelo produto interno de
vetores. Resultados de simulagdo sdo apresentados atestando a
precisio das expr essdes analiticas obtidas.

Palavras-Chave—Algoritmo LMS, andlise edtatistica,
filtragem adaptativa, filtro Volterra.

Abstract—This paper presents a statistical analysis of adaptive
Volterra filters using the LMS algorithm for adaptation.
Expressions for the first and second order moments are derived,
considering the pseudo-linear Volterra filtering operation as a
vector inner product. Simulation results confirm the accuracy of
the obtained analytical expressions.

Index Terms—LMS algorithm, statistical analysis, adaptive
filtering, Volterrafilter.

I. INTRODUCAO

Nos ultimos anos, os filtros adaptativos ndo-lineares tém
expandido seu ambito de aplicacdes, particularmente devido
a0 aumento de capacidade dos DSPs (digital signal
processor) atuamente disponiveis. Conseqlientemente, o
interesse por pesquisas nesta &rea também tem aumentado
consideravelmente. Neste contexto, os filtros Volterra
adaptativos se tornaram uma op¢ao interessante para diversas
aplicagbes. Esses filtros tém sido utilizados para controle
ativo de processos ndo-lineares [1], cancelamento de eco
acustico [2], identificagdo e reducdo de distorgdes em
sistemas de auto-falante [3], equalizagdo de canais de satélites
[4], dentre outras aplicagbes.

A principal vantagem dos filtros Volterra reside no fato de
gue, analogamente aos filtros lineares, a operacdo de filtragem
pode ser representada pelo produto interno de dois vetores,
um deles contendo os coeficientes do filtro e o outro os
produtos cruzados das amostras do sinal de entrada. Assim,
sua versdo adaptativa pode utilizar-se de algoritmos
comumente aplicados aos casos de filtragem linear como, por
exemplo, o algoritmo LMS. Devido a sua simplicidade e
robustez, o algoritmo LMS tem sido aplicado com sucesso
para os mais diferentes problemas, tornando-se também uma
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boa op¢do para a implementagdo de filtros Volterra
adaptativos.

Na literatura, sdo encontrados diversos trabalhos dedicados
a andlise do filtro Volterra adaptativo. A maioria deles é
orientada a problemas de convergéncia e estabilidade do
algoritmo [4]-[6], sendo de grande interesse para avaliar seu
desempenho e suas limitagBes. Outros trabalhos sdo focados
especificamente em filtros que empregam procedimentos de
ortogonalizagdo do sinal de entrada [7] ou mesmo filtros com
restricdo de ordem [5]. Entretanto, nenhum deles apresenta
uma andlise dos momentos de primeira e segunda ordens para
osfiltros Volterra adaptados pelo algoritmo LMS.

Neste trabalho, modelos analiticos para os momentos de
primeira e segunda ordens do vetor de coeficientes do filtro
Volterra adaptado pelo algoritmo LMS séo desenvolvidos. A
Secdo Il apresenta uma breve descricdo do filtro Volterra,
ressaltando a representacdo pseudo-linear de sua operagéo de
filtragem. Na Secdo |1, o vetor étimo de pesos é obtido. Nas
Secles IV e V, expressdes andliticas para 0 momento de
primeira ordem sd0 derivadas. A Secdo VI discute as
particularidades da matriz de autocorrelacdo do sina de
entrada para o filtro Volterra. A Secdo VII define o erro
quadratico meédio, enquanto a Se¢do VIII discute uma
aproximagdo para 0 momento de segunda ordem. Na
Secdo IX, resultados de smulagdo sdo apresentados,
atestando a validade e a precisdo das expressies analiticas
obtidas. Finalmente, a Se¢do X apresenta as conclusdes do
presente trabal ho.

Il. FILTRO VOLTERRA

Um filtro Volterra causal e discreto pode ser considerado
como um filtro linear acrescido de blocos ndo-lineares. Essa
caracteristica fica bastante evidente a partir de sua relagdo de
entrada e saida [8], dada por

Yy =3 h(m)x(n-m)
m =0

N N
+0 > p(m,m)x(n-m)x(n—m,)+... (6N
m=0mp=m
N N
+ 0 >, (M, m)x(n-m)---x(n-m,),
m=0  me=mp
onde x(n) e y(n) denotam o sina de entrada e 0 sinal de
sdida, respectivamente;  h (m,...,m)) representa 0s

coeficientesde ordem p; N éotamanho damemérig;e P é
a ordem do filtro. E importante ressatar que os elementos
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redundantes, sem perda de generalidade [1], sGo removidos
de (1). Tem-se, entdo, um filtro composto por um bloco de
primeira ordem (linear), cujos coeficientes sdo representados
por h, seguido de blocos néo-lineares (h,,h,,....h).

Denotando-se a saida do bloco de ordem p por y,(n),
podemos reescrever (1) como segue:

y(n) = Z Yo(n), @)
com y,(n) dado por
yp(n)=NZ_l Z Z hp(nl,mz,---,m,,)ﬁx(n—nm)- ©)
m=0m=m  my=m,; k=1

A saida de cada um dos blocos do filtro Volterra pode ser
escrita na forma vetorial. Essa abordagem é bem conhecida
para o bloco de primeira ordem (teoria de filtros lineares),
resultando em

yl(n) = hle(n) ) (4)
onde x,(n) representa o vetor de entrada de primeira ordem e
h, o vetor de coeficientes. Para os demais blocos, um

procedimento analogo é possivel realizando-se uma operagéo
vetorial pseudo-linear. Por exemplo, para um bloco de
segunda ordem, pode-se escrever o vetor de entrada e o de
coeficientes como

X,(N) =[X°(n) x(N)x(n=12) - x(N)x(n—N+1)
x*(n=1) --- x*(n—N+1)],
h, =[h,(0,0) h,(0,) --- h(0,N-1)
h(@D - h(N-LN-D],
resultando em uma relagdo de entrada e saida dada por
yz(n) = thz (n). (7)
A mesma operagdo pode ser realizada para os outros blocos

ndo-lineares do filtro Volterra, resultando na seguinte relagdo
de entrada e saida para um bloco de umaordem p qualquer:

Yo(n)=hpx, (). ®)

Definindo-se agora o vetor de entrada do filtro Volterra
como

©®)

(6)

Xy (M) =[x; (n), X3 (N),..., Xg (], €)
e o vetor de coeficientes por
h, =[h}, hy,....,hi]", (10)

tem-se a relagdo de entrada e saida do filtro Volterra (1),
reescrita da seguinte forma:

y(n) =hyx, (n). (11)

Em (11), tem-se a operagdo de filtragem do filtro Volterra
escrita de maneira pseudolinear como o produto interno entre
dois vetores. Essa caracteristica € muito importante,
permitindo o0 desenvolvimento das expressdes para 0S
momentos de primeira e segunda ordens para o filtro Volterra,
apresentadas a seguir. Além disso, pode-se notar, nesta
expressdo, a linearidade entre a saida e os coeficientes do
filtro. Ta propriedade permite a aplicagdo direta de

algoritmos adaptativos, usuamente empregados em filtros
lineares, também para os filtros Volterra.

I11. VETOR DE COEFICIENTE OTIMO

A Figura 1 apresenta o diagrama em blocos de um filtro
Volterra no contexto da estimag@o de um sinal d(n) a partir

de um sina de entrada x(n). Com base nesta figura e
considerando (11), o erro instanténeo pode ser escrito como

e(n) = d(n) - y(n) = d(n) ~h]x, (n). (12)

d(n)
+

y(n) -J\e(n)
U/

Fig. 1. Diagrama em blocos de um problema de estimagdo de sinal.

x(n) h

\

Agora, elevando-se (12) ao quadrado e tomando-se o valor
esperado, obtém-se
& = E[e*(n)] = E[d*(n)] - 2E[d(n)x; (n)]h, (13)
+h7 Ex, (M), (M)]h, -

Em (13), o vetor h,, foi retirado do operador esperancga por

ndo se tratar de uma varidvel estatistica. Como o objetivo é
determinar 0 vetor de coeficientes que minimize o erro

quadrético médio &=E[e’(n)], faz-se seu gradiente em
relacdo ao vetor de coeficientes igual a zero, obtendo-se
V,,,&=0=-2E[d(n)x, ()] +2E[x, (N)x} (n)]h, . (14)

Definindo-se a matriz de autocorrelacéo do sinal de entrada
como R, = E[x, (n)x] (n)], e o vetor de correlagio entre o
sind desgado d(n) e o sna de entrada x(n) por
p, = E[d(n)x, ()], obtém-se, a partir de (14), o vetor de
coeficiente 6timo, dado por

hy, = R;/lvpv : (15)

Esta solucéo é bastante semelhante & solucdo de Wiener
para filtros lineares [9]. No entanto, é importante ressaltar
uma principal diferenca existente nesta representagéo. O vetor
de entrada x,, (n) , como pode ser observado em (9), € distinto

daguele para o caso do filtro linear.
IV. COMPORTAMENTO MEDIO DOS PESOS

Como mencionado anteriormente, é possivel aplicar o bem
conhecido agoritmo LMS para efetuar adaptagdo dos
coeficientes do filtro Volterra adaptativo. Assim, a equacéo
de atualizag&o dos pesos pode ser expressa como

hy (n+1) = h, (n) + 2ue(n)x, (n) (16)

A Figura2 apresenta um diagrama em blocos semelhante
a0 da Figural, porém agora temos um filtro Volterra
adaptativo aplicado a um problema de estimac&o de um sina
d(n) adicionado a um ruido branco z(n) de média zero e

descorrel acionado dos demais sinais do sistema.
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x(n)

_— ]

d(n) + z(n)
/LF
hv (n) y(n) -U e(n)

Fig. 2. Diagrama em blocos de um filtro Volterra adaptativo aplicado a
um problema de estimagdo de sinal.

Com base na Figura 2, tem-se 0 sina de erro instanténeo
dado por
e(n) = d(n)+ z(n) - y(n) = d(n) + z(n) —hy (N)x, (n) .(17)
Substituindo-se (17) em (16) e tomando-se o valor
esperado, obtém-se
Efh, (n+1)] = E[h, (n)]+2uE[d(n)x, ()]
+2UE[Z(n)x,, ()]~ 24E[x, (Mhy, (N)x, (N)].
Como o ruido z(n) é descorrelacionado dos demais sinais
do sistema e possui média nula, temos E[z(n)x, (n)]=0.
Além disso, a partir da hipétese da independéncia [9], é
possivel assumir que a correlacdo entre os vetores de entrada
e 0 vetor de coeficientes é fraca, resultando em

(18)

E[x, (Mhy, (n)x, (M)] = E[x, (M}, (W]ELh, ()] (19)
Assim, a partir de (18), uma expressdo para O

comportamento médio dos coeficientes (momento de primeira
ordem) do filtro Volterra adaptado pelo algoritmo LMS é
obtida. Portanto,

E[h, (n+D] = (I —2uR,, )E[h, (N)] +2up,,
onde | éamatriz identidade.

(20)

V. VETOR DE ERRO DOS PESOS
Definindo-se o vetor de erro dos pesos como
v(n) =h, (n)—-h,, esubstituindo-o em (20), obtém-se
Elv(n+D]+hy, = (I -2uRy, )E[v(n)]+hy,
—2uRyyhy, +2upy, .
De (15), tem-se que R, h,, =p, . Agora, manipulando-se

(21), obtém-se 0 comportamento médio do vetor de erro dos
coeficientes, dado por

(21)

E[v(n+D] = (I —2uR,, )E[v(n)] . (22)
VI. MATRIZ DE AUTOCORRELACAO
Como mencionado anteriormente, a matriz de

autocorrelacdo do sina de entrada do filtro Volterra
adaptativo é definida por

Ryy = E[x, (Mx; (n)]. (23)

A partir do vetor de entrada de um filtro Volterra de ordem
P, dado por (9), pode-se escrever R,,,, da seguinte forma:

R11 R12 T RlP
R R R

R w — :21 :22 :ZP , (24)
R R R

P1 P2 PP

onde

R,, =RL, =E[x, (WX}, ()] . (25)

Em (25), x,(n) e x,(n) representam os vetores de
entrada dos blocos de ordem p, e p,, respectivamente.

A matriz R,, é correspondente & matriz de autocorrel acéo

do sina de entrada de um filtro FIR linear, pois se trata da
matriz de autocorrelacdo de entrada do bloco de primeira
ordem do filtro Volterra. Tem-se entdo a matriz R,; paraum
filtro Volterra com sinal de entrada branco Gaussiano com
variancia o2, dada por

o: 0 0
0 o0 - 0

Ry= . A e (26)
0O 0 - ¢

X

Analisando a expressdo do comportamento médio dos
pesos, podemos observar que, para filtros lineares com sina
de entrada branco, o comportamento de cada um dos pesos €
independente do comportamento dos demais pesos. 1sso pode
ser constatado escrevendo-se 0 comportamento médio do
i-ésimo peso do filtro a partir de (20) e (26). Assim,

Elh (n+1)] = (1 2u03) E[h (n)] + 2uE[d(n)x(n—i +1)]. (27)

Para um filtro Volterra de segunda ordem, ainda devem ser
consideradas as matrizes R,, e R,, na composi¢do total da

matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada. Obtendo-se
essas matrizes para um sinal de entrada branco Gaussiano

com variancia o2, tem-se

R12:R;1:0 (28)
e
3: 0 - 0 & 0 - o
0 2 - 0 0 0 - 0
0O O s 0 0 - 0
R,, = X . (29
Z 162 0 0 32 0 - o (29)
0 0 0 0 o 0
o2 0 -+ 0 of O 307 |

Portanto, podemos verificar que existem elementos também
fora da diagonal principal da matriz de autocorrelacdo do
sina de entrada, mesmo para um sinal de entrada branco
Gaussiano. Uma conseqiiéncia disso € uma maior dispersdo
dos autovalores dessa matriz, degradando a velocidade de
convergéncia do algoritmo LMS [9]. Ainda, podemos
observar que, como a matriz R,, € nula existe um

desacoplamento total entre o bloco de primeira e 0 de segunda
ordens. Assim, podemos encontrar limites de estabilidade
independentes, levando a escolha de diferentes passos de
adaptacdo para cada bloco, uma vez que tais pardmetros
dependem da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada [9].
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Andisando-se filtros Volterra de ordens superiores,
podemos observar que a condicdo de independéncia entre
blocos de diferentes ordens, para sina de entrada branco, ndo
mais ocorre. Como exemplo, um filtro Volterra adaptativo de
terceira ordem com tamanho de memoéria 3 e sinal de entrada

branco, com variancia ¢, tem amatriz R, dada por

3° 0 0 620062 0 0 0 O
R,=[ 0 o> 0 0 0 0 3° 0 o 0 |,(30)
0 0> 000 0 o 0 3

0 que resulta em um acoplamento entre os blocos de primeira
e terceira ordens deste filtro.

VII. ERRO QUADRATICO MEDIO

Para determinar uma expressdo analitica para a curva de
aprendizagem do algoritmo, deve-se inicidmente substituir a
definico do vetor de erro dos pesos v(n)=h, (n)—h,, em
(17), obtendo-se

e(n) =d(n) +z(n) - v (N)x, (N)~hjx, (n).  (31)
Definindo-se 0 sinal de erro instantaneo 6timo por
&,(n) =d(n)+2z(n)—hyx, (n), (32)
pode-se reescrever (31) como
e(n) =¢,(n) -V (Mx, (n). (33)

Elevando-se (33) a0 quadrado e tomando-se o vaor
esperado, obtém-se

E[e’ (n)] = E[€; ()] - E[e,(n)v" (n)x, ()]
+E{[v ()x, (NI}

Utilizando-se o principio da ortogonalidade [9] em
conjunto com a hip6tese da independéncia, dada por (19),
vélidatambém para o vetor de erro dos pesos, tem-se

Ele, (V' (n)x, (n)] = E[v (N)]E[e,(n)x, ()] =0. (35

(34)

Dado que E{[v'(n)x,(n)]’} € dimensionamente um
escalar, pode-se entdo escrever
E{[v" ()x, (MW]*} = E{trv" (MR, v(N)]}
=t{E[v' (N)V(M)]R}-
Usando-se a notagdo &(n) = E[€’(n)], &, =E[€(n)] e
definindo-se a matriz de autocorrelacdo do vetor de erro dos
pesos como K (n) = E[v(n)v'(n)], a expressio para a curva
de aprendizagem é reescrita como

é(n) = &min +r {K (n)va} .

(36)

(37

VIll. APROXIMACAO DO MOMENTO DE SEGUNDA ORDEM

Para possibilitar a obtencdo da curva de aprendizagem,
uma expressdo recursiva para 0 momento de segunda ordem
dos pesos [matriz K(n)] € requerida. Para tal, através da
manipulacdo de (16), pode-se obter uma expressdo recursiva
para o vetor de erro dos pesos, dada por

v(n+1) = v(n) + 241x, (e, () — 20, (X (v(n). (38)

Multiplicando-se 0 vetor v(n+1) por suaversao transposta
e tomando-se o valor esperado, obtém-se

E[v(n+)v' (n+1)] =
E[v(n)v' (n)]
+2uE[v(n)e, (n)xy, (M)]
= 2uE[v(n)v' (n)x, ()xy (n)]
+2uE[e, (n)x, (Nv' (n)]
+4E[x, (n)e, (n)e, (N)xy, ()]
—4uEle, (n)x, (MVT ()x, (M)xJ (n)]
= 2uEx, (N)xy (N)v(n)v' (n)]
— 42 E[x, (N)xy (Nv(n)e, (n)xy (n)].

(39)

A resolucdo de (39) consiste em um trabalho matemético
consideravel, especialmente devido a existéncia de elementos
dependentes de momentos de ordem elevada do vetor de
entrada. No entanto, levando-se em conta que a estabilidade
do agoritmo LMS possui forte relagdo com os autovalores da
matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada [9] e, ainda, que
a estrutura da matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada do
filtro Volterra resulta em autovalores maiores, € possivel se
inferir que normalmente valores pequenos de u tornam-se

necessarios para assegurar a estabilidade do algoritmo. Assim,
dessa condicdo de adaptacdo lenta, pode-se obter uma
aproximagao satisfatéria para (39), agora desconsiderando-se
os termos dependentes de p’®. Dessa forma, preserva-se os

elementos dominantes como também facilita-se o tratamento
matemédtico. Resolvendo-se os demais termos obtém-se uma
aproximagdo para a expressdo recursiva do momento de
segunda ordem, dada por

K(n+1) =K (n) - 20(K (NR,y +R, K (M).  (40)

Utilizando-se (40) em conjunto com (37), pode-se obter o
comportamento aproximado do erro quadratico médio do
filtro Volterra adaptado pelo algoritmo LMS.

IX. RESULTADOSDE SIMULACAO

Para verificar a precisdo das expressdes obtidas, alguns
resultados de simulagdo sdo apresentados. Os exemplos
desenvolvidos consideram um problema de identificagdo de
sistemas usando sinais de entrada branco e colorido. O ruido
de medicdo z(n) usado é descorrelacionado dos demais

snais do sistema, tendo uma varidncia o> =0,001. Os
resultados sdo apresentados para diferentes valores do passo
de adaptagdo, todos relacionados ao valor maximo de p
(U, ) determinado experimentalmente, para o qual o
algoritmo converge. Isso permite verificar as aproximacdes

efetuadas, levando-se em conta diferentes velocidades de
convergéncia.
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Exemplo 1: Neste exemplo, um filtro Volterra de segunda
ordem e tamanho de memdria 7 é usado para identificar uma
planta com a seguinte relagcéo de entrada e saida:

d(n) = x(n)+0,5x(n—1) + 0,2x(n—2) — 0,2x(n—3)
—0,3x(n—-4)-0,1x(n—5) +0,08x(n—6) + 0, 7x*(n)
+0,3x(n)x(n—1) — 0,2x(n)x(n—3) + 0,05x(n) x(n— 6)
+0,5x*(n=1)+0,2x(n=1)x(n—2) - 0, 2x(n—1)x(n—5)
-0,35%*(n—2) - 0,05x(n— 2)x(n—4) +0,02x(n— 2)x(n—5)
—-0,2x*(n—23) +0,05x(n—3)x(n—5) + 0,1x*(n—4)
+0,05x(n—4)x(n—"5) +0,02x(n—4)x(n—6) — 0,1x*(n—5)
+0,05x*(N-6).

O sina de entrada € branco e com varidncia unitaria. O
passo de adaptacdo éigua a 0,5u,,, , com u .. =0,005. A
Figura3 apresenta o comportamento médio de alguns dos
coeficientes obtido por simulagdo Monte Carlo (média de 100
realizacbes) comparado com o resultado obtido por (20).
Através desta figura, podemaos constatar uma precisdo muito
boa do modelo, exceto por uma pequena diferenca existente
na fase transitoria. Tal diferenca é devido a aproximagdo
considerada em (19) (hip6tese da independéncia). A Figura4
apresenta a curva de aprendizagem obtida com (37) e (40)
comparada com a obtida por smulagdo (média de 100
realizagdes). Neste caso, uma maior discrepancia é verificada
devido & aproximagdo usada na obtencdo do momento de
segunda ordem. Com a reducdo do valor do passo de
adaptacdo (condicdo de adaptacdo lenta) ambas as diferencas
diminuem, como sera observado nos proximos exemplos.

Exemplo 2: O mesmo filtro do Exemplo 1 é considerado,
modificando-se apenas o valor do passo de adaptacdo para
0,2u,.,, - A Figura5 mostra os resultados de maneira similar

aos da Figura 3, enquanto a Fig. 6 ilustra o comportamento do
erro quadratico médio seguindo 0 mesmo padréo da Figura 4.
Neste exemplo, podemos constatar a excelente precisdo da
modelagem desenvolvida, o que pode ser verificado através
da similaridade entre as curvas obtidas para uma condi¢do de
adaptacdo lenta.

Exemplo3: Novamente, o filtro do Exemplo 1 ¢é
considerado. Agora, 0 sina de entrada € um sina colorido
obtido a partir de um processo auto-regressivo dado por

x(n) =ox(n-1)++1-o’u(n), onde u(n) € um ruido
branco com varidncia unitaria, o=0,5 e dispersdo dos
autovalores da matriz de autocorrelagdo do sina de entrada
igual a 113,25. O passo de adaptacdo € 0,5u,, com
W = 0,0015. Os resultados do comportamento médio dos
coeficientes sdo mostrados na Figura 7, enquanto a curva de

aprendizagem € ilustrada na Figura8. Novamente, 6timos
resultados sdo obtidos, comprovando tanto a validade das
expressies analiticas desenvolvidas quanto as aproximacoes

consideradas.

Exemplo 4: Neste exemplo, uma planta Volterra de terceira
ordem e tamanho de memdria 4 é considerada, possuindo os
seguintes vetores de coeficientes:

h,=[0,75 0,3 -01 -0,3]";
h, =[-0,37 —0,33 —0,28 —0,23 0,04
0,07 0,09 0,13 0,07 0,06]";
h, =[0,27 —0,16 0,06 —0,01 0,22 0,14 —0.02
-0,250,17 —0,03 0,2 0,11 —0,15 —0,04
0,20,19 —0,04 0,17 —0,19 —0,086]".

Esta planta € identificada usando um filtro Volterra adaptativo
também de terceira ordem e com tamanho de memoria 4. O
valor do passo de adaptacdo é 0,25u,,, com u_. =0,001, e
0 sina de entrada é branco com variancia unitéria. As
Figuras 9 e 10 mostram os resultados obtidos via simulag&o
Monte Carlo (média de 100 redlizacbes) e através das
expressdes analiticas desenvolvidas. Novamente, observa-se
uma concordancia muito boa entre as simulacbes e os
correspondentes model os.

X. CONCLUSOES

Neste artigo, uma andlise edtatistica do filtro Volterra
adaptado pelo algoritmo LMS é apresentada. Essa andlise é
justificada pelo grande potencial de aplicagdo que este tipo de
filtro ndo-linear tem demonstrado. O modelo pseudolinear da
operacdo de filtragem Volterra é explorado, permitindo a
derivacéo de expressies andliticas para 0 seu comportamento.
Através dos resultados de ssmulagdo, € possivel comprovar a
validade da modelagem analitica proposta.
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Fig. 3. Exemplo1l. Evolucdo de E[h,(n)] com 05u.,. (Linha
pontilhada com marcadores) simulagdo Monte Carlo. (Linha solida)
modelo eg. (20).
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Fig. 4. Exemplo 1. Evolugdo de &(n) com 0,5u,,. (Linha solida)
simulag@o Monte Carlo. (Linha pontilhada) modelo egs. (37) e (40).
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Fig. 5. Exemplo2. Evolugdo de Efh,(n)] com 0,2u,,. (Linha
pontilhada com marcadores) simulaggo. (Linha sdlida) modelo eg. (20).
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Fig. 6. Exemplo 2. Evolugdio de &(n) com 0,2u.. (Linha solida)
simulagdo. (Linha pontilhada) modelo egs. (37) e (40).
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Fig. 7. Exemplo3. Evolucdo de E[h,(n)] com 0,5u.,. (Linha
pontilhada com marcadores) simulag&o. (Linha sdlida) modelo eg. (20).
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Fig. 8. Exemplo 3. Evolugdo de &(n) com 0,54,,. (Linha solida)
simulag&o. (Linha pontilhada) modelo egs. (37) e (40).
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Fig. 9. Exemplo4. Evolucdo de Efh,(n)] com 0,25u,,. (Linha
pontilhada com marcadores) simulag&o. (Linha sdlida) modelo eg. (20).
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Fig. 10. Exemplo 4. Evoluggo de &(n) com 0,25u,,. (Linha solida)
simulaggo. (Linha pontilhada) modelo egs. (37) e (40).
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