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Decodifica@o iterativa com baixa complexidade
sobre o canal bario com apagamento

Paulo Roberto de Freitas e Valdemar C. da Rocha Jr.

Resumo— A decodificago iterativa em duas dimenses sobre
o canal binario com apagamentoé investigada, quando odigos
ciclicos lineares birarios idénticos $i0 usados em cada uma das
duas dimen®es. Uma caracteristica importante da matriz de
verificacdo de paridade dos 6digos ciclicos permite, em &rios
casos de interesse jtico, uma implementago com baixa com-
plexidade da decodificago iterativa com permutagao ciclica, ao
invés da conhecida complexidade clbica. Por meio de simuéag
computacional & observado um ganho considével de desem-
penho quandoé usada a decodificago iterativa com permutagio
ciclica ao inves da decodificago iterativa sem permutag@o ciclica.
E também apresentada uma aalise comparativa de diversos
algoritmos de decodificago iterativa em duas dimen8es, usando
como exemplos os @digos produto (49, 16,9), (225,121,9) e
(225, 49, 25), incluindo os resultados das simulates.

Palavras-Chave— Codigos corretores de apagamentos,odigos
ciclicos, decodificago iterativa em duas dimen®es, canal birario
com apagamento.

Abstract— Iterative decoding in two dimensions over the bi-
nary erasure channel is investigated when identical lineabinary
cyclic codes are employed in each dimension. An important
characteristic of the parity-check matrix of cyclic codes #ows,
in many cases of practical interest, an implementation withlow
complexity of iterative decoding with cyclic permutation, instead
of the well known cubic complexity. By means of computer
simulation a considerable gain in performance is observed hen
iterative decoding with cyclic permutations is employed istead
of iterative decoding without cyclic permutations. It is also
presented a comparative analysis of various iterative deciing
algorithms in two dimensions, using as examples the product
codes (49, 16, 9), (225, 121, 9) and (225, 49, 25),
simulation results.

Keywords— Error-correcting codes, cyclic codes, two-

dimensional iterative decoding, binary erasure channel.

I. INTRODUCAO

tais como demora excessiva ou congestionamento nos nos
intermediarios, como por exemplo a Internet [3], [4]. Como

€& mencionado em [3], a decodificacdo iterativa em duas
dimensdes sobre o BEC tem recebido relativamente pouca
atencao até o momento.

A notacao(n, k, d) &€ usada para denotar um codigo de bloco
linear C, no qualn representa o comprimento da palavra-
codigo, £ 0 nUmero de bits de informacao & a distancia
minima entre palavras-codigo distintas. Considerandis d
codigos de blocoC; e Cs, Elias [5] introduziu o cbdigo
produto C = C; x Cs, cujo dicionario &€ o conjunto de
todas as matrizes; x no cujas colunas sao palavras-codigo
de C; e cujas linhas sao palavras-codigo @e. O cbdigo
produto C' apresenta 0s seguintes parametnes= ninas,

k = kiks e d = dyds. O cbdigo produto tem propriedades
interessantes que faz com que ele tenha aplicacao gkxtic
diversos padrdes de telecomunicagdes como, por exemplo
IEEE 802.16 (WiMAX), CD padrzo IEC-908 e DVD [6]. Entre
as propriedades do codigo produto inclui-se um algoritime s
ples de decodificacdo iterativa linha-coluna proporaiao
um bom equilibrio entre desempenho e complexidade em
um canal com ruido Gaussiano branco aditivo (AWGN) [7].
Utilizando propriedades dos codigos produto ciclicasves-
tigado neste artigo um algoritmo de decodificacao itesadie
baixa complexidade sobre um canal BEC.

Codigos simples(7,4,3), (15,11,3) e (15,7,5), foram

includingtilizados nas simulagdes, para evidenciar a eficacia do

mesmos em arranjos bidimensionais. As simulagdes també
mostram que muitos padrdes de apagamentos, com nimero
de posicbes afetadas muito maior gife— 1 sdo corrigidos.
Uma complexidade computacional linear por iteracao, com
comprimento do cbdigo, resultou para esta técnica, sendo

O canal binario com apagamento, denotado pela sigla BE&Mero de iteracdes aproximadamenie, tipicamente um
(Binary Erasure Channgl possui duas entradas representadddmero entre 4 e 9, para os codigos em tela.

por {0,1} e trés saidas representadas p@yrl, A}, em que

Este artigo esta organizado do seguinte modo. Na Secao |l

o simbolo A denota um apagamento. Os bits transmitidds @Presentada uma breve revisao sobre codigos cichi@s
através de um BEC s&o recebidos corretamente com proBg¢ao Ill & introduzida uma simplificacao na decodiait-
bilidade 1 — e, ou s&o recebidos apagados com probabilidaBEativa, que permite a sua implementacao com baixa comple
¢, onde0 < ¢ < 1. Este modelo de canal foi introduzido pc,,4dade. Resultados de simulagdo em computador e confmarag

Elias [1] em 1955. Um c6dig@’, com distancia minima,

de desempenho sao tratadas na Secao IV e, finalmente, na

é capaz de corrigir todos os padrdes de apagamento conten@¢a0 V s@o apresentadas algumas conclusoes.

até p apagamentos sg < d — 1 [2, pags. 13-14]. O BEC

€ um modelo de canal adequado para redes de dados cujos

[I. CODIGOS dCLICOS LINEARES

bits transmitidos podem ser perdidos devido a falhas de rede
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Um codigo C' & dito ser um codigo ciclico linear se,
aléem das vantajosas propriedades da linearidade [2]gagre
a propriedade que qualquer palavra-cédigo deslocadiaaicl
mente também & uma palavra do codigo Neste trabalho
serdao considerados exclusivamente codigos ciclicusates
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binarios, de modo que daqui por diante a denominad@@o €& clbica com o comprimento das palavras-codigo [11, pag
ciclico implicitamente refere-se a um codigo ciclico linear4].
binario. Os codigos ciclicos obtiveram grande destagime  Neste ponto & feita uma observacao relevante para o de-
aplicacdes praticas como, por exemplo,compact disCD) senvolvimento deste artigo, a qual permite reduzir signi-
e na NASA Deep Space Standgrgpara comunicacdes viaficativamente a complexidade da decodificacdo iterativa e
satélite [10, pags. 428, 432]. duas dimensdes com permutacao ciclica. Considerantm o
Como & bem conhecido na literatura [8, Cap. 3], as palavrale codigos ciclicos idénticos nas duas dimensdes de um
codigo de um codigo ciclico podem ser representadas paédigo produto, observa-se de (2) que em varias siesmde
meio de polindmios. Ou seja, uma palavra-codigo= interesse pratico, essencialmente apenas uma UnicgZagua
(co,c1,¢2,...,cn—1) pode ser representada pelo polindmide verificacdo de paridade precisa ser utilizada em todo o
c(z) = co + a1z + cax® + ... + ¢,_12" L. Deslocamentos processo de decodificagido, como sera detalhado a seguir.
ciclicos realizados nas palavras-codigo também possuea Para um arranjo binario bidimensional, x n, no qual
representacéo polinomial simples. Por exemplo, a palavas n linhas e asn colunas sao palavras-codigo de um
codigo obtida ao deslocat de s posi¢cdes para a direita,mesmo codigo ciclicgn, k, d), a decodificagao iterativa com
ondes denota um nimero inteiro nao-negativo, &€ representgs&ymutacao ciclica € realizada do seguinte modo. Canuke
POr (Cp—s,Cr—s+1,---,C0,C1,C2,...,Cns+1) € A respectiva a decodificacido pelas linhas do arranjo, cada linha, ar part
representacdo polinomial &€ denotada por da primeira, & verificada quanto a ocorréncia de apaga®sen
com o auxilio da equacgao de verificagdo de paridadeideafin
2 e(x) = (co+ 12+ .+ enrz™ Nzt mod (z" —1). (1) Pelo polinbmiok’(x), a qual & deslocada ciclicamente sobre
a linha escolhida. A cada deslocamento, caso haja um Unico
apagamento entre as posi¢coes verificadas:f{oy efetua-se a
Denotando porg(z) = go + g1z + ... + gn—sz™ " 0 corre¢cao do mesmo. Caso ocorram dois ou mais apagamentos
polinomio gerador [8] do codigo ciclicd”, a matriz G entre as posigdes verificadas gofz), nada é feito e efetua-

geradora de&’ pode ser escrita da seguinte forma. se mais um deslocamento ciclico kféz) sobre a linha esco-
Ihida, continuando dessa forma até completdeslocamentos
go g1 .- In—k 0 ciclicos. Procede-se da mesma forma sobre a segunda binha d
G = ) arranjo bidimensional e assim sucessivamente até acang
go gl ... Gnok linhan. A partir desse ponto o decodificador opera de modo
0 go g1 - In—k analogo sobre as colunas, usardgr) e seus deslocamentos

Como o polindmio geraday(z) de um codigo ciclica” & ciclicos para verificar a ocorréncia de apagamentos nasa®
fator dez” — 1, para caday(z) existe um polindmio modnico € corrigi-los sempre que haja apenas um GUnico apagamento
de grauk, h(z) = 1 + hiz + hoa? + ... + hy_1a*~! + 2%, entre as posi¢des verificadas gotz) naquele instante. Ter-
tal queg(x)h(z) = 2™ — 1. Sejah/(z) o polindmio reciproco Minada a verificacdo das colunas, o decodificador volta a
de h(z), i.e., W'(z) = z*h(1/z). Para cada codigo ciclico examinar as linhas do arranjo e assim sucessivamente. Numa

C' com polindbmio geradog(z) existe um coddigo dual’’ nova passagem de(x) e seus deslocamentos ciclicos pelas
correspondente, com polinémio geraddlz). Sabe-se que linhas do arranjo, por exemplo, & possivel que variosgexd

asn — k linhas da matriz de verificacao de paridddele um de apagamentos, nao corrigidos anteriormente, possaa vir
codigo ciclicoC’ podem ser obtidas por deslocamentos ciclicé§r corrigidos agora pelo fato de que algumas de suasogssic™
de uma (nica palavra-codigo do codigo dual, por exempt@m apagamento tenham sido corrigidas na iteracao anteri

I (z). Portanto, a matriz/ pode ser escrita da seguinte formaaplicada as colunas do arranjo. Dessa forma, o decodificado

Lo o1 0 o resultante passa a ter uma baixa complexidade quantificada
k—1 1

0 1 hey oo 1 0 . pelo nimero de iteragdes vezes o comprimento do codigo.
H= ) ) _ ) (2) Nos casos investigados, o nUmero de iteracdbes netessar
0 (')' E 1 E - foi de aproximadamente/2 até que um conjunto de parada
1

fosse alcancado. Na secdo seguinte sao apresentssids re
tados experimentais, obtidos por simulacdo computation
usando varios algoritmos de decodificacao iterativa pguns

I11. DECODIFICACAO ITERATIVA SIMPLIFICADA EM DUAS codigos produto.

DIMENSOES SOBRE OBEC

Idealmente, devem ser usados decodificadores que deter-
minam a maxima probabilidade a posteriori (MAP) para
decodificar as palavras ou os bits recebidos [11, pag. 74]. AO desempenho da decodificagao iterativa com deslocamento
decodificacdo MAP de codigos lineares sobre o BEC podglico, como descrita na Secao lll, foi comparado coés tr
ser realizada através da resolucao de um sistema dedeguacasos descritos a seguir. O primeiro caso considera um algo-
lineares cujas incognitas sao os valores dos bits ondeehotitmo classico de decodificagao baseado no limitarted—1,
apagamento [11, pag. 73]. No entanto, quando o comprimeqtee corrige no maximal — 1 apagamentos por palavra e
e 0 nimero de palavras-codigo aumentam torna-se pxailaiti que & conhecido como decodificathmunded-distancg 2]. O
utilizacado da decodificacao MAP, visto que sua complade segundo caso considera o algoritimelief propagation(BP).

IV. RESULTADOS EXPERIMENTAIS
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O algoritmo BP foi introduzido por Gallager [13] para aesultado. A decodificacao iterativa utilizando essetigno

decodificacao de cédigos LDPC. Por Gltimo, no terceasoc foi a que mais se aproximou do limite tebérico conservador

é feita uma comparacao de desempenho do algoritmo pgmpatado pelo codigo MDS.

com aquele de um codigo artificial de distancia maxima Para investigar o desempenho do decodificador iterativo em

separavel (MDS), que estabelece um limite tebrico inferiduas dimensdes, no que se refere a capacidade de @orreca

para a taxa de erro por palavra-codigo (CER) alcancaml cde apagamentos, foi gerada aleatoriamente uma sequéncia d

codigos de comprimento finito sobre o BEC [9]. palavras-codigo e, a cada dez mil palavras-codigo gsrada
Sobre o canal BEC, a decodificagdo em duas dimens@esbabilidade de apagamento do canal era incrementada em

utilizando BP consiste em encontrar as equacdes de egafic 1%, fazendo esta variar d&% a 100%. A Fig. 2 mostra a

de paridade, tanto nas linhas quanto nas colunas, que anvoldistribuicdo do percentual de bits recuperados corretaen

um GUnico apagamento e entao resolvé-las para recuperagem permutacao ciclica (Fig. 2a) e com permutacaticaic

respectivo bit apagado [14]. O processo é repetido até o(fy. 2b).

todos os bits sejam corrigidos ou até que todas as egslacoe

restantes envolvam pelo menos dois bits apagados. O al

ritmo BP apresenta baixa complexidade para codigos c¢

matriz de verificagdo de paridade esparsa. Por outro la

ele apresenta uma complexidade maior para codigos c L T

matriz de verificagdo de paridade densa, como exemplo 100 ‘

codigos BCH e Reed-Solomon. A fim de superar em pal

as limitacBes do algoritmo BP, uma abordagem eficiente 1

introduzida em [15] para codigos ciclicos. Essa abomtage

consiste na aplicacao de uma permutagao ciclica,nia lou

na coluna, quando o algoritmo BP trava € n&o CONSEQUIE) 2 percentual de bits corretamente recuperados versusiimero

adiante. A permutacdo ciclica altera os bits que p@diti de apagamentos em uma palavra-codigo recebida para gocuoduto

das equa(;(”)es de verifica(;?ao de paridade, aumentarsiim, as(49, 16,9). a) sem permutacao ciclica, b) com permutacao eiclic

a probabilidade de que o correspondente sistema de ezgiacd

lineares tenha solucdo e assim permita a correcdo des bi Pode-se observar na Fig. 2 que o algoritmo BP sem

apagados. Em nenhum momento a referéncia [15] detaffifmutacao ciclica recuperou corretamente pratictents

a implementacao da decodificacdo com permutacaicaic dos 0s bits, para todos os padroes de Atéapagamentos

deixando subentendido que foi utilizada a técnica de vesol 9erados pelo canal. Quando o algoritmo BP & utilizado com

um sistema de equacdes lineares, cujas incognitas sadP@mutacao ciclica, & possivel corrigir praticaneetutdos os

posicdes dos apagamentos. A seguir, Sa0 analisadosims” bits com padrdes de até 22 apagamentos. Pode-se observar

testados e & feita uma comparacao entres os variostaiger due esse valor & bem maior que o valor maximo garantido

gue éd — 1 = 8. Essa melhora em desempenho deve-se a
A. Codigo produto(49, 16, 9) decodificacao iterativa em duas dimensdes. Outra cas&ov

A Fig. 1 mostra o comportamento da taxa de apagameﬁtéwe_ alguns padroes de ate 33~apag§1mentos també”? _foram
por palavra-cbodigo em func¢ao da variacao da capaeidbd corr|g|q_os, §empre numa proporgao maior qLNJand’o s€ andiz
canal relativa, isto &, da razao entre a taxa do codigo ed%cod|f|cagao BP combinada com permutacao ciclica.
capacidade do canal. Com o codigh, 16,9) fixo, varia-se
a probabilidade de apagamento do canal e, consequentemetespdigo produto(225, 121, 9)

sua capacidade.

Percentual
de correcéo

Percentual
de corregéo
a
g

o
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@

35 40 45

15 20
(b) Nimero de apagamentos

A Fig. 3 mostra o comportamento da taxa de apagamento
1 I T por palavra-codigo em func¢do da variacdo da capaeidk
ERSESS canal relativa.

Taxa de apagamento
por palavra-cédigo
5
T
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L [
05 0.55 0.6 065 07 075 08 .
Capacidade de canal relativa R/C

10~ L I L
.85 0.9 0.95 1

Taxa de apagamento
por palavra-cédigo

--[J-- bounded-distance- = — belief propagation — + — belief propagation

com permutacao ciclica, 4 iteragdes,o— codigo virtual MDS(49, 16, 34). w0 . - ‘ ‘ P o . !

0Jéapacida.dln)e'gde canal ?é?;tiva RIC
Fig. 1. CER para o codigo produfd9, 16, 9) versus a capacidade de canal

relativa (R/C). -+ [0 - bounded-distance- = — belief propagation — + — belief

propagationcom permutacao ciclica, 7 iteragdes; o— codigo virtual
MDS (225,121, 105).

Pode-se observar na Fig. 1 que utilizando o algoritmgy. 3. CER para o codigo produt@25, 121, 9) versus a capacidade de
BP combinado com permutacdo ciclica obtém-se o meltrgnal relativa(iz/C).
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Para o codigo produt¢(225,121,9) observa-se na Fig. 3
que, utilizando o algoritmo BP combinado com permutact

ciclica, obtém-se o melhor resultado. A decodifica¢@mativa
utilizando permutacao ciclica foi a que mais se aproxirdo

limite tedrico conservador dado pelo cédigo MDS. A Fig. .
mostra a distribuicao do percentual de bits recuperadog-c
tamente sem permutacao ciclica (Fig. 4a) e com perraata

ciclica (Fig. 4b).

Percentual
de correcdo
o
&
.

. . , . .
75 100 125 150 175 200
(a) Nimero de apagamentos

225

Percentual
de corregdo

. . . .
75 100 125 150 175 200
(b) Nimero de apagamentos

0

225

Fig. 4. Percentual de bits corretamente recuperados versmusnimero
de apagamentos em uma palavra-codigo recebida para gocguoduto
(225,121, 9). a) sem permutagao ciclica, b) com permutacao eiclic

PR

=
1)
3

Percentual
de corregdo
@
8

2

75 100 125 150

(a) Nimero de apagamentos

=
1)
S

Percentual
de corregdo
@
3

o2

75 100 125 150
(b) Nimero de apagamentos

Fig. 6. Percentual de bits corretamente recuperados versusnimero
de apagamentos em uma palavra-codigo recebida para goc@udoduto
(225, 49, 25). a) sem permutacgao ciclica, b) com permutacao eiclic

V. CONCLUSOES

Neste artigo foi investigado um procedimento de baixa
complexidade para implementacao do algoritmo BP com
permutacdo ciclica em canais BEC. Foi mostrado que é
possivel realizar a decodificacao iterativa em duas oabes
utilizando apenas uma Unica equacao de verificacaoade p
dade e seus deslocamentos ciclicos nas linhas e nas colunas
do arranjo, com um desempenho satisfatorio. Para codigos

Pode-se observar na Fig. 4 que, para padroes cujo nimergé¢jamming idénticos nas duas dimensdes este procediment
apagamentos gerados pelo canal & proximo de 75, o deco@ﬁétimoy no sentido de que todas as possiveis equagdes d

cador recuperou praticamente todos os bits corretamesge. Eygrificacio de paridade sdo empregadas.

namero de apagamentos corrigidos & bem maior que 0 maximo
garantido, que & — 1 = 8. Outra observacdo & que alguns
padrdes cujo numero de apagamentos por palavra-c@ligo ’
muito alto, perto de 100 apagamentos, s6 foram corrigidcj
guando foi utilizada a permuta¢ao ciclica. 2]

C. Codigo produto(225, 49, 25) [3]
O comportamento deste cédigo, ilustrado na Fig. 5, difere

dos anteriores pelo fato de que equacdes de verificagdo i@l
paridade adicionais poderiam ser usadas e nao o foram.

o

1 I a o ] T <n, [5]
a0 —=

(6]

(7

Taxa de apagamento
por palavra-cédigo

(8]
El

0.4 0.9 1

0.5 0.6 0.7 0.8
Capacidade de canal relativa R/C

--[J-- bounded-distance belief propagation— + — belief propagation
com permutacao ciclica, 9 iteracdes, — o— codigo virtual MDS
(225,49, 177).

Fig. 5. CER para o codigo produt®25, 49, 25) versus a capacidade de[10]
canal relativa(R/C).
[11]

Observa-se na Fig. 5 que o algoritmo BP combinado coi;
permutacdo ciclica apresenta o melhor resultado. A €ig.
mostra a distribuicio do percentual de bits recuperadosc [13!
tamente sem permutacao ciclica (Fig. 6a) e com perraatag4)
ciclica (Fig. 6b). Na Fig. 6 fica claro o ganho no desempenho
de correcao de apagamento quando utilizamos decoﬁﬁcaﬁs]
iterativa em duas dimensdes usando permutacao cielica
comparacao com a decodificacao em duas dimensdes sem
utilizar permutacao ciclica.
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