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Decodificaç̃ao iterativa com baixa complexidade
sobre o canal bińario com apagamento

Paulo Roberto de Freitas e Valdemar C. da Rocha Jr.

Resumo— A decodificaç̃ao iterativa em duas dimens̃oes sobre
o canal binário com apagamentoé investigada, quando ćodigos
cı́clicos lineares bińarios idênticos s̃ao usados em cada uma das
duas dimens̃oes. Uma caracterı́stica importante da matriz de
verificação de paridade dos ćodigos cı́clicos permite, em v́arios
casos de interesse prático, uma implementaç̃ao com baixa com-
plexidade da decodificaç̃ao iterativa com permutaç̃ao cı́clica, ao
invés da conhecida complexidade cúbica. Por meio de simulação
computacional é observado um ganho considerável de desem-
penho quandoé usada a decodificaç̃ao iterativa com permutaç̃ao
cı́clica ao inv́es da decodificaç̃ao iterativa sem permutaç̃ao cı́clica.
É também apresentada uma ańalise comparativa de diversos
algoritmos de decodificaç̃ao iterativa em duas dimens̃oes, usando
como exemplos os ćodigos produto (49, 16, 9), (225, 121, 9) e
(225, 49, 25), incluindo os resultados das simulaç̃oes.

Palavras-Chave— Códigos corretores de apagamentos, códigos
cı́clicos, decodificaç̃ao iterativa em duas dimens̃oes, canal bińario
com apagamento.

Abstract— Iterative decoding in two dimensions over the bi-
nary erasure channel is investigated when identical linearbinary
cyclic codes are employed in each dimension. An important
characteristic of the parity-check matrix of cyclic codes allows,
in many cases of practical interest, an implementation withlow
complexity of iterative decoding with cyclic permutation, instead
of the well known cubic complexity. By means of computer
simulation a considerable gain in performance is observed when
iterative decoding with cyclic permutations is employed instead
of iterative decoding without cyclic permutations. It is also
presented a comparative analysis of various iterative decoding
algorithms in two dimensions, using as examples the product
codes (49, 16, 9), (225, 121, 9) and (225, 49, 25), including
simulation results.

Keywords— Error-correcting codes, cyclic codes, two-
dimensional iterative decoding, binary erasure channel.

I. I NTRODUÇÃO

O canal binário com apagamento, denotado pela sigla BEC
(Binary Erasure Channel), possui duas entradas representadas
por {0, 1} e três saı́das representadas por{0, 1,∆}, em que
o sı́mbolo∆ denota um apagamento. Os bits transmitidos
através de um BEC são recebidos corretamente com proba-
bilidade1− ε, ou são recebidos apagados com probabilidade
ε, onde0 ≤ ε ≤ 1. Este modelo de canal foi introduzido por
Elias [1] em 1955. Um códigoC, com distancia mı́nimad,
é capaz de corrigir todos os padrões de apagamento contendo
até ρ apagamentos seρ ≤ d − 1 [2, págs. 13-14]. O BEC
é um modelo de canal adequado para redes de dados cujos
bits transmitidos podem ser perdidos devido a falhas de rede,
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tais como demora excessiva ou congestionamento nos nós
intermediários, como por exemplo a Internet [3], [4]. Como
é mencionado em [3], a decodificação iterativa em duas
dimensões sobre o BEC tem recebido relativamente pouca
atenção até o momento.

A notação(n, k, d) é usada para denotar um código de bloco
linear C, no qualn representa o comprimento da palavra-
código, k o número de bits de informação ed a distância
mı́nima entre palavras-código distintas. Considerando dois
códigos de blocoC1 e C2, Elias [5] introduziu o código
produto C = C1 × C2, cujo dicionário é o conjunto de
todas as matrizesn1 × n2 cujas colunas são palavras-código
de C1 e cujas linhas são palavras-código deC2. O código
produto C apresenta os seguintes parâmetros:n = n1n2,
k = k1k2 e d = d1d2. O código produto tem propriedades
interessantes que faz com que ele tenha aplicação prática em
diversos padrões de telecomunicações como, por exemplo, o
IEEE 802.16 (WiMAX), CD padrão IEC-908 e DVD [6]. Entre
as propriedades do código produto inclui-se um algoritmo sim-
ples de decodificação iterativa linha-coluna proporcionando
um bom equilı́brio entre desempenho e complexidade em
um canal com ruı́do Gaussiano branco aditivo (AWGN) [7].
Utilizando propriedades dos códigos produto cı́clicos éinves-
tigado neste artigo um algoritmo de decodificação iterativa de
baixa complexidade sobre um canal BEC.

Códigos simples(7, 4, 3), (15, 11, 3) e (15, 7, 5), foram
utilizados nas simulações, para evidenciar a eficácia dos
mesmos em arranjos bidimensionais. As simulações também
mostram que muitos padrões de apagamentos, com número
de posições afetadas muito maior qued2 − 1 são corrigidos.
Uma complexidade computacional linear por iteração, como
comprimento do código, resultou para esta técnica, sendoo
número de iterações aproximadamenten/2, tipicamente um
número entre 4 e 9, para os códigos em tela.

Este artigo está organizado do seguinte modo. Na Seção II
é apresentada uma breve revisão sobre códigos cı́clicos. Na
Seção III é introduzida uma simplificação na decodificação it-
erativa, que permite a sua implementação com baixa complex-
idade. Resultados de simulação em computador e comparação
de desempenho são tratadas na Seção IV e, finalmente, na
Seção V são apresentadas algumas conclusões.

II. CÓDIGOS ĆICLICOS LINEARES

Um código C é dito ser um código cı́clico linear se,
além das vantajosas propriedades da linearidade [2], agregar
a propriedade que qualquer palavra-código deslocada ciclica-
mente também é uma palavra do códigoC. Neste trabalho
serão considerados exclusivamente códigos cı́clicos lineares
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binários, de modo que daqui por diante a denominaçãocódigo
ćıclico implicitamente refere-se a um código cı́clico linear
binário. Os códigos cı́clicos obtiveram grande destaqueem
aplicações práticas como, por exemplo, nocompact disc(CD)
e na NASA (Deep Space Standard) para comunicações via
satélite [10, págs. 428, 432].

Como é bem conhecido na literatura [8, Cap. 3], as palavras-
código de um código cı́clico podem ser representadas por
meio de polinômios. Ou seja, uma palavra-códigoc =
(c0, c1, c2, . . . , cn−1) pode ser representada pelo polinômio
c(x) = c0 + c1x + c2x

2 + . . . + cn−1x
n−1. Deslocamentos

cı́clicos realizados nas palavras-código também possuem uma
representação polinomial simples. Por exemplo, a palavra-
código obtida ao deslocarc de s posições para a direita,
ondes denota um número inteiro não-negativo, é representada
por (cn−s, cn−s+1, . . . , c0, c1, c2, . . . , cn−s+1) e a respectiva
representação polinomial é denotada por

x
s
c(x) = (c0 + c1x+ . . .+ cn−1x

n−1)xs mod (xn
− 1). (1)

Denotando porg(x) = g0 + g1x + . . . + gn−kx
n−k o

polinômio gerador [8] do código cı́clicoC, a matriz G
geradora deC pode ser escrita da seguinte forma.

G =











g0 g1 . . . gn−k 0

. . .
. . .

. . .
. . .

g0 g1 . . . gn−k

0 g0 g1 . . . gn−k











.

Como o polinômio geradorg(x) de um código cı́clicoC é
fator dexn − 1, para cadag(x) existe um polinômio mônico
de grauk, h(x) = 1 + h1x + h2x

2 + . . . + hk−1x
k−1 + xk,

tal queg(x)h(x) = xn − 1. Sejah′(x) o polinômio recı́proco
de h(x), i.e., h′(x) = xkh(1/x). Para cada código cı́clico
C com polinômio geradorg(x) existe um código dualC′

correspondente, com polinômio geradorh′(x). Sabe-se que
asn−k linhas da matriz de verificação de paridadeH de um
código cı́clicoC podem ser obtidas por deslocamentos cı́clicos
de uma única palavra-código do código dual, por exemplo
h′(x). Portanto, a matrizH pode ser escrita da seguinte forma.

H =











1 hk−1 . . . h1 1 0 0 . . .
0 1 hk−1 . . . h1 1 0 . . .

. . .
. . .

. . .
. . .

0 0 . . . 1 . . . h1 1











(2)

III. D ECODIFICAÇÃO ITERATIVA SIMPLIFICADA EM DUAS

DIMENSÕES SOBRE OBEC

Idealmente, devem ser usados decodificadores que deter-
minam a máxima probabilidade a posteriori (MAP) para
decodificar as palavras ou os bits recebidos [11, pág. 74]. A
decodificação MAP de códigos lineares sobre o BEC pode
ser realizada através da resolução de um sistema de equac¸ões
lineares cujas incógnitas são os valores dos bits onde houve
apagamento [11, pág. 73]. No entanto, quando o comprimento
e o número de palavras-código aumentam torna-se proibitiva a
utilização da decodificação MAP, visto que sua complexidade

é cúbica com o comprimento das palavras-código [11, pág.
74].

Neste ponto é feita uma observação relevante para o de-
senvolvimento deste artigo, a qual permite reduzir signi-
ficativamente a complexidade da decodificação iterativa em
duas dimensões com permutação cı́clica. Considerando ouso
de códigos cı́clicos idênticos nas duas dimensões de um
código produto, observa-se de (2) que em várias situações de
interesse prático, essencialmente apenas uma única equação
de verificação de paridade precisa ser utilizada em todo o
processo de decodificação, como será detalhado a seguir.

Para um arranjo binário bidimensional,n × n, no qual
as n linhas e asn colunas são palavras-código de um
mesmo código cı́clico(n, k, d), a decodificação iterativa com
permutação cı́clica é realizada do seguinte modo. Comec¸ando
a decodificação pelas linhas do arranjo, cada linha, a partir
da primeira, é verificada quanto à ocorrência de apagamentos
com o auxı́lio da equação de verificação de paridade definida
pelo polinômioh′(x), a qual é deslocada ciclicamente sobre
a linha escolhida. A cada deslocamento, caso haja um único
apagamento entre as posições verificadas porh′(x) efetua-se a
correção do mesmo. Caso ocorram dois ou mais apagamentos
entre as posições verificadas porh′(x), nada é feito e efetua-
se mais um deslocamento cı́clico deh′(x) sobre a linha esco-
lhida, continuando dessa forma até completarn deslocamentos
cı́clicos. Procede-se da mesma forma sobre a segunda linha do
arranjo bidimensional e assim sucessivamente até alcançar a
linha n. A partir desse ponto o decodificador opera de modo
análogo sobre as colunas, usandoh′(x) e seus deslocamentos
cı́clicos para verificar a ocorrência de apagamentos nas colunas
e corrigı́-los sempre que haja apenas um único apagamento
entre as posições verificadas porh′(x) naquele instante. Ter-
minada a verificação das colunas, o decodificador volta a
examinar as linhas do arranjo e assim sucessivamente. Numa
nova passagem deh′(x) e seus deslocamentos cı́clicos pelas
linhas do arranjo, por exemplo, é possı́vel que vários padrões
de apagamentos, não corrigidos anteriormente, possam vira
ser corrigidos agora pelo fato de que algumas de suas posiç˜oes
com apagamento tenham sido corrigidas na iteração anterior,
aplicada às colunas do arranjo. Dessa forma, o decodificador
resultante passa a ter uma baixa complexidade quantificada
pelo número de iterações vezes o comprimento do código.
Nos casos investigados, o número de iterações necessárias
foi de aproximadamenten/2 até que um conjunto de parada
fosse alcançado. Na seção seguinte são apresentados resul-
tados experimentais, obtidos por simulação computacional
usando vários algoritmos de decodificação iterativa para alguns
códigos produto.

IV. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O desempenho da decodificação iterativa com deslocamento
cı́clico, como descrita na Seção III, foi comparado com três
casos descritos a seguir. O primeiro caso considera um algo-
ritmo clássico de decodificação baseado no limitanteρ ≤ d−1,
que corrige no máximod − 1 apagamentos por palavra e
que é conhecido como decodificadorbounded-distance[12]. O
segundo caso considera o algoritmobelief propagation(BP).
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O algoritmo BP foi introduzido por Gallager [13] para a
decodificação de códigos LDPC. Por último, no terceiro caso,
é feita uma comparação de desempenho do algoritmo proposto
com aquele de um código artificial de distância máxima
separável (MDS), que estabelece um limite teórico inferior
para a taxa de erro por palavra-código (CER) alcançável com
códigos de comprimento finito sobre o BEC [9].

Sobre o canal BEC, a decodificação em duas dimensões
utilizando BP consiste em encontrar as equações de verificação
de paridade, tanto nas linhas quanto nas colunas, que envolvam
um único apagamento e então resolvê-las para recuperar o
respectivo bit apagado [14]. O processo é repetido até que
todos os bits sejam corrigidos ou até que todas as equações
restantes envolvam pelo menos dois bits apagados. O algo-
ritmo BP apresenta baixa complexidade para códigos com
matriz de verificação de paridade esparsa. Por outro lado,
ele apresenta uma complexidade maior para códigos com
matriz de verificação de paridade densa, como exemplo os
códigos BCH e Reed-Solomon. A fim de superar em parte
as limitações do algoritmo BP, uma abordagem eficiente foi
introduzida em [15] para códigos cı́clicos. Essa abordagem
consiste na aplicação de uma permutação cı́clica, na linha ou
na coluna, quando o algoritmo BP trava e não consegur ir
adiante. A permutação cı́clica altera os bits que participam
das equações de verificação de paridade, aumentando, assim,
a probabilidade de que o correspondente sistema de equações
lineares tenha solução e assim permita a correção dos bits
apagados. Em nenhum momento a referência [15] detalha
a implementação da decodificação com permutação cı́clica,
deixando subentendido que foi utilizada a técnica de resolver
um sistema de equações lineares, cujas incógnitas são as
posições dos apagamentos. A seguir, são analisados os c´odigos
testados e é feita uma comparação entres os vários algoritmos.

A. Código produto(49, 16, 9)

A Fig. 1 mostra o comportamento da taxa de apagamento
por palavra-código em função da variação da capacidade de
canal relativa, isto é, da razão entre a taxa do código e a
capacidade do canal. Com o código(49, 16, 9) fixo, varia-se
a probabilidade de apagamento do canal e, consequentemente,
sua capacidade.
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· ·� · · bounded-distance, −∗− belief propagation, −+− belief propagation
com permutação cı́clica, 4 iterações,·−�− código virtual MDS(49, 16, 34).

Fig. 1. CER para o código produto(49, 16, 9) versus a capacidade de canal
relativa (R/C).

Pode-se observar na Fig. 1 que utilizando o algoritmo
BP combinado com permutação cı́clica obtém-se o melhor

resultado. A decodificação iterativa utilizando esse algoritmo
foi a que mais se aproximou do limite teórico conservador
dado pelo código MDS.

Para investigar o desempenho do decodificador iterativo em
duas dimensões, no que se refere à capacidade de correção
de apagamentos, foi gerada aleatoriamente uma sequência de
palavras-código e, a cada dez mil palavras-código geradas, a
probabilidade de apagamento do canal era incrementada em
1%, fazendo esta variar de1% a 100%. A Fig. 2 mostra a
distribuição do percentual de bits recuperados corretamente
sem permutação cı́clica (Fig. 2a) e com permutação cı́clica
(Fig. 2b).
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Fig. 2. Percentual de bits corretamente recuperados versuso o número
de apagamentos em uma palavra-código recebida para o código produto
(49, 16, 9). a) sem permutação cı́clica, b) com permutação cı́clica.

Pode-se observar na Fig. 2 que o algoritmo BP sem
permutação cı́clica recuperou corretamente praticamente to-
dos os bits, para todos os padrões de até21 apagamentos
gerados pelo canal. Quando o algoritmo BP é utilizado com
permutação cı́clica, é possı́vel corrigir praticamente todos os
bits com padrões de até 22 apagamentos. Pode-se observar
que esse valor é bem maior que o valor máximo garantido
que éd − 1 = 8. Essa melhora em desempenho deve-se à
decodificação iterativa em duas dimensões. Outra observação
é que alguns padrões de até 33 apagamentos também foram
corrigidos, sempre numa proporção maior quando se utiliza a
decodificação BP combinada com permutação cı́clica.

B. Código produto(225, 121, 9)

A Fig. 3 mostra o comportamento da taxa de apagamento
por palavra-código em função da variação da capacidade de
canal relativa.
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· ·� · · bounded-distance, − ∗ − belief propagation, −+− belief
propagationcom permutação cı́clica, 7 iterações,· − �− código virtual

MDS (225, 121, 105).

Fig. 3. CER para o código produto(225, 121, 9) versus a capacidade de
canal relativa(R/C).
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Para o código produto((225, 121, 9) observa-se na Fig. 3
que, utilizando o algoritmo BP combinado com permutação
cı́clica, obtém-se o melhor resultado. A decodificação iterativa
utilizando permutação cı́clica foi a que mais se aproximou do
limite teórico conservador dado pelo código MDS. A Fig. 4
mostra a distribuição do percentual de bits recuperados corre-
tamente sem permutação cı́clica (Fig. 4a) e com permutação
cı́clica (Fig. 4b).
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Fig. 4. Percentual de bits corretamente recuperados versuso o número
de apagamentos em uma palavra-código recebida para o código produto
(225, 121, 9). a) sem permutação cı́clica, b) com permutação cı́clica.

Pode-se observar na Fig. 4 que, para padrões cujo número de
apagamentos gerados pelo canal é próximo de 75, o decodifi-
cador recuperou praticamente todos os bits corretamente. Esse
número de apagamentos corrigidos é bem maior que o máximo
garantido, que éd − 1 = 8. Outra observação é que alguns
padrões cujo número de apagamentos por palavra-código ´e
muito alto, perto de 100 apagamentos, só foram corrigidos
quando foi utilizada a permutação cı́clica.

C. Código produto(225, 49, 25)

O comportamento deste código, ilustrado na Fig. 5, difere
dos anteriores pelo fato de que equações de verificação de
paridade adicionais poderiam ser usadas e não o foram.
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· ·� · · bounded-distance, −∗− belief propagation, −+− belief propagation
com permutação cı́clica, 9 iterações,· − �− código virtual MDS
(225, 49, 177).

Fig. 5. CER para o código produto(225, 49, 25) versus a capacidade de
canal relativa(R/C).

Observa-se na Fig. 5 que o algoritmo BP combinado com
permutação cı́clica apresenta o melhor resultado. A Fig.6
mostra a distribuição do percentual de bits recuperados corre-
tamente sem permutação cı́clica (Fig. 6a) e com permutação
cı́clica (Fig. 6b). Na Fig. 6 fica claro o ganho no desempenho
de correção de apagamento quando utilizamos decodificação
iterativa em duas dimensões usando permutação cı́clicaem
comparação com a decodificação em duas dimensões sem
utilizar permutação cı́clica.
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(a) Número de apagamentos

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
0

50

100

P
er

ce
nt

ua
l

de
 c

or
re

çã
o 

(b) Número de apagamentos

Fig. 6. Percentual de bits corretamente recuperados versuso o número
de apagamentos em uma palavra-código recebida para o código produto
(225, 49, 25). a) sem permutação cı́clica, b) com permutação cı́clica.

V. CONCLUSÕES

Neste artigo foi investigado um procedimento de baixa
complexidade para implementação do algoritmo BP com
permutação cı́clica em canais BEC. Foi mostrado que é
possı́vel realizar a decodificação iterativa em duas dimensões
utilizando apenas uma única equação de verificação de pari-
dade e seus deslocamentos cı́clicos nas linhas e nas colunas
do arranjo, com um desempenho satisfatório. Para códigos
de Hamming idênticos nas duas dimensões este procedimento
é ótimo, no sentido de que todas as possı́veis equações de
verificação de paridade são empregadas.
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Ph.D. Thesis, Université Paris VI, Dec. 1991.
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