XXI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICA@®ES-SBT2004, 06-09 DE SETEMBRO DE 2004, BEM, PA

Demonstrages Distribudas de Caater Primo de
Larga Escala

Décio Luiz Gazzoni Filho e Taufik ABio

Resume—Descrevemos uma implementap distribuida do dos criptossistemas atuais, pode requerer o uso de primos
algoritmo ECPP devido a Atkin e Morain, para demonstragio de  maijores. Uma implementag distribida permite, por exem-
carater primo de inteiros de forma geral. Sugerimos uma nova plo, que uma empresa certifique oZtar primo de um inteiro

arquitetura de rede para implementag@es distribuidas, e uma tilizand nas recur i d moutadores d
nova técnica para estimativa de precido de um dos élculos utiizando apenas recursos 0closos dos computadores de sua

intermediarios do algoritmo. Por fim, relatamos um resultado rede.
preliminar obtido com a atual implementacio. A proposta deste traball®uma implementdp distribida

Palavras-Chave-Nimero  primos,  curvas  elpticas, €M larga escala do algoritmo ECPP (a implemeiuade
demonstrages de caater primo, computacio distribuida [5] restringe-se elusterg na tentativa de estabelecer novos
recordes.
Abstract—We describe a distributed implementation of Atkin Na se@o Il, S0 introduzidos os conceitos necasss para
and Morain’s ECPP algorithm for primality proving of integers ~ compreengo do funcionamento do algoritmo ECPP, geie
without special form. We suggest a new network architecture for gescrito na sép IIl. Na se@o IV, é discutida a estragia

distributed implementations, and a new technique for estimating g . . ,
the precision of one of the intermediate computations of ECPP. para paralelize#o do algoritmo € 0s Compromissos neceiss

Finally, we relate a preliminary result obtained with the current ~ Para implemeptzfges em |§rga escala. Na 599\_/, é disc'ut_ida
implementation. a implementa&o do algoritmo e outras subrotinas neéess

Keywords— Prime numbers, elliptic curves, primality proofs, para,sua operag (fat~ora@o de inteiros, testes de amr.ps'eu—
distributed computing doprimo etc.). Na s&p VI, relatamos resultados preliminares
obtidos com a atual implementa:
| INTRODUCAO . II. CURVAS ELIPTICAS
O grupo de pontos de uma curvapgica tem se mostrado A equa@o geral de um polismio de grau 3, com coefi-

uma importante ferramenta na criptografia e teoria d%%ntes provindos de um corf® e igualada a zerc
nimeros computacional. Criptossistemas empregando o prob-

Ienk;aﬁdo logaritmo discre’io sobre este grupo tem dse [n;)stradgxi" + by + cxy® + dy® + ex’+
imbafveis em certas aplicdges, como smart cards [1]. A 2 , .
fatora@o de inteiros atréds do nétodo ECM de Lenstr& ey gy +hetiy+j=0 (1)
0 método mais eficiente conhecido [2] (exceto paradmios coma, b, c,d # 0. Os pares ordenadds;,y) € F x F que
RSA [3]), e as demonstraes de cdater primo de inteiros de satisfazem (1) & ditas as soldes afim da equago. Tais
forma geral, atras do algoritmo ECPP de Atkin e Morain,solu@@es §o estritamente relacionadas soluges projetivas
atingiram patamares de desempenltagitos: p foram obtidos da curva, que satisfazem
certificados de cater primo para inteiros de&@#760 dgitos 5 ) ) 5 )
em uniprocessadores [4] e 1507gitbs para implementées @4~ + by + cry” 4+ dy” + ex” 2+
distribudas [5]. + fayz + gy’z + haz® + iy’ + 722 =0. (2)
Os rumeros primos & uma ferramenta dsica de
constru@o de sistemas cripto@icos.E posé$vel argumentar
que as demonstrégs de cater primo o sugrfluas, em
funcdo da exigncia de algoritmos que indicam o ater
primo de um fmero com alta probabilidade, os chamad
testes de cater pseudoprimo (ver [6] para uma &is geral
do assunto). No entanto, para certas apieaconde exige-se
0 maximo posésel de seguranca, pode ser désej obter um
certificado de cater primo, que os testes de &ar pseudo- iz = 2% +axz® + 023, a,be F, 3)
primo rao podem fornecer. E embora o8nmeros primos de
interesse cripto@fico estejam ao alcance de implemef&s; 5 3
monoprocessadas no momento, o desenvolvimento de novos y =az"+ar+b )
criptossistemas, ou de algoritmos que simplifiquem a quel@@onhecida comparametrizado de WeierstrasdUma curva
Universidade Estadual de Londrina, Departamento de Engenhétiick) nesta formzé suave se e somente g€’ | 270° 7 0. .
Caixa Postal 6001, 86051-990 - Londrina - PR. Emails: decio@decpp.net,lndependem‘emente de se estar empregando a forma afim
taufik@uel.br ou projetiva da curva, sarusada a noté@p O para denotar

Se estas curvas foreguavesou seja, nenhuma solag da

equa@o apresentar asés derivadas parciais simultaneamente
nulas, erio a curvaé dita umacurva elptica. Impondo a
Ocondigéo adicional que a caractstica do corpol’ deve ser
c?iferente de 2 e 3¢é sabido que toda equiEg da forma (2)
pode ser transformada por uma mudanca deavais numa
equa@o da forma

cuja forma afim
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0 ponto no infinito que ocorre na forma projetiva da curvampares repetidos, e sejaum primo. Caso existam, v € Z

Temos eriio: tal quedp = u? 4+ Dv? (o algoritmo de Cornacchig7], [6]
Definigo 2.1: Uma curva @bica suave da forma (2), compode ser empregado para obter estes valoresip eskistem

coeficientes pertencentes a um corffoe pelo menos uma curvas €ipticas tais que

solu@o com coordenadas efMnao simultaneamente nulas,

dita uma curva éptica sobreF'. Se a caractéstica deF’ ndo prltup+lE(utidv)/2 seD=3,

for 2 ou 3, a equap (3) tamem define uma curvaiptica #E =q(p+1+tup+1+2v seD =4, (5)

sobreF, contanto queta® + 276 # 0. Denota-se pofZ(F) p+lxtu seD > 4.

0 conjunto de pontos com coordenadas Emue satisfazem

a equago, adicionado do ponto no infinitd. Ou seja,

E(F)={(z,y) € Fx F:y* =2+ ax + b} U{O}.

A teoria fornece efdto netodos eficientes para a conséiag
de curvas com as ordens de grupo indicadas.

IIl. O ALGORITMO ECPPDE ATKIN-MORAIN

A. O Grupo de Pontos de uma Curvaifiica O seguinte teorema, fruto do trabalho de Goldwasser e

O interesse cripto@fico nas curvas fglticas surge da Kilian [8] numa primeira verdo (tébrica) do ECPPg crucial
definicdo de uma certa ope@&g sobre os pontos do conjuntgara o algoritmo:
E(F) dado pela Defingo 2.1, dando origem a um grupo Teorema 3.1:Sejan > 1 um inteiro relativamente primo a
abeliano. Parte-se de uma interprémgeonétrica para a 6 e F(F,) uma curva éptica mbdulon. Sejamm um inteiro
opera@o do grupo quandd’ = R, a partir da qual séo e P € E(F,) um ponto da curva satisfazendo as seguintes
deduzidas expre8ss \alidas em qualquer corpo, ainda queondiges:
a interpretago geondtrica perca o sentido. A opeé do 1. Existe um fator primg de m tal que
grupo sobre dois pontos distintédeita tracando uma reta que
contenha ambos os pontos, obtendo uma terceira ink&rseg q> (Vn+ 1)2.
desta reta com a curva. Este poatentio refletido atraés do
. - . 2. mP = 0.
eixo z. Quando os pontosie 0s mesmos, a reta empregéda
a tangente curva nesse ponto. A notag padéo na literatura 3. Em/q?P 7& 0.
para a operd@p deste grupe@ aditiva. Aps um pouco de En@on e primo.
geometria andlica e algebra, ot#m-se: Cason nao seja primo, a curvaigkica F(F,,) nao forma
Definicio 2.2: SejaE(F) uma curva dptica definida pela UM grupo, e Bo sed posével satisfazer as condigs do
equaéo (3) sobre um corpd’ de caractédstica diferente de teorema.
2e3, eP, = (z1,1), P» = (z2,12) dois pontos &o A estraégia do algoritmo ECPE construir diversas curvas
necessariamente distintos sobre esta curva. Denotandd por €lipticas, a& obter uma ordem de grupe = #E(F,) que

ponto no infinito, define-se uma opeéaccomutativa+, com Seja fatoavel na patica e que possua um fator pseudoprimo
opera@o inversa—, como segue: po satisfazendo as condies do Teorema 3.1. Pela apliaag

1. —P = (21, —y1); do teorema, olgim-se um certificado do tipo “g® & primo,
2. P+ P, =7(333 y;) com enBio n & primo”. Aplica-se o procedimento recursivamente
e sobrep, para obter um certificado do tipo “gg & primo,

3 =m? — 21 — Ty enBo py € primo”. Dessa maneira, congiise uma cadeia de
ys = m(zy — x3) — Y1, ce_rtificados... — P2 = 1 po =, at atingirpk.’s
cujo tamanho permita uma demons#iagle caater primo por
onde ainclinagao m € definida por métodos mais simples, como o crivo de Bestenes.
wou sex; # oo Na verg§o ,atual do ECPE, a (zonstﬁﬂ;das curvas ’qﬂtica;
m = 35’0%& B emprega o ratodo de multiplicao complexa exposto acima
2y1 S€ry = T [9]. © método envolve a aplicép do algoritmo de Cornacchia

E uma consedgncia surpreendente que a Op@@@SSIM para obtengo da ordem do grupo, que sem modifiegeé
definida, em conjunto conv(F'), forme um grupo. Ademais, relativamente custoso, por envolver uma raiz quadrada mod-
e conhecido um profundo teorema a respeito da ordem deggg. Uma icia atriblida a J. Shalli a construgo de uma

grupo: base de fatores eimes quadradas modulares precomputadas,
Teorema 2.3 (Hasse)A ordem# E(F,x) do grupo de pon- combinando-se os elementos dessa base para a céostrug
tos de uma curva ftica satisfaz a desigualdade de discriminantes, e removendo o custo dasesquadradas
da aplicago do algoritmo de Cornacchia. Incidentalmente,
#E — (0F + 1) < 2/pF picae g

ngi&ﬁriminantes compostos de diversos fatores prindmsde-

sepveis na constr@p da curva @ptica impicita no Teorema

3.1, por motivos descritos na &exV-B.

) o Um resumo do algoritm@ dado abaixo, para refarcia

B. Curvas Eipticas com Multiplicago Complexa futura. A entradaé o pseudoprimo atual na cadeia de certi-
Seja —D um discriminante fundamental, i.eD = ficados, digamo®;, e a s&a & o pximo pseudoprimo na

3,4,7,8,11,15 (mod 16) e D ndo possui fatores primoscadeia,p;;.

Essencialmente, o teorema de Hasse afirma que a orde
grupoé prxima da caractéstica do corpo-base.
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1. Construa a base de fatores dos discriminang&s+ 5. & viavel realizar verificalles parciais dos resultados
{¢,45,...,¢5} para umr qualquer, e precompute as computados pelos clientes, na busca dejuinas com
raizes quadradas @dulo p; da base de fatores§ = defeito ou tentativas de trapaca.

{\/ﬁ \/E, cVar ) Até onde os autore€iin conhecimento, essa arquitetura de

2. Construa discriminantes D; como produtos de sub- rede rio foi proposta na literatura especializada uma vez que
conjuntos deQ, tentando represemos na formalg; = nao ta trabalhos estudando implemerites de larga escala
u® + Djv?, como essa.

3. Para os discriminantes que possuem uma repregentac
nessa forma, tente fatorar as gesss ordens de grupo V. IMPLEMENTACAO

(5), buscando um inteiro da forma= mg;,1, onde o
cofatorg; 1 &€ um pseudoprimo que satisfaz as coddg;
do Teorema 3.1.

4. Construa uma curva iptica com a ordem de grupo
obtida no item anterior, e verifique as coritbg do

O programa encontra-se em fase de implem@&atat/ma
vez que o programa sedistriblido sob a licenca GNU GPL,
€ posésvel reutilizar ddigo de outros projetos distritilos sob
esta licenca. Isté vantajoso, uma vez qéeposével encontrar
.~ codigo de alissima qualidade, como por exemplo o programa
Teorema 3.1 para essa curva e um ponto escolhido gR/IP-ECM [2], do qual foi empregado ddigo de fatorao

acaso. de inteiros usando o algoritmo— 1, e a biblioteca Trolltech
5. Se as condiies do teorema forem satisfeitas, o algo= 9 e .
) ) Qt [10], empregada para desenvolvimento da interface de
ritmo termina com resultadg;, ;. S . :
. oo o . uslario do programa. Outros projetos de software livre usados
trés sédas: repetir as computdgs sobre os discriminantescommon C++ e o banco de dados PostgreSQL.

existentes (aplicando um esforgo maior na busca de fatoregypomos a seguir os algoritmos empregados na cafece
grandes das ordens de grupo), estender a base de fatoregoOprograma.

voltar atéas na cadeia de certificados.

A. Fatorando a ordem de grupo

IV. PARALELIZAGAO DO ECPP Para a tarefa de fator@ag das potenciais ordens de grupo,
0s principais algoritmos disporeis fwotrial division, Pollard
pos$vel distribuir os subconjuntos do item 2 do aIgoritmc%ho [1.1].’ _Pollard p-1[12] e ECM .[13]' A |mplementag de
. Lo A rial division gera o produto de diversos primos pequenos e
entre diversos computadores e, a rigoBore necessio o
T - calcula o MDC do inteiro sendo fatorado com este produto.
esperar a confirma@p das condiges do Teorema 3.1 para o

. ; implementag@o de Pollard rho utiliza aétnica de busca
procedimento do algoritmo, uma vez que uma falha naqueje

o AT . : icl Brent [14]. Como mencion , foi empr
passo do algoritmé rara e implicaria noérmino da tentativa € ciclos de Brent [14]. Como mencionado, foi empregada a

de demonstrdip do cafter primo do Amero em quea. implementago do programa GMP-ECM do algoritmo Pollard

, o iy p-1. O algoritmo ECM, embora implementado no programa
Poem, surgem certas dificuldades de orderatipa para S\io_EcM o e utilizado ainda
uma implement&ado de larga escala com servidor central, em , seleg?;l’o de paametros e é divéio de tempo entre

p?rtut:ular aéepet% dgs precon:p~uta%s do ;temtl em ngaesses algoritmo® crucial para maximizar a efemicia do
cliente, e o desperdo de computages durante a transio de procedimento da fatordg das ordens de grupo. Como a

um pseudoprimo para outro na cadglaqgie, uma vez que ;. lementago ainda Ao esh completa, &o foram realizados
todos os computadores da rede precisam ser avisados quanda. imentos nesse sentido ainda

da ocoréncia dessa trangig. Tamieém é desejvel evitar uma
sobrecarga do servidor central pagoiimitar a escalabilidade o o
da rede. Assim, prdie-se o uso de uma arquitetura de redd Gerando curvas gticas com multiplicago complexa

de miltiplos riveis, com um servidor central no toparoxies Para verificar as condigs do teorema 3.E preciso con-
nos riveis do meio e os clientes em baixo. As vantagéis sstruir uma curva éptica sobreF,, com a ordem de grupo
maltiplas: indicada, empregando a teoria de multipl@agomplexa. O

1. 06nus da transféncia de dadog reduzido nos weis Procedimentc o seguinte:
superiores deproxies uma vez que os mesmo® s e construir opolindmio de classeum polirbmio com co-
precisam se comunicar com outia®xiese réo direta- eficientes inteiros cujas izes geram o corpo quético
mente com os clientes; imagirario Q(v/—D);
2. relacionado a isso, torna-sével propagar um aviso de « Reduzir os coeficientes do polimio modulo g;;
transi@o na cadeia de certificag, ao inés de esperar  Encontrar uma raiz desse pdimio emFy,;
nova comunicaio provinda dos clientes; « Calcular os coeficientes da curva a partir dessa raiz.
3. o servidor central s precisa ficar exposto ao primeiro Para o passo 1, o procedimento tradicioda construgo
nivel de proxies da rede (supostamente instdlas do chamado polidmio de Hilbert. No entanto, os coefi-
confiaveis), aumentando a seguranca do sistema.  cientes deste polémio tendem a ser muito grandes, exigindo
4. as precomputégs do passo 1 podem ser efetuadas nosmputa@o em alta precé®, o que leva a um despésid
proxies e transmitidas para os clientes; de tempo e espaco (mémm). Na patica §i0 empregados

Em teoria, o ECPP pode ser paralelizado sem esfdco
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outros polibmios, como os polibmios de Weber e outros,leva a perda de pre@e. Assim, pode ser des®gl ajustar o
baseados em diferent@s/ariantes de classeNesse sentido, limiar de transi§o em favor do algoritmo aksico (a despeito
um conjunto de invariantes foi padronizado pelo IEEE nde seu tempo de exe@m maior), para evitar esse problema.
documento p1363, na qual baseamos nossa implendnta¢  Existe tamiém um algoritmo com tempo de exedocpro-

Resumidamente, o processo envolve a gaagas rizes porcional amax(m,n)log max(m,n), baseado na obsenzs
complexas do polidmio, a partir dos invariantes de classele que convoluiles no dormio da freq@&ncia podem ser
aplicados a cada elemento do grupo de classe do discriminafttudas de maneira bastante eficiente (multipfioggonto-a-
associado, e a posterior reconstroglesse poliimio a partir ponto dos elementos dos vetores sendo cofod), e que a
de suas ri@es. Os &lculos §o realizados em ponto flutuanteconvergo entre o doiimio do tempo e o domio da freq@ncia
de precifo miltipla, levantando duas grandes qdest tamkem pode ser efetuado de maneira eficiente asrado

« qualé a preci@o ninima requerida para o processo? algoritmo FFT. Nossa implemengg utiliza um FFT split-

. quais os melhores algoritmos nessa faixa de pieis radix, uma das variantes mais eficientes, com planos para

Quantoa primeira quesio, embora existam estimativas nd"Plementago de um FFT four-step no futuro, para permitir

literatura, elas @0 10 de valor ptico. A &cnica empregada EX€CU@O paralela em sistemas SMP. '

em nossa implementag, que @ onde sabemoé inédita, ~ Mencionamos de passagem que a literatuaa menciona
envolve o @lculo do polidmio em baixa preci, que pode NeNhuma implementae que utiliza FFTs para multiplicag

ser feito rapidamente, para obter uma estimativa da magnit@fePoliromios, embora nossa implemerdacgtenha mostrado
dos coeficientes do mesmo. Essa estimativa, somada a (fsganho bastante significativo por conta disso. Naturalmente,
margem de seguranca (cujo valotimo ainda et sendo ©S ganhos do FFTosvem a ser realizados para discriminantes

estudado, mas parece ser da ordeny/de o nimero de classe ma_iore_s, de modo que outros impleme_zntadores podem estar
do discriminante em quést),é ento utilizada para oamputo sa_tlsfe|tos_cor_n 0 desempen_ho_ do algoritmo de Karatsuba se a
final do polirdmio. faixa de discriminantes for limitada.

A segunda quedb é abordada a seguir. 2) Aritmética dg polibmios com coeficientes dEp O

1) Aritmética de polidmios com coeficientes complexds; Passo 3 do algoritmo de constae; de curvas acima exige
aritmética dos coeficientes realizada pela ppria biblioteca & Obteng@o de uma raiz de um poBmio com coeficientes
GMP, restando apenas a qéestla aritnética de polidmios. Provindos de um corpo finitd,. O algoritmo empregade
As (nicas operdies necessias para a reconst@g do © d_eACa}ntor e Zasse'nhaus,, que busca uma raiz dedgdau
polindmio a partir de suas fzes &o a multiplicago, soma Polindmio W (z) atrawes do @lculo de
e subtrago (as duadiltimas como rotinas auxiliares para a (p?—1)/2
rotina de multiplicaéo). As algoritmos de soma e subfiac mda(W, T -1,
sa0 os algoritmos élssicos, enquanto que para multipli@ag
sao empregadosés algortimos diferentes:adsico, Karatsuba
e convolu@es por FFT.

O algoritmo cassico multiplicaa(z) = Y, a;z’ por

ondeT & um polirdomio tomado aleatoriamente de,[z],
e a exponenciap indicadaé realizada radulo . Assim,
& necesario implementar rotinas de ariftica de poli®@mios
para a aplicago do algoritmo de Cantor e Zassenhaus, em par-

n 1 " .
b(z) = Zﬂgfg bja?, reSL,JItando num polamio Cfx) = ticular algoritmos de soma e subtéag multiplicago, redugo
a(z)b(z) 3232," cpa® atraves da avaliso da expreso modular e mdc. Destes, apenas a escolha dos algoritmos de
k soma e subtrap é trivial, uma vez que o desempenho dos
k= Zaibk—i- (6) algoritmos chssicosé satisfabrio. A escolha do algoritmo
i=0 de mdc tambm & imediata, empregando-se o algoritmo de
Euclides.

No entanto, o tempo de exe@g;desse algoritmé propor-
cional amn, sendo deixado paraas pelo algoritmo de Karat-
suba mesmo para pequenos valoresrde n. O algoritmo de

Karatsubaé baseado na obserdqueé posével particionar - . >
a serem multiplicados, e a multipliGag dos doisé feita

um polidmio em duas partes, digames(z) = S°\™/% ;¢ ) N e )
P [m/2] P ' 5() .E“O : usando uma rotina de multiplicag de inteiros, reconstruindo
eap(r) =3 ;00" ajt|m/2)+12’, € de maneira semelhante P : -
J ! .0 polindbmio produto a partir do resultado desta opatac
parabr(z) e by(z). Sejan = |m/2] + 1. O polindbmio , , . o :
i < A vantagemé queé posével utilizar a mesma rotina para
resultantec(x) & calculado pela expre&ss e L o AN
multiplicacgdo de inteiros e multiplic&p de polittmios (nesse
¢ = agbyr®™ +arbr + (7) caso, a rotina do GMP), concentrando todos os esforcos de
otimizag@o nessa rotina.
+ ag +ar)(bg +br) —arby, —agby)x™. ) N
(e +ar)(bsr +b1) Lo #bx) Resta er#io a rotina de exponencig, que emprega redag
Esta expres® envolve apenas &s multiplicapes de modular como subrotina. Inicialmente foi implementado um
polindmios, e @o as quatro esperadas, e pode ser aplicaalgoritmo de exponencia@ esquerda-direita [6], [7], embora
recursivamente. O tempo de exe@a@ enfio da ordem de um algoritmo mais eficiente deva ser implementado no futuro.
max(m,n)'°%23 ~ max(m,n)°%. Durante a implementag, Para redu@o modulargé empregada uméc¢nica remanescente
foi observado que o terceiro termo do lado direito da egoacdos netodos de Newton para dids, descrita em [6, Alg.
7 gera o problema de cancelamento em ponto flutuante, o ué.4].

Para o algoritmo de multiplicap, foi empregado um
método conhecido paegmenta&o biraria [6]. Neste n&todo,
sa0 constrido inteiros a partir dos coeficientes dos pofimios
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C. Projetos em andamento [3]
Algumas melhoras cruciais para a efittia do programa
estio em fase de planejamento ou impleme&tagio elas:
[4]

« determinago da preci&o ninima neceswia para o
cdmputo dos polibmios de Weber;

« implementago de invariantes de classe alternativos, par%]
obten@o de polidmios de menor grau;

« fatora@o sobre o corpo deégero, que reduz o grau do
polindmio de Weber gerado [9];

« multiplicacgo mais eficiente de inteiros gigantescos ([15}6]

relata uma melhora significativa pela substiaigla roti-  [7]

nas de multiplicago da biblioteca GMP por multiplicag
usando FFTs da biblioteca FFTW); (8]

« ajustes nos pametros das rotinas de fatoza;de in-

teiros.

[9]
VI. RESULTADOS PRELIMINARES (10]
Até este momento, os esforcos dispendidos fdl
implementago foram concentrados na geftaglos polibmios [12]

de classe, a mais custosa subrotina envolvida na vedficac
das condiges do teorema 3.1. Para verifiaacda corrego

da implementago, foram geradas diversas curvagtitas (23]
com multiplicagio complexa, e foi verificado que suas ordeng;
de grupo coincidissem com os valores esperados &srav
do sistema PARI/GP, que inclui facilidades para agiiica
eliptica. Destes, o resultado mais interessante foi a gerac
de uma curva @btica com multiplicao complexa por
v/—5000500423. Os autores @&m conhecimento de apenaélG]
um esforco semelhante [16], @on com discriminante mais
baixo (-1000004099). A caracistica do corpo base
801819385093403524905014779542892948310645897957,
a ordem do grupoé 801819385093403524905014367592-
618830819049962784 e a eqaacda curvaé y? = 2% +
711559983408124438501193588840331868725406278023x—
638081151684080295558784651392045096297528964752.

A computa@o toda foi realizada em 27h25m em um
computador Intel Pentium 4 2.6 GHz com 1 GB de na€eim
rodando o sistema operacional Linux.

Alguns dados a respeito desta compataco rimero de
classe do discriminante em quis® 29098, 0 mesmo grau
do polirdmio obtido. Inicialmente o polémio foi calculado
com precifio de 128 bits, levando menos de um minuto para
tanto. Com base nesseélculo, a precido estimada para a
computa@o real foi 42208 bits. A obte@g das razes do
polindbmio rao foi cronometrada, mas levou em torno de 20
horas. A constriio do polibmio a partir de suas izes levou
6h10m. O tempo de redag modular dos coeficientes do
polindmio € insignificante, assim como o tempo de congtoug
da curva dado uma raiz desse pdhmo, sobrando um tempo
de aproximadamente 1 hora para a exdmdessa raiz pelo
algoritmo de Cantor-Zassenhaus.
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