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Demonstraç̃oes Distribúıdas de Caŕater Primo de
Larga Escala

Décio Luiz Gazzoni Filho e Taufik Abrão

Resumo— Descrevemos uma implementaç̃ao distribuı́da do
algoritmo ECPP devido a Atkin e Morain, para demonstraç̃ao de
caráter primo de inteiros de forma geral. Sugerimos uma nova
arquitetura de rede para implementaç̃oes distribúıdas, e uma
nova técnica para estimativa de precis̃ao de um dos ćalculos
intermediários do algoritmo. Por fim, relatamos um resultado
preliminar obtido com a atual implementação.
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Abstract— We describe a distributed implementation of Atkin
and Morain’s ECPP algorithm for primality proving of integers
without special form. We suggest a new network architecture for
distributed implementations, and a new technique for estimating
the precision of one of the intermediate computations of ECPP.
Finally, we relate a preliminary result obtained with the current
implementation.

Keywords— Prime numbers, elliptic curves, primality proofs,
distributed computing

I. I NTRODUÇÃO

O grupo de pontos de uma curva elı́ptica tem se mostrado
uma importante ferramenta na criptografia e teoria dos
números computacional. Criptossistemas empregando o prob-
lema do logaritmo discreto sobre este grupo tem se mostrado
imbat́ıveis em certas aplicações, como smart cards [1]. A
fatoraç̃ao de inteiros atrav́es do ḿetodo ECM de Lenstráe
o método mais eficiente conhecido [2] (exceto para módulos
RSA [3]), e as demonstrações de caŕater primo de inteiros de
forma geral, atrav́es do algoritmo ECPP de Atkin e Morain,
atingiram patamares de desempenho inéditos: j́a foram obtidos
certificados de caráter primo para inteiros de até 7760 d́ıgitos
em uniprocessadores [4] e 15071 dı́gitos para implementações
distribúıdas [5].

Os ńumeros primos s̃ao uma ferramenta básica de
construç̃ao de sistemas criptográficos.É posśıvel argumentar
que as demonstrações de caŕater primo s̃ao suṕerfluas, em
função da exist̂encia de algoritmos que indicam o caráter
primo de um ńumero com alta probabilidade, os chamados
testes de caráter pseudoprimo (ver [6] para uma visão geral
do assunto). No entanto, para certas aplicações onde exige-se
o máximo posśıvel de segurança, pode ser desejável obter um
certificado de caráter primo, que os testes de caráter pseudo-
primo ñao podem fornecer. E embora os números primos de
interesse criptográfico estejam ao alcance de implementações
monoprocessadas no momento, o desenvolvimento de novos
criptossistemas, ou de algoritmos que simplifiquem a quebra
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dos criptossistemas atuais, pode requerer o uso de primos
maiores. Uma implementação distribúıda permite, por exem-
plo, que uma empresa certifique o caráter primo de um inteiro
utilizando apenas recursos ociosos dos computadores de sua
rede.

A proposta deste trabalhóe uma implementação distribúıda
em larga escala do algoritmo ECPP (a implementação de
[5] restringe-se aclusters) na tentativa de estabelecer novos
recordes.

Na seç̃ao II, s̃ao introduzidos os conceitos necessários para
compreens̃ao do funcionamento do algoritmo ECPP, queé
descrito na seç̃ao III. Na seç̃ao IV, é discutida a estratégia
para paralelizaç̃ao do algoritmo e os compromissos necessários
para implementaç̃oes em larga escala. Na seção V, é discutida
a implementaç̃ao do algoritmo e outras subrotinas necessárias
para sua operação (fatoraç̃ao de inteiros, testes de caráter pseu-
doprimo etc.). Na seção VI, relatamos resultados preliminares
obtidos com a atual implementação.

II. CURVAS EL ÍPTICAS

A equaç̃ao geral de um polin̂omio de grau 3, com coefi-
cientes provindos de um corpoF e igualada a zero,́e

ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 + ex2+

+ fxy + gy2 + hx + iy + j = 0, (1)

com a, b, c, d 6= 0. Os pares ordenados(x, y) ∈ F × F que
satisfazem (1) s̃ao ditas as soluç̃oes afim da equaç̃ao. Tais
soluç̃oes s̃ao estritamente relacionadasàs soluç̃oesprojetivas
da curva, que satisfazem

ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 + ex2z+

+ fxyz + gy2z + hxz2 + iyz2 + jz3 = 0. (2)

Se estas curvas foremsuaves, ou seja, nenhuma solução da
equaç̃ao apresentar as três derivadas parciais simultaneamente
nulas, ent̃ao a curvaé dita umacurva eĺıptica. Impondo a
condiç̃ao adicional que a caracterı́stica do corpoF deve ser
diferente de 2 e 3,́e sabido que toda equação da forma (2)
pode ser transformada por uma mudança de variáveis numa
equaç̃ao da forma

y2z = x3 + axz2 + bz3, a, b ∈ F, (3)

cuja forma afim
y2 = x3 + ax + b (4)

é conhecida comoparametrizaç̃ao de Weierstrass. Uma curva
nesta formáe suave se e somente se4a3 + 27b2 6= 0.

Independentemente de se estar empregando a forma afim
ou projetiva da curva, será usada a notação O para denotar
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o ponto no infinito que ocorre na forma projetiva da curva.
Temos ent̃ao:

Definiç̃ao 2.1: Uma curva ćubica suave da forma (2), com
coeficientes pertencentes a um corpoF e pelo menos uma
soluç̃ao com coordenadas emF não simultaneamente nulas,é
dita uma curva elı́ptica sobreF . Se a caracterı́stica deF não
for 2 ou 3, a equaç̃ao (3) tamb́em define uma curva elı́ptica
sobreF , contanto que4a3 + 27b2 6= 0. Denota-se porE(F )
o conjunto de pontos com coordenadas emF que satisfazem
a equaç̃ao, adicionado do ponto no infinitoO. Ou seja,

E(F ) = {(x, y) ∈ F × F : y2 = x3 + ax + b} ∪ {O}.

A. O Grupo de Pontos de uma Curva Elı́ptica

O interesse criptográfico nas curvas elı́pticas surge da
definiç̃ao de uma certa operação sobre os pontos do conjunto
E(F ) dado pela Definiç̃ao 2.1, dando origem a um grupo
abeliano. Parte-se de uma interpretação geoḿetrica para a
operaç̃ao do grupo quandoF = R, a partir da qual serão
deduzidas expressões v́alidas em qualquer corpo, ainda que
a interpretaç̃ao geoḿetrica perca o sentido. A operação do
grupo sobre dois pontos distintosé feita traçando uma reta que
contenha ambos os pontos, obtendo uma terceira interseção
desta reta com a curva. Este pontoé ent̃ao refletido atrav́es do
eixo x. Quando os pontos são os mesmos, a reta empregadaé
a tangentèa curva nesse ponto. A notação padr̃ao na literatura
para a operaç̃ao deste grupóe aditiva. Aṕos um pouco de
geometria analı́tica e álgebra, obt́em-se:

Definiç̃ao 2.2: SejaE(F ) uma curva elı́ptica definida pela
equaç̃ao (3) sobre um corpoF de caracterı́stica diferente de
2 e 3, e P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) dois pontos ñao
necessariamente distintos sobre esta curva. Denotando porO o
ponto no infinito, define-se uma operação comutativa+, com
operaç̃ao inversa−, como segue:

1. −P1 = (x1,−y1);
2. P1 + P2 = (x3, y3), com

x3 = m2 − x1 − x2

y3 = m(x1 − x3)− y1,

onde ainclinação m é definida por

m =

{
y2−y1
x2−x1

, sex1 6= x2

3x2
1+a

2y1
, sex1 = x2.

É uma conseqûencia surpreendente que a operação assim
definida, em conjunto comE(F ), forme um grupo. Ademais,
é conhecido um profundo teorema a respeito da ordem desse
grupo:

Teorema 2.3 (Hasse):A ordem#E(Fpk) do grupo de pon-
tos de uma curva elı́ptica satisfaz a desigualdade

|#E − (pk + 1)| ≤ 2
√

pk

Essencialmente, o teorema de Hasse afirma que a ordem do
grupo é pŕoxima da caracterı́stica do corpo-base.

B. Curvas Eĺıpticas com Multiplicaç̃ao Complexa

Seja −D um discriminante fundamental, i.e.D ≡
3, 4, 7, 8, 11, 15 (mod 16) e D não possui fatores primos

ı́mpares repetidos, e sejap um primo. Caso existamu, v ∈ Z
tal que4p = u2 + Dv2 (o algoritmo de Cornacchia[7], [6]
pode ser empregado para obter estes valores), então existem
curvas eĺıpticas tais que

#E =


p + 1± u, p + 1± (u± 3v)/2 seD = 3,

p + 1± u, p + 1± 2v seD = 4,

p + 1± u seD > 4.

(5)

A teoria fornece então ḿetodos eficientes para a construção
de curvas com as ordens de grupo indicadas.

III. O A LGORITMO ECPPDE ATKIN -MORAIN

O seguinte teorema, fruto do trabalho de Goldwasser e
Kilian [8] numa primeira vers̃ao (téorica) do ECPP,́e crucial
para o algoritmo:

Teorema 3.1:Sejan > 1 um inteiro relativamente primo a
6 eE(Fn) uma curva elı́ptica ḿodulon. Sejamm um inteiro
e P ∈ E(Fn) um ponto da curva satisfazendo as seguintes
condiç̃oes:

1. Existe um fator primoq de m tal que

q >
(

4
√

n + 1
)2

.

2. mP = O.
3. (m/q)P 6= O.

Ent̃ao n é primo.
Cason não seja primo, a curva elı́ptica E(Fn) não forma

um grupo, e ñao seŕa posśıvel satisfazer as condições do
teorema.

A estrat́egia do algoritmo ECPṔe construir diversas curvas
eĺıpticas, at́e obter uma ordem de grupom = #E(Fn) que
seja fatoŕavel na pŕatica e que possua um fator pseudoprimo
p0 satisfazendo as condições do Teorema 3.1. Pela aplicação
do teorema, obtém-se um certificado do tipo “sep0 é primo,
ent̃ao n é primo”. Aplica-se o procedimento recursivamente
sobrep0 para obter um certificado do tipo “sep1 é primo,
ent̃ao p0 é primo”. Dessa maneira, constrói-se uma cadeia de
certificados. . . → p2 → p1 → p0 → n, at́e atingir pk ’s
cujo tamanho permita uma demonstração de caŕater primo por
métodos mais simples, como o crivo de Eratóstenes.

Na vers̃ao atual do ECPP, a construção das curvas elı́pticas
emprega o ḿetodo de multiplicaç̃ao complexa exposto acima
[9]. O método envolve a aplicação do algoritmo de Cornacchia
para obtenç̃ao da ordem do grupo, que sem modificações é
relativamente custoso, por envolver uma raiz quadrada mod-
ular. Uma id́eia atribúıda a J. Shallit́e a construç̃ao de uma
base de fatores e raı́zes quadradas modulares precomputadas,
combinando-se os elementos dessa base para a construção
de discriminantes, e removendo o custo das raı́zes quadradas
da aplicaç̃ao do algoritmo de Cornacchia. Incidentalmente,
discriminantes compostos de diversos fatores primos são de-
sej́aveis na construção da curva elı́ptica impĺıcita no Teorema
3.1, por motivos descritos na seção V-B.

Um resumo do algoritmóe dado abaixo, para referência
futura. A entradáe o pseudoprimo atual na cadeia de certi-
ficados, digamospi, e a sáıda é o pŕoximo pseudoprimo na
cadeia,pi+1.
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1. Construa a base de fatores dos discriminantes,Q =
{q∗1 , q∗2 , . . . , q∗r} para umr qualquer, e precompute as
ráızes quadradas ḿodulo pi da base de fatores,S =
{
√

q∗1 ,
√

q∗2 , . . . ,
√

q∗r}.
2. Construa discriminantes−Dj como produtos de sub-

conjuntos deQ, tentando representá-los na forma4qi =
u2 + Djv

2.
3. Para os discriminantes que possuem uma representação

nessa forma, tente fatorar as possı́veis ordens de grupo
(5), buscando um inteiro da formax = mqi+1, onde o
cofatorqi+1 é um pseudoprimo que satisfaz as condições
do Teorema 3.1.

4. Construa uma curva elı́ptica com a ordem de grupo
obtida no item anterior, e verifique as condições do
Teorema 3.1 para essa curva e um ponto escolhido ao
acaso.

5. Se as condiç̃oes do teorema forem satisfeitas, o algo-
ritmo termina com resultadoqi+1.

Se o algoritmo esgotar os discriminantes possı́veis, existem
três sáıdas: repetir as computações sobre os discriminantes
existentes (aplicando um esforço maior na busca de fatores
grandes das ordens de grupo), estender a base de fatores, ou
voltar atŕas na cadeia de certificados.

IV. PARALELIZAÇ ÃO DO ECPP

Em teoria, o ECPP pode ser paralelizado sem esforço.É
posśıvel distribuir os subconjuntos do item 2 do algoritmo
entre diversos computadores e, a rigor, não é necesśario
esperar a confirmação das condiç̃oes do Teorema 3.1 para o
procedimento do algoritmo, uma vez que uma falha naquele
passo do algoritmóe rara e implicaria no término da tentativa
de demonstraç̃ao do caŕater primo do ńumero em questão.

Poŕem, surgem certas dificuldades de ordem prática para
uma implementaç̃ao de larga escala com servidor central, em
particular a repetiç̃ao das precomputações do item 1 em cada
cliente, e o desperdı́cio de computaç̃oes durante a transição de
um pseudoprimo para outro na cadeia deqi’s, uma vez que
todos os computadores da rede precisam ser avisados quando
da ocorr̂encia dessa transição. Tamb́emé desej́avel evitar uma
sobrecarga do servidor central para não limitar a escalabilidade
da rede. Assim, prop̃oe-se o uso de uma arquitetura de rede
de ḿultiplos ńıveis, com um servidor central no topo,proxies
nos ńıveis do meio e os clientes em baixo. As vantagens são
múltiplas:

1. o ônus da transferência de dadośe reduzido nos ńıveis
superiores deproxies, uma vez que os mesmos só
precisam se comunicar com outrosproxiese ñao direta-
mente com os clientes;

2. relacionado a isso, torna-se viável propagar um aviso de
transiç̃ao na cadeia de certificação, ao inv́es de esperar
nova comunicaç̃ao provinda dos clientes;

3. o servidor central śo precisa ficar exposto ao primeiro
ńıvel de proxies da rede (supostamente instalações
confiáveis), aumentando a segurança do sistema.

4. as precomputações do passo 1 podem ser efetuadas nos
proxies e transmitidas para os clientes;

5. é viável realizar verificaç̃oes parciais dos resultados
computados pelos clientes, na busca de máquinas com
defeito ou tentativas de trapaça.

Até onde os autores têm conhecimento, essa arquitetura de
rede ñao foi proposta na literatura especializada uma vez que
não h́a trabalhos estudando implementações de larga escala
como essa.

V. I MPLEMENTAÇÃO

O programa encontra-se em fase de implementação. Uma
vez que o programa será distribúıdo sob a licença GNU GPL,
é posśıvel reutilizar ćodigo de outros projetos distribuı́dos sob
esta licença. Istóe vantajoso, uma vez queé posśıvel encontrar
código de alt́ıssima qualidade, como por exemplo o programa
GMP-ECM [2], do qual foi empregado o código de fatoraç̃ao
de inteiros usando o algoritmop− 1, e a biblioteca Trolltech
Qt [10], empregada para desenvolvimento da interface de
usúario do programa. Outros projetos de software livre usados
na implementaç̃ao do programa incluem a biblioteca GNU
Common C++ e o banco de dados PostgreSQL.

Expomos a seguir os algoritmos empregados na confecção
do programa.

A. Fatorando a ordem de grupo

Para a tarefa de fatoração das potenciais ordens de grupo,
os principais algoritmos disponı́veis s̃ao trial division, Pollard
rho [11], Pollard p-1 [12] e ECM [13]. A implementação de
trial division gera o produto de diversos primos pequenos e
calcula o MDC do inteiro sendo fatorado com este produto.
A implementaç̃ao de Pollard rho utiliza a técnica de busca
de ciclos de Brent [14]. Como mencionado, foi empregada a
implementaç̃ao do programa GMP-ECM do algoritmo Pollard
p-1. O algoritmo ECM, embora implementado no programa
GMP-ECM, ñao é utilizado ainda.

A seleç̃ao de par̂ametros e a divis̃ao de tempo entre
esses algoritmośe crucial para maximizar a eficiência do
procedimento da fatoração das ordens de grupo. Como a
implementaç̃ao ainda ñao est́a completa, ñao foram realizados
experimentos nesse sentido ainda.

B. Gerando curvas elı́pticas com multiplicaç̃ao complexa

Para verificar as condições do teorema 3.1,́e preciso con-
struir uma curva elı́ptica sobreFqi

com a ordem de grupo
indicada, empregando a teoria de multiplicação complexa. O
procedimentóe o seguinte:

• construir opolinômio de classe, um polin̂omio com co-
eficientes inteiros cujas raı́zes geram o corpo quadrático
imagińario Q(

√
−D);

• Reduzir os coeficientes do polinômio módulo qi;
• Encontrar uma raiz desse polinômio emFqi

;
• Calcular os coeficientes da curva a partir dessa raiz.

Para o passo 1, o procedimento tradicionalé a construç̃ao
do chamado polin̂omio de Hilbert. No entanto, os coefi-
cientes deste polin̂omio tendem a ser muito grandes, exigindo
computaç̃ao em alta precis̃ao, o que leva a um desperdı́cio
de tempo e espaço (memória). Na pŕatica s̃ao empregados
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outros polin̂omios, como os polin̂omios de Weber e outros,
baseados em diferentesinvariantes de classe. Nesse sentido,
um conjunto de invariantes foi padronizado pelo IEEE no
documento p1363, na qual baseamos nossa implementação.

Resumidamente, o processo envolve a geração das ráızes
complexas do polin̂omio, a partir dos invariantes de classe
aplicados a cada elemento do grupo de classe do discriminante
associado, e a posterior reconstrução desse polin̂omio a partir
de suas ráızes. Os ćalculos s̃ao realizados em ponto flutuante
de precis̃ao ḿultipla, levantando duas grandes questões:

• qual é a precis̃ao ḿınima requerida para o processo?
• quais os melhores algoritmos nessa faixa de precisão?

Quantoà primeira questão, embora existam estimativas na
literatura, elas ñao s̃ao de valor pŕatico. A t́ecnica empregada
em nossa implementação, que at́e onde sabemośe inédita,
envolve o ćalculo do polin̂omio em baixa precis̃ao, que pode
ser feito rapidamente, para obter uma estimativa da magnitude
dos coeficientes do mesmo. Essa estimativa, somada a uma
margem de segurança (cujo valorótimo ainda est́a sendo
estudado, mas parece ser da ordem de

√
h, o número de classe

do discriminante em questão),é ent̃ao utilizada para o ĉomputo
final do polin̂omio.

A segunda questão é abordada a seguir.
1) Aritmética de polin̂omios com coeficientes complexos:A

aritmética dos coeficienteśe realizada pela própria biblioteca
GMP, restando apenas a questão da aritḿetica de polin̂omios.
As únicas operaç̃oes necessárias para a reconstrução do
polinômio a partir de suas raı́zes s̃ao a multiplicaç̃ao, soma
e subtraç̃ao (as duaśultimas como rotinas auxiliares para a
rotina de multiplicaç̃ao). As algoritmos de soma e subtração
são os algoritmos clássicos, enquanto que para multiplicação,
são empregados três algortimos diferentes: clássico, Karatsuba
e convoluç̃oes por FFT.

O algoritmo cĺassico multiplicaa(x) =
∑m

i=0 aix
i por

b(x) =
∑n

j=0 bjx
j , resultando num polin̂omio c(x) =

a(x)b(x)
∑m+n

k=0 ckxk atrav́es da avaliaç̃ao da expressão

ck =
k∑

i=0

aibk−i. (6)

No entanto, o tempo de execução desse algoritmóe propor-
cional amn, sendo deixado para trás pelo algoritmo de Karat-
suba mesmo para pequenos valores dem e n. O algoritmo de
Karatsubáe baseado na observação queé posśıvel particionar
um polin̂omio em duas partes, digamosaL(x) =

∑bm/2c
i=0 aix

i

e aH(x) =
∑dm/2e

j=0 aj+bm/2c+1x
j , e de maneira semelhante

para bL(x) e bH(x). Seja n = bm/2c + 1. O polinômio
resultantec(x) é calculado pela expressão

c = aHbHx2n + aLbL + (7)

+ ((aH + aL)(bH + bL)− aLbL − aHbH)xn.

Esta express̃ao envolve apenas três multiplicaç̃oes de
polinômios, e ñao as quatro esperadas, e pode ser aplicada
recursivamente. O tempo de execução é ent̃ao da ordem de
max(m,n)log2 3 ≈ max(m,n)1,58. Durante a implementação,
foi observado que o terceiro termo do lado direito da equação
7 gera o problema de cancelamento em ponto flutuante, o que

leva a perda de precisão. Assim, pode ser desejável ajustar o
limiar de transiç̃ao em favor do algoritmo clássico (a despeito
de seu tempo de execução maior), para evitar esse problema.

Existe tamb́em um algoritmo com tempo de execução pro-
porcional amax(m,n) log max(m,n), baseado na observação
de que convoluç̃oes no doḿınio da freqûencia podem ser
efetudas de maneira bastante eficiente (multiplicação ponto-a-
ponto dos elementos dos vetores sendo convoluı́dos), e que a
convers̃ao entre o doḿınio do tempo e o doḿınio da freqûencia
tamb́em pode ser efetuado de maneira eficiente através do
algoritmo FFT. Nossa implementação utiliza um FFT split-
radix, uma das variantes mais eficientes, com planos para
implementaç̃ao de um FFT four-step no futuro, para permitir
execuç̃ao paralela em sistemas SMP.

Mencionamos de passagem que a literatura não menciona
nenhuma implementação que utiliza FFTs para multiplicação
de polin̂omios, embora nossa implementação tenha mostrado
um ganho bastante significativo por conta disso. Naturalmente,
os ganhos do FFT só vem a ser realizados para discriminantes
maiores, de modo que outros implementadores podem estar
satisfeitos com o desempenho do algoritmo de Karatsuba se a
faixa de discriminantes for limitada.

2) Aritmética de polin̂omios com coeficientes deFp: O
passo 3 do algoritmo de construção de curvas acima exige
a obtenç̃ao de uma raiz de um polinômio com coeficientes
provindos de um corpo finitoFp. O algoritmo empregadóe
o de Cantor e Zassenhaus, que busca uma raiz de graud do
polinômio W (x) atrav́es do ćalculo de

mdc(W,T (pd−1)/2 − 1),

ondeT é um polin̂omio tomado aleatoriamente deFp[x],
e a exponenciação indicadaé realizada ḿodulo W . Assim,
é necesśario implementar rotinas de aritmética de polin̂omios
para a aplicaç̃ao do algoritmo de Cantor e Zassenhaus, em par-
ticular algoritmos de soma e subtração, multiplicaç̃ao, reduç̃ao
modular e mdc. Destes, apenas a escolha dos algoritmos de
soma e subtração é trivial, uma vez que o desempenho dos
algoritmos cĺassicosé satisfat́orio. A escolha do algoritmo
de mdc tamb́em é imediata, empregando-se o algoritmo de
Euclides.

Para o algoritmo de multiplicação, foi empregado um
método conhecido porsegmentaç̃ao bińaria [6]. Neste ḿetodo,
são constrúıdo inteiros a partir dos coeficientes dos polinômios
a serem multiplicados, e a multiplicação dos doisé feita
usando uma rotina de multiplicação de inteiros, reconstruindo
o polinômio produto a partir do resultado desta operação.
A vantagemé que é posśıvel utilizar a mesma rotina para
multiplicaç̃ao de inteiros e multiplicação de polin̂omios (nesse
caso, a rotina do GMP), concentrando todos os esforços de
otimizaç̃ao nessa rotina.

Resta ent̃ao a rotina de exponenciação, que emprega redução
modular como subrotina. Inicialmente foi implementado um
algoritmo de exponenciação esquerda-direita [6], [7], embora
um algoritmo mais eficiente deva ser implementado no futuro.
Para reduç̃ao modular,́e empregada uma técnica remanescente
dos ḿetodos de Newton para divisão, descrita em [6, Alg.
9.6.4].
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C. Projetos em andamento

Algumas melhoras cruciais para a eficiência do programa
est̃ao em fase de planejamento ou implementação. S̃ao elas:

• determinaç̃ao da precis̃ao ḿınima necesśaria para o
cômputo dos polin̂omios de Weber;

• implementaç̃ao de invariantes de classe alternativos, para
obtenç̃ao de polin̂omios de menor grau;

• fatoraç̃ao sobre o corpo de gênero, que reduz o grau do
polinômio de Weber gerado [9];

• multiplicaç̃ao mais eficiente de inteiros gigantescos ([15]
relata uma melhora significativa pela substituição da roti-
nas de multiplicaç̃ao da biblioteca GMP por multiplicação
usando FFTs da biblioteca FFTW);

• ajustes nos parâmetros das rotinas de fatoração de in-
teiros.

VI. RESULTADOS PRELIMINARES

Até este momento, os esforços dispendidos na
implementaç̃ao foram concentrados na geração dos polin̂omios
de classe, a mais custosa subrotina envolvida na verificação
das condiç̃oes do teorema 3.1. Para verificação da correç̃ao
da implementaç̃ao, foram geradas diversas curvas elı́pticas
com multiplicaç̃ao complexa, e foi verificado que suas ordens
de grupo coincidissem com os valores esperados através
do sistema PARI/GP, que inclui facilidades para aritmética
eĺıptica. Destes, o resultado mais interessante foi a geração
de uma curva elı́ptica com multiplicaç̃ao complexa por√
−5000500423. Os autores têm conhecimento de apenas

um esforço semelhante [16], porém com discriminante mais
baixo (-1000004099). A caracterı́stica do corpo basée
801819385093403524905014779542892948310645897957,
a ordem do grupoé 801819385093403524905014367592-
618830819049962784 e a equação da curvaé y2 = x3 +
711559983408124438501193588840331868725406278023x−
638081151684080295558784651392045096297528964752.
A computaç̃ao toda foi realizada em 27h25m em um
computador Intel Pentium 4 2.6 GHz com 1 GB de memória,
rodando o sistema operacional Linux.

Alguns dados a respeito desta computação: o ńumero de
classe do discriminante em questão é 29098, o mesmo grau
do polin̂omio obtido. Inicialmente o polin̂omio foi calculado
com precis̃ao de 128 bits, levando menos de um minuto para
tanto. Com base nesse cálculo, a precis̃ao estimada para a
computaç̃ao real foi 42208 bits. A obtenção das ráızes do
polinômio ñao foi cronometrada, mas levou em torno de 20
horas. A construç̃ao do polin̂omio a partir de suas raı́zes levou
6h10m. O tempo de redução modular dos coeficientes do
polinômio é insignificante, assim como o tempo de construção
da curva dado uma raiz desse polinômio, sobrando um tempo
de aproximadamente 1 hora para a extração dessa raiz pelo
algoritmo de Cantor-Zassenhaus.
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