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Analise de Desempenho de Constelacoes de Sinais
Geometricamente Uniformes Provenientes de
Tesselacoes {p,q} em Espagos Bidimensionais com
Curvatura Constante

Rodrigo G. Cavalcante e Reginaldo Palazzo Jr.

Resumo— Neste trabalho analisamos o desempenho de
constelacoes de sinais geometricamente uniformes provenientes
de tesselacdes {p,q} em espacos bidimensionais com curvatura
seccional constante, K. Verificamos que as constelacoes de sinais
em espacos com K < 0 apresentam os melhores desempenhos
em termos da probabilidade de erro quando comparadas com
as constelacoes de sinais em espacos com K > 0. Além disso,
definimos uma medida de energia normalizada de uma tesselacao,
que auxiliara na analise de desempenho das constelacdes de sinais
nos diferentes espacos com curvatura seccional constante.

Palavras-Chave— Constelacao de Sinais, Reticulados, Espacos
de Curvatura Seccional Constante, Densidade de Empacota-
mento, Probabilidade de Erro Média.

Abstract—In this paper we realize the performance analysis
of geometrically uniform signal constellations generated by tes-
sellations {p, ¢} in bi-dimensional spaces with constant sectional
curvature, K. It is shown that signal constellations in spaces
with K < 0 have better performance than the ones with K > 0.
Furthermore, we define a measure related to the normalized
average energy of a lattice which has been relevant to the purpose
of the performance analysis of signal constellations in spaces with
K constant.

Keywords— Signal constellations, lattices, spaces with constant
sectional curvature, packing density, symbol error probability.

I. INTRODUCAO

Neste trabalho concentramos nossos esforcos na andlise
de desempenho de constelagdes de sinais em espagos com
curvatura constante. Uma das principais motivacdes é o fato
da curvatura seccional de um espago poder ser usado como
pardmetro na andlise de desempenho de constelagdes de si-
nais. Este fato pode ser constatado nas referéncias [1] e [2],
para o caso particular de constelagdes de sinais em espagos
hiperbélicos, e nas referéncias [9], [10] e [11] para o caso
das constelagdes de sinais em variedades riemannianas, com
énfase especial nas superficies minimas, e nos espagcos com
curvatura seccional constante.

Nos trabalhos mencionados anteriormente, podemos veri-
ficar que a curvatura é um pardmetro relevante na andlise
de desempenho, pois foi possivel construir constelacdes de
sinais em espagos de curvatura constante negativa com menor
probabilidade de erro quando comparadas com constelagdes de
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sinais similares em espagos euclidianos (curvatura seccional
nula). Portanto, surge a necessidade de propor, no contexto
de teoria de comunicagdes, a constru¢do e a andlise de
desempenho de novas constelacdes de sinais para o corres-
pondente sistema de comunicag¢des. Para tanto, neste trabalho
utilizaremos a teoria dos reticulados, alguns conceitos de ge-
ometria riemanniana e de processos estocdsticos para auxiliar
na construgio e andlise dessas constelagdes de sinais.

O interesse pela teoria dos reticulados, no contexto de
sistemas de comunicacdes digitais, foi estimulado pela sua
conexdao com a teoria dos ndmeros e os cddigos corretores
de erros. Neste caso, devemos ressaltar que a teoria dos reti-
culados demonstrou ser uma ferramenta de grande importancia
para o problema de empacotamento de esferas, auxiliando na
construgdo de boas constelacdes de sinais ou cédigos Stimos
dentro do contexto dos trabalhos de Nyquist e Shannon. Para
os leitores que desejam uma abordagem completa sobre a
teoria dos reticulados e do problema de empacotamento de
esferas no espago euclidiano n-dimensional recomendamos a
referéncia [5].

O objetivo deste trabalho é analisar o desempenho de
constelagdes de sinais derivadas de tesselacdes {p,q} em
espacos com curvatura constante. Esses espacos sdo os mais
simples de serem estudados e t&ém a importante propriedade
de possuirem um nimero suficientemente grande de isometrias
locais. Isto significa que é sempre possivel “deslocar” isome-
tricamente dois tridngulos pequenos colocados em posi¢cdes
diferentes e verificar que podem ser sobrepostos.

Devido ao grande niimero de simetrias existente nos espagos
de curvatura constante é sempre possivel construir um re-
cobrimento (ladrilhamento ou tesselagdo) dos mesmos. Tal
recobrimento induz, de maneira natural, constelacdes de sinais
geometricamente uniformes, [6], formadas pelos baricentros
das regides fundamentais (regido de Voronoi). A regido fun-
damental estd associado o correspondente grupo de sime-
trias. Portanto, nesses espagos é sempre possivel construir
constelacdes de sinais com espectro de distancia independente
do sinal considerado e regides de decisdo congruentes, isto €,
constelacdes geometricamente uniformes.

As tesselagdes {p, q} sdo caracterizadas por poligonos re-
gulares de p lados, sendo que cada vértice é recoberto por
q desses poligonos. Como exemplo, considere o reticulado
{6, 3} que recobre o plano euclidiano por hexdgonos cujos
vértices sdo recobertos por trés hexdgonos, veja Figura 1. Para
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uma abordagem complementar sobre as tesselagdes {p, ¢} em
espagos com curvatura constante, referimos o leitor para [7] e

[9].

\ x

Fig. 1. Recobrimento de R? pela tesselagdo {6, 3}.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Secdo
2, apresentamos uma breve revisdo dos principais conceitos
sobre reticulados, empacotamento de esferas e geometria rie-
manniana necessarios aos propoésitos deste trabalho. Na Secdo
3, exibimos os fundamentos para a realizacdo da andlise
de desempenho de constelacdes de sinais provenientes de
tesselagdes {p, q}. Para isso, iremos introduzir o conceito
de energia média normalizada da constelagdo bem como
mostramos que o desempenho do sistema de comunicacdes
utilizando constelacdes de sinais em espacos com curvatura
negativa € melhor do que o desempenho apresentado por esta
mesma constelacdo de sinais no plano euclidiano. Finalmente,
na Secdo 4, as conclusdes sdo apresentadas.

II. TESSELACOES EM ESPACOS COM CURVATURA
CONSTANTE

Nesta secdo iremos considerar a construgio de reticulados
em espagos com curvatura seccional, K, constante, a saber: a
esfera unitdria S2, com K > 0:; o plano euclidiano R2, com
K = 0; e o plano hiperbdlico H2, com K < 0.

E importante mencionar que os espacos S e H? possuem
uma estrutura geométrica diferente da euclidiana. Isto signi-
fica, por exemplo, que a menor distincia entre quaisquer dois
pontos € obtida pelo comprimento de uma curva denominada
geodésica. Esse e outros conceitos sobre 0s espagos com
curvatura constante sdo apresentados em [3], [4] e [12].

Devido as caracteristicas geométricas das constelacdes de
sinais provenientes das tesselagdes {p, ¢} aqui tratados, iremos
fazer uso do sistema de coordenadas polares geodésicas (p, 6),
para facilitar tanto o entendimento como o desenvolvimento
algébrico das expressdes que caracterizam o reticulado.

Nos espagos com K constante, os coeficientes g11(p, 6),
g12(p,0) = g21(p,0) e go2(p,0) da métrica Riemanniana,
d = det(G), onde G é uma matriz 2 x 2, deve satisfazer as
seguintes condigdes: g11(p,0) = 1, g12(p,0) = g21(p,0) =0,

limy—0g22(p,0) =0 e limpHQ;”?w = 1. No sistema

de coordenadas polares (p, ), ga2(p, #) é solugio da seguinte
equacao

82
8—[)2\/922 + K/ga2 = 0.

Para K constante, as solugdes sdo dadas por

0%, if K=0,
+ sin® (VKp) , if K >0,
L sinh® (V=Kp), if K<0.

Dessa forma, a distdncia geodésica entre quaisquer dois
pontos z1, z2 € R? é dada por

g22 =

dr = |21 — 22|, (1

onde | | denota médulo de um ndmero complexo e z; = 7; et
i=1,2.

Na esfera unitdria S?, a distancia geodésica entre quaisquer
dois pontos z1, zp € S? é dada por

d 27l 1
s=—7= n
vK VK

onde [ é nimero de vezes que a geodésica passa pelo ponto
2, ou pelo seu antipoda, até chegar ao ponto zo, z; = r;el?
er; = —j(eiriVE _1)/(efiVE £ 1), i =1,2.

Finalmente, a distincia geodésica entre quaisquer dois pon-
tos 21,2y € H? é dada por

|1+ z122] + jl21 — 22
|1 +2152| —j|21 — 2’2| ’

(@)

dyg = 1 1n|1—2’152|—|—|21—2’2|
vV—-K
onde z; = red% e ry = (ePiV=K —1)/(erV-E +1),i=1,2.
Através do Teorema de Gauss-Bonet, [3], e de [9], podemos
verificar que as tesselagdes {p, ¢} em S?, R? e H? satisfazem
as seguintes equagdes

3)

|]. — 2122| — |Zl — 22| ’

(p—2)(g—2)<4, se K>0,
(p—2)(q—2)=4, se K=0, )
(p—2)(g—2)>4, se K<O0.

Como exemplo, considere a tesselagdo {3,4} na esfera
unitdria S? com curvatura K = 1. Podemos visualizar a
tesselagdo {3,4} na esfera unitdria e notar que os sinais sdo
os vértices de um cubo e as regides fundamentais sdo as faces
de um octaedro, veja Figura2. Note que toda tesselag@o {p, ¢}
tem uma tesselag@o dual {g¢, p}. Logo os vértices da tesselagdo
{p,q} constituem os baricentros da tesselacio dual {¢,p} e
vice-versa.

Fig. 2. Visualizagdo da tesselagdo {3,4} na esfera unitdria.
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A correspondente tesselagdo {3,4} em coordenadas polares
geodésicas é como mostrada na Figura3. Note que devemos
tesselar a superficie esférica por tridngulos regulares (regides
de Voronoi) cujos vértices possuem quatro vizinhos. Note
também que os lados dos tridngulos sdo formados pelas
geodésicas nesta superficie, e por esse motivo a regido de Vo-
ronoi do sinal é também conhecida como tridngulo geodésico.

Fig. 3. Tesselagio {3,4} em S? com coordenadas polares geodésicas e com
K=1

Dessa forma, através da equacdo (4) podemos encontrar
todas as tesselacdes em S? e verificar que as mesmas sdo
formadas pelos sélidos Platdnicos em R?, veja Tabelal.

[ {p,q} | Nimero de Regides | Poliedro |
{3,3} 4 tetraedro
{3,4} 8 octaedro
{3,5} 20 icosaedro
{4, 3} 6 cubo
{5,3} 12 dodecaedro

TABELA 1

RECOBRIMENTOS DA ESFERA POR POL{GONOS REGULARES.

Neste ponto convém introduzir alguns parametros relevantes
na construgdo e andlise das tesselagdes {p,q} em espagos
com curvatura constante. Para tanto, considere uma regido
fundamental representada por um poligono regular de p lados
como mostrado na Figura4. Nesta situag@o, os angulos o e
(3 devem valer 27 /p e /g, respectivamente, enquanto que 0s
raios externo (p;) e interno (p,) deverdo ser obtidos através das
equacdes (1), (2) e (3) e dos correspondentes valores de « e 3.
A determinagdo dos valores de p; € p, implica na utilizagdo
dos mesmos no célculo da densidade de empacotamento, da
energia média, da probabilidade de erro, etc.

Para o caso particular do plano euclidiano, temos que p;
pode assumir qualquer valor positivo. Em outras palavras,
podemos construir as tesselagdes euclidianas {4,4}, {3,6}
e {6,3} para qualquer valor positivo de p;, uma vez que a
propriedade de similaridade (homotetia) é vélida.

Contudo, quando da construcio de tesselacdes em S? e H?
verificamos que para valores fixados de p, ¢ e K, existe apenas
um Udnico valor de p;, isto por que em S? e H? a medida de

Fig. 4. Regido fundamental de uma tesselagio {p, q}.

distancia estd associada a angulos (transformacdo conforme).
Portanto, em S2, p; é dado por

1 1+ j?”l
In , 5
pr= VR T gn (6))
onde
. cos? (a/2) — sin (B) sin (a + ()
‘T sin? () — cos? (a/2) '
No plano hiperbdlico, o valor de p; é dado por
1 1+m
= — ln B 6
Pl =T, (6)

onde

sin? (a/2) + cos (3 )C (Ct'f'ﬁ).

"= cos? () — sin? (a/2)

O valor do raio interno (ou de empacotamento), p,, pode
ser facilmente obtido utilizando a regra do seno em S2?, R? e
H?, conduzindo a

\/% arcsin (sin (p;v/K) sin (8)) , se K >0,

pp =14 pisin(f), se K=0,
\/i—K arcsinh (sinh (p;v—K)sin (6)), se K <0.

(N

Uma outra medida importante, para o desenvolvimento deste
trabalho, é a drea de um disco de raio p, denotado por
Aq(p), em S2, R? e H2. Através do Teorema de Gauss-Bonnet

concluimos que

A7 sin® (@)7 se K >0,
Ad(p) = 7%, se K=0, (®)

—47 ginh? (255) | se K < 0.

Como mostrado em [9], a drea, A;, da regido fundamental
de uma tesselagdo {p, ¢} em um espaco com K constante, é
dada por
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4-(p—2)(g—2)
g Pm2llae) e KO£ 0,
A= " ©)
ppitan (§) , se K=0.

Conhecendo os valores dos raios p; e p, e das dreas Aqy
e A; podemos definir A, a densidade de empacotamento da
tesselacdo, e ©, a densidade de empacotamento da tesselacdo
dual (com superposi¢do de esferas), veja [5], como sendo

Ad(p)
A, e 0= A
Os valores das densidades A e © das tesselagdes {p, ¢} sdo
mostradas nas TabelasII e III. Note que o valor da densidade
de uma tesselacdo no plano hiperbdlico, por exemplo, nio
depende da curvatura valer —1 ou —10 e que a tesselacdo
mais densa é a {0, 3}.

(10)

A q=3|q=4|q=5|q=6|q=T|q=8|---|gq =00
p = 3 |0.8453|0.7340| 0.6583 | 0.6046 | 0.5649 [0.5344 |- - - | 0.3094
p =4 |0.8787(0.7854 [ 0.7206 | 0.6742 | 0.6397 [0.6131 |- - - | 0.4142
p =5 [0.8961|0.8120|0.7528 |0.7101 | 0.6781 | 0.6535 |- - - | 0.4675
p = 6 |0.9069|0.8284|0.7725|0.7321 |0.7017 [ 0.6782 |- - - | 0.5000
p =7 0.9143|0.8396|0.7860 | 0.7470 | 0.7177 [ 0.6950 |- - - | 0.5219
p = 8 |0.9197|0.84780.7958 | 0.7578 | 0.7293 | 0.7071 |- - - | 0.5377
p = 00[0.9549|0.9003 [ 0.8584|0.8270 |0.8030 |0.7842 |- - - | 0.6366

TABELA 11
VALORES DA DENSIDADE A PARA UMA TESSELACAO {p, ¢}.

(S) gq=3|q=4|g=5|q=6|g=T7|q=8|---|g =0
p =3 |1.3333|1.6906 | 2.0535[2.4184 {2.7843 |3.1508 |- - - 00
p=4|12679|1.5708 | 1.8819(2.1962 |2.5119 |2.8284 |- - - 00
p= 1.2321{1.5055|1.7889|2.0759 |2.3648 {2.6547 |- - - 0o
p =6 |1.20921.4641 |1.7300 |2.0000 [2.2721 |2.5452 |- - - 00
p =7 |1.1933|1.4354|1.6892 [1.9475{2.2080 |2.4696 |- - - 00
p= 1.1815(1.4142|1.65921.9089 |2.1609 (2.4142 |- - - 00
p = oo|1.1027|1.2733 | 1.4604 | 1.6540 | 1.8508 {2.0493 |- - - 00

TABELA III

VALORES DA DENSIDADE © PARA UMA TESSELACAO {p, q}.

III. ANALISE DE DESEMPENHO

Iremos considerar como medida de desempenho, quando da
comparacdo das constelacdes de sinais, a probabilidade de erro
média, P,. Assumiremos que o ruido no canal de transmissio
€ gaussiano e que os sinais sdo equiprovdveis. Conseqiiente-
mente, a demodulacdo serd a de maxima verossimilhanca, veja
[8].

Como mostrado em [9], através do uso de coordenadas pola-
res geodésicas, a fungio densidade de probabilidade gaussiana
em R2, H? e S? ¢ dada por

1) Para K = 0, temos

—kop?

pr(p,0) = kie” ™" p

onde k1 = ko/7 e a energia do ruido é dada por N =
1/ks.
2) Para K < 0, temos

k1

pu(p,0) = ﬁe_kQPQ sinh (V—Kp) ,
com
. 732K/ TR
L af(VoK/2vVER)

onde erf(z) denota a fungfio erro, definida para todo

z € C como
2 # 2
erfz:—/ e "dw.
(2) VT Jo

Neste caso, a energia do ruido é dada por

2V~ Kkoel/%2 1 frerf(\/— K [4ks) (2ky — K)
4k3/merf(\/— K [4ks) '

3) Para K > 0, temos

N =

k 2
ps(p,0) = \/—;—(e_kw

sin (VEp)| ,

com
-1

(—1)1‘677’“2'”2 sin (VK p) dp

0 (i+1)m
k= @ Z/

i=0 /i
Assim, para k2 > K, temos que k; pode ser aproximada
por
Z'7T—3/2€K/4k2 /Klﬂg
T erf(ivVEK /2v/F3)

Conseqiientemente, a energia do ruido é dada por

2i/Khqef/*2 4 /rerf(i\/K [4ks)(2ky — K)
4k2\/mert(in/K [4ky) '

Um outro pardmetro bastante importante é a relagdo sinal-
ruido SNR. Contudo, para usarmos esse parametro devemos
conhecer a energia média da constelacdo, .S, porém uma
tesselacdo vista como uma constelacio sinais possui infinitos
sinais e, conseqiientemente, possui energia média infinita.

Neste caso, poderiamos tentar analisar o desempenho das
constelacdes de sinais através da determinacdo das probabi-
lidades de erros condicionais associadas as correspondentes
regides fundamentais de cada tesselacdo considerando um
mesmo valor de p; (metade da distancia minima da constelacio
de sinais) e uma mesma energia do ruido V.

Assim, a Figura5 exibe a probabilidade de erro média das
regides fundamentais das tesselagdes euclidianas {3,6}, {4,4}
e {6,3} em funcdo da distdncia minima (d,;, = 2p;) das
constelagdes, para N = 1.

Note na Figura5 que a regido fundamental da tesselacdo
{3,6} apresenta o menor valor da probabilidade de erro. Este
fato pode ser melhor entendido ao analisar a Figura6, pois
verificamos que a regido fundamental da tesselagdo {3,6} é
a “maior” e, por esse motivo, a probabilidade de acerto é

N ~




XXI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES-SBT 04, 06-09 DE SETEMBRO DE 2004, BELEM, PA

— Reticulado (3,6}
—— Reticulado (4.4} |-
-6~ Reticulado (6.3}

Fig. 5. Probabilidade de erro versus distAncia minima das tesselagdes {3, 6},
{4,4} e {6,3}, para N = 1.

maior (maior regido de integracdo), uma vez que cada uma
dessas regides estd sob uma mesma fun¢do densidade de
probabilidade.

Fig. 6. Regides fundamentais das tesselagdes {3,6}, {4,4} e {6, 3}, para
um mesmo valor de p;.

Entretanto, o procedimento de andlise de desempenho apre-
sentado nas Figuras 5 e 6 ndo estd completo, pois a tesselagdo
{3,6} possui a menor densidade de empacotamento dentre as
trés tesselacdes. Isto €, duas constelagdes de sinais, usando
aproximadamente a mesma quantidade de sinais, provenientes
das tesselagdes {3,6} e {6,3} ndo ttm a mesma energia
média. Deve estar claro que a constelacdo proveniente da
tesselagdo {6,3} tem menor energia, pois apresenta a maior
densidade de empacotamento A. Portanto, para poder com-
parar os desempenhos das constelacdes de sinais de maneira
mais eficiente iremos calcular as probabilidades de erro das
regides fundamentais das tesselagdes {p, ¢} considerando que
as constelacdes de sinais tenham aproximadamente a mesma
quantidade de sinais € um mesmo valor de V.

Para isso, se faz necessdrio definir a energia média nor-
malizada de uma constelagdo de sinais proveniente de uma
tesselagdo {p, ¢}.

Inicialmente, considere a densidade de empacotamento A
de um reticulado no R" dada por

A = lim

tim (2)7 3 Mo

m<r2

Y

onde p = p; é o raio de empacotamento e M,,, é o nimero de
sinais com energia igual a m, veja [5].

Agora, se considerarmos constelagdes de sinais com cardi-
nalidades altas, podemos aproximar (11) por

2
Az(g)ZZMm - rQZ%ZMm. (12)

m<r2 m<r2

Note que para uma esfera de raio 7, Zm <2 M,,, denota o
nimero total de sinais. Conseqiientemente, a energia total é

dada por }_, > mM,y,. Portanto, a energia média € dada por
mMm m<r Mm

o e < 2 mert Mo P2, (13)
Zm§r2 Mm Zm§r2 Mm

onde utilizamos 7% como o limitante maximo para cada m.

Portanto, se considerarmos duas constelacdes de sinais
provenientes de tesselagdes com densidades A; e Ag, raios
de empacotamentos p; e p2 € nimeros de sinais aproximada-
mente iguais

ZM;I: ZM%,

2 2
m<ri m<r;

(14)

podemos usar (12), (13) e (14) para determinar a seguinte
relacdo

B _ Dppt

. 15
Ey = Ay p3 (15)

A inequagdo (15) indica o médximo ganho de energia
que uma constelacdo de sinais pode alcangar usando uma
tesselacdo com densidade A; ao invés da tesselagio com
densidade A,. Esta inequagio também ¢ importante no sentido
de que podemos definir uma energia média normalizada de
uma tesselagdo em relagdo a uma outra, um conceito que se
mostrou muito util neste trabalho.

A Figura7 apresenta um exemplo da aplicacdo da inequacao
(15) para as tesselagdes euclidianas com energia normalizada
em relagdo 2 tesselagdo {4,4} com p1 = pa = dmin/2, A1 =
0.7854 ¢ N1 = 1. Neste caso, consideramos No = A1 Ny /A,.

— Reticulado (3,6}
—— Reticulado (4.4} |-
-6~ Reticulado (6.3}

Pe
5
T

Fig. 7. Probabilidade de erro versus distdncia minima das tesselagdes {3, 6},
{4, 4} e {6, 3}, para uma energia normalizada em relag@o a tesselagdo {4, 4}.
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Analisando a Figura7 podemos constatar que a tesselacio
mais densa atingiu o melhor desempenho em termos da
probabilidade de erro. Este resultado é consistente e motiva
a aplicacdo da inequacdo (15) na andlise de desempenho a ser
realizada a seguir.

102 X Pe|q=3|q=4|q=5|q=6|q=T|q=8|q=9
p=3 |0.7318 | 1.0872 | 1.5170 | 1.9618 | 2.3947 | 2.8036 | 3.1841
p=4 |0.6909|0.9334 | 1.2193 | 1.5066 | 1.7791 | 2.0312 |2.2617
p=>5 |0.6764|0.8738 | 1.1047 | 1.3342 | 1.5497 | 1.7474 | 1.9269
p=6 |0.6702|0.8442 | 1.0468 | 1.2469 | 1.4340 | 1.6048 | 1.7594
p="7 |0.6673|0.8275| 1.0131 | 1.1958 | 1.3660 | 1.5210 | 1.6610
p=28 |0.6661|0.8174 | 0.9918 | 1.1630 | 1.3222 | 1.4670 | 1.5974
p=9 |0.6657|0.8109 | 0.9776 | 1.1408 | 1.2923 | 1.4299 | 1.5538

TABELA IV

VALORES DA PROBABILIDADE DE ERRO MEDIA, Pe, PARA UMA
TESSELACAO {p, ¢} COM ENERGIA NORMALIZADA EM RELACAO A
TESSELACAO {4,4}, p1 =2EN; = 1.

Analisando a TabelalV e a Figura8 podemos constatar
que as tesselacdes mais densas e pertencente aos espacos
de curvatura negativa apresentam o melhor desempenho em
termos da probabilidade de erro. Este resultado reproduz os
casos conhecidos em R? e vai além no sentido de confirmar
que a curvatura do espaco desempenha um papel importante no
projeto e na andlise de desempenho das constelagdes de sinais
e, conseqiientemente, dos sistemas de comunicagdes digitais.

Fig. 8. Probabilidade de erro média, Pe, para uma tesselagdo {p, ¢}, veja
TabelaIV.

Na Figura9 calculamos a varia¢@o da probabilidade de erro
média, em funcio de d,,;,, das constelagdes de sinais pro-
venientes das tesselagdes {5,3}, {4,4} e {9,3} com energia
média normalizada pela tesselagdo {4,4}, Ny =1e p; = 1.
Como era de se esperar, a tesselagdo {9, 3} apresenta a menor
probabilidade de erro.

Segundo [10], quanto menor a curvatura seccional do espaco
menor também € a probabilidade de erro de uma constelacdo
M-PSK. Contudo, neste trabalho podemos verificar que a
probabilidade de erro ndo depende, por exemplo, da curvatura
valer K = —1 ou K = —10, mas sim do fato da curvatura
ser negativa. Isto se deve ao fato de que se aumentarmos a
distancia por uma constante ¢, a curvatura serd multiplicada
por 1/c.

— Reticulado (3.5} | :
—+ Reticulado {4,4} |
-6~ Reticulado {9.3}

Fig. 9. Probabilidade de erro versus distdncia minima das tesselagdes {5, 3},
{4,4} e {9, 3}, para uma energia normalizada em relagdo a tesselagdo {4, 4}
e p1 = dmin/2.

IV. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos a andlise de desempenho de
sistemas de comunicagdes utilizando constelacdes de sinais
provenientes de tesselagdes {p, ¢}, cujos sinais estdo contidos
em espacos com curvatura seccional constante. Este estudo
teve como motivacdo o fato da curvatura seccional ser um
pardmetro importante na andlise de desempenho de sistemas
de comunicagdes. Como conseqiiéncia, mostramos que o de-
sempenho das constelacdes de sinais derivadas de tesselagdes
em espacos com curvatura negativa ¢ melhor do que aquelas
tradicionalmente utilizadas em espacos com curvatura nula.
Além disso, introduzimos o conceito de energia média norma-
lizada de uma constelacdo de sinais em relacdo a uma outra,
conceito este que se mostrou bastante efetivo na andlise de
desempenho.
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