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Proposta de Constru¢ao de Polindmios
Absolutamente Irredutiveis Geradores de Curvas
Algébricas com muitos Pontos Racionais

Givaldo Oliveira dos Santos,

Resumo— Este trabalho tem por objetivo apresentar uma nova
proposta, até onde é de nosso conhecimento, de construcio
de polindomios absolutamente irredutiveis sobre GF'(q). Tais
polinémios conduzem a geracio de curvas algébricas com muitos
pontos racionais que, na grande maioria dos casos de interesse,
s@o caracterizadas como curvas algébricas maximais.

Palavras-Chave— Polinomios absolutamente irredutiveis, cur-
vas algébricas maximais, pontos racionais, algoritmo de
Berlekamp-Massey

Abstract— The aim of this paper is to present a new method
of constructing absolutely irreducible polynomials over GF'(q).
These polynomials have the property of generating algebraic
curves with many rational points which, in the majority of the
cases of interest, are characterized as maximal algebraic curves.

Keywords— Absolutely irreducible polynomials, maximal alge-
braic curves, rational points, Berlekamp-Massey Algorithm

I. INTRODUCAO

Dentro do programa de pesquisa sobre modelagem de sis-
temas de comunicacdes digitais em espagos homogéneos, [1],
entendido espacos com curvatura constante, € em particular
considerando variedades Riemannianas bi-dimensionais, nos
deparamos com o problema da caracterizacdo geométrica do
processo de decodificagdo dos cddigos ciclicos sobre GF(q)
através do uso do algoritmo de Berlekamp-Massey (BM).

O polindémio localizador de erros do algoritmo BM apre-
senta a propriedade de ser irredutivel sobre GF'(q). Como
conseqiiéncia deste fato, a motivagdo para a presente proposta
decorre do fato de que se o polindmio f(z,y) é absolutamente
irredutivel sobre o fecho algébrico de GF'(q), entdo o “lugar
geométrico”das raizes da correspondente curva Xy : f(z,y) =
0 € conexo, portanto um espago topoldgico completo (com-
pacto). Como o subconjunto fechado irredutivel do espaco
afim A" é uma variedade algébrica afim, entdo o conjunto
de zeros, X, associado ao polindmio homogeneizado F' de
f (irredutivel), é, portanto, uma variedade afim V(F). Para
n = 3, V(F) é uma superficie. Por outro lado, no caso
em que o corpo € o dos nimeros complexos C, uma curva
X ¢é simplesmente uma superficie de Riemann. Além do
género, parametro caracterizador da superficie, o grau do
polindmio em y corresponde a quantidade de folhas que cobre
esta superficie. Fica claro, dessa forma, que a caracterizacio
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geométrica decorrente do polindmio localizador de erros do
algoritmo BM € uma superficie.

Somente estes fatos seriam suficientes para justificar tal
proposta. Além disso, tais polindmios implicam na geracdo
de curvas algébricas maximais, condi¢do necessdria para a
construgio de bons cédigos algébrico-geométricos (AG).

Portanto, o objetivo deste trabalho é de estabelecer uma
nova proposta, at¢é onde é de nosso conhecimento, de
construgdo de polindmios absolutamente irredutiveis condu-
zindo a curvas algébricas com muitos pontos racionais.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Secdo
II, apresentamos os conceitos e defini¢cdes basicas sobre curvas
algébricas, pontos racionais, plano projetivo, ponto singular,
género de uma curva plana projetiva, e quantidade de pontos
racionais associada a uma curva plana projetiva ndo-singular.
Na Secdo III, apresentamos os elementos necessdrios que
culminario na proposta de construcdo de polindmios absoluta-
mente irredutiveis segundo o critério de Einsenstein. Na Secdo
IV, sdo apresentados vdrios exemplos de geracdo de curvas
algébricas sobre GF(q) decorrentes da construgdo proposta
na secdo anterior. Finalmente, na Sec¢do V, apresentamos as
conclusoes.

II. PRELIMINARES

Um corpo K é algebricamente fechado se todo polindmio
em K[X] tem raiz em K.

Sejam Kum corpo algebricamente fechado e K um sub-
corpo de K. Denotaremos por .42 o plano afim sobre o corpo K
consistindo do conjunto de todos os pares (a,b) de elementos,
a,b € K. Chamamos o par P = (a,b) de um ponto do plano
A? e os elementos a, b as coordenadas do ponto P.

Definicdo 2.1: Uma curva algébrica plana é o conjunto
de todos os pontos P = (z,y) € A? cujas coordenadas
satisfazem a equacdo

f(z,y) =0, (1)

onde f(x,%) é um polindmio com coeficientes no corpo K. Se
os coeficientes do polindmio f(z,y) pertencem ao subcorpo
K, entdo dizemos que a curva (1) € definida sobre o subcorpo
K.

Definicdo 2.2: Seja X uma curva definida sobre K. Entdo,
os pontos em X com todas as suas coordenadas em K, tais
que f(z,y) =0, sdo chamados pontos racionais.

Consideraremos o corpo K como sendo o corpo GF(q)
consistindo de ¢ = p” elementos (p um nidmero primo) e
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K = GF(q) o seu fecho algébrico. Neste caso, o conjunto de
pontos G'F(g)-racionais da curva (1), definida sobre GF'(q),
coincidem com o conjunto de solugdes da equagdo (1) nos
elementos x, y do corpo GF(q). Em particular, para GF'(p), p
primo, entédo a questéo relativa aos pontos G F'(p)-racionais da
curva (1) é equivalente as solugdes da congruéncia f(x,y) =
0 mod p.

Defini¢do 2.3: O conjunto de todas as razdes (ag : a1 : az)
¢ chamado plano projetivo e serd denotado por P?(K). Cada
(ap : ay : az) é chamado um ponto de P?(K).

Quando uma curva X tem, ao menos, um ponto singular
dizemos que é uma curva singular. Caso contririo, nao-
singular.

Definicdo 2.4: Seja K um corpo e f(z,y) € K[z, y], o anel
de polinomios sobre K. Um ponto singular da curva X'y é um
ponto (xg,yo) € K x K tal que f(zg,%0) =0, fe(xo,y0) =0
e fy(z0,90) =0, onde 9L = f, e L = f,. Se F(X,Y,2) ¢
a homogeneizagio de f(z,y), entdo (Xo : Y : Zo) € P*(K)
¢ um ponto singular de X; (fecho projetivo de Xf).

Definicdo 2.5: Seja X uma curva projetiva sobre um corpo
K, representada por F(X,Y,Z) = 0. Um ponto P =
(0,Y0, 20) € K, é um ponto singular se, e somente se,

oF oF oF
F,(P)._a_X(P)_@_Y(P)_a_Z(P)_O' .

Um polindémio F' € homogeneo se todos os seus mondmios
ttm o mesmo grau; este grau é o grau do polindmio ho-
mogéneo.

Definicdo 2.6: O polindmio F' com coeficientes no corpo
K é absolutamente irredutivel se F' ¢ irredutivel em qualquer
extensdo algébrica K do corpo K.

Proposigdo 2.1: [4], [2] Seja F(X,Y,Z) = 0 a equagdo
de uma curva plana projetiva singular X, onde F(X,Y,Z)
¢ um polindmio homogéneo de grau m. Se P;, P,..., P,
sdo os pontos singulares de X cujas multiplicidades para os
correspondentes pontos P; s@o ri,7g,...,T,, entdo o género
da curva plana é

o) = =D S,
onde (S(PZ) = 7’1‘(7"1' — 1)/2

Definicdo 2.7: [7] Dada uma curva plana projetiva ndo-
singular X, definida sobre um corpo finito K, entdo um ponto
(z,y,2) € X é um ponto racional sobre K se (z,y,z) € K>.

Em geral, mostra-se que se f (z,y) é um polindmio de grau
d tal que a curva Xy é ndo-singular, entdo o género topoldgico
de X; € determinado pela férmula de Pliicker.

Lema 2.1 (Férmula de Pliicker): [5] nga f(z,y) €
K[z, y] um polindmio de grau n tal que X é ndo-singular,
entdo o género da curva X (ou de X + ) € dado por

9(Xy) = =2,

Teorema 1: [7], [2] Seja X uma curva projetiva ndo-
singular de género g definida sobre GF(q). Se Ny (X(g))
denota o nimero de pontos racionais de X de gé€nero g sobre
GF(q), entdo

INg(X(9)) — q— 1] < g[24"?],

onde |a] denota a parte inteira de a.
Definicdo 2.8: Uma curva projetiva X é maximal quando

Ng(X(9)) = q+ 1+ g[2\/q].

III. CONSTRUCAO DE POLINOMIOS ABSOLUTAMENTE
IRREDUTIVEIS

Nesta se¢do apresentamos a proposta de construcdo de
polindmios absolutamente irredutiveis sobre corpos finitos os
quais satisfazem o critério de Eisenstein.

O polinémio f(x,y) com coeficientes no corpo K é abso-
lutamente irredutivel se f(z,y) é irredutivel sobre qualquer
extensdo algébrica do corpo K, isto é, f(x,y) é irredutivel em
K.

Os dnicos polindmios f(z) absolutamente irredutiveis tém
a forma f(x) = ax + b isto porque todo polindmio f(z) se
decompde em fatores lineares em alguma extensdo finita de
Corpos.

A proposi¢do a seguir e seu coroldrio mostram que po-
lindbmios absolutamente irredutiveis se comportam mais como
polindmios lineares com uma uUnica indeterminada.

Proposicdo 3.1: [5] Seja f(x,y) um polindmio ndo-
constante sobre um corpo K. Entdo existe uma extensdo finita
de corpos L tal que f(z,y) tem um fator absolutamente
irredutivel em L[z, y].

Demonstracgio: A prova é por induco no grau de f(x,y).
Se o grau é 1, entio f(x,y) é absolutamente irredutivel.
Suponha que a proposicdo foi provada para todos os graus
menores que n ¢ que f(x,y) tem grau n.

Se f(x,y) é absolutamente irredutivel ndo hd nada o que
provar. Caso contrdrio, existe uma extensao finita de corpos J
tal que f(z,y) ndo é irredutivel em J[z,y] (obviamente que
J pode ser K). Entdo, em J[z, y],

f(x,y) = g(z,y)h(z,y),

onde g e h t€m grau menor que n e nenhum deles é uma
constante. Pela hipdtese de indugdo segue que, para alguma
extensdo finita de corpos L de J, g(z,y) tem um fator
absolutamente irredutivel p(z,y) em L[z, y]. Agora, p(x,y)
¢ também um fator de f(x,y) em L[z, y] e L é uma extensdo
finita de K. Assim, a proposicdo é verificada para f(x,y) com
grau n. |

Coroldgrio 3.1: [5] Seja  f(xz,y) um polindmio nfo-
constante sobre um corpo K. Entdo existe uma extensdo finita
de corpos L tal que f(x,y) se decompde em um produto de
fatores absolutamente irredutiveis em L[z, y].

Demonstracgio: A prova é por induco no grau de f (x,y).
Se f(z,y) é absolutamente irredutivel ndo hd nada que provar.
Este é sempre o caso se n = 1. Caso contrério, pela Proposicio
3.1, existe uma extensio finita de corpos J de K tal que

f(x,y) = p(z,y)q(z, y), (2)

em J[x,y] e p(x,y) é absolutamente irredutivel. Entéo, o grau
de g(z,y) é menor que n e, assim, pela hipétese de indugio,
existe uma extensdo finita de corpos L de J tal que ¢(z,y) se
divide em fatores absolutamente irredutiveis sobre L. Entéo,
pela equacdo (2), o mesmo acontece com f(x,y). [ |
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A proposicdo a seguir, caso especial do critério de Eisens-
tein, fornece um modo fécil de constru¢io de polindmios ab-
solutamente irredutiveis. O critério ndo € um meio necessario,
porém existem muitos polindmios que o satisfaz.

Proposicdo 3.2 (Critério de Eisenstein): [5]
f(z,y) € K[z, y] escrito como

f@,y) =g Fai(2)y’

= fo(x)y™ + fi(@x)y" " + - + fa1(@)y + fu().

Suponha que mdc(fo(z), fi(x),..., fn(x)) = 1 e que exista
um elemento ¢ € L para alguma extensdo de K tal que
(1) ¢ ndo é raiz de fo(x);
(#) ¢ é uma raiz de f,_;(z) para todo 1 <14 < n;
(#47) ¢ ndo é uma raiz dupla de f,(z).

Seja

Entdo f(z,y) é absolutamente irredutivel.

Coroldrio 3.2: [5]Existe um nimero infinito de polindmios
absolutamente irredutiveis sobre qualquer corpo.

Apresentamos agora, a proposta de construcdo de po-
lindmios absolutamente irredutiveis sobre corpos finitos.

Sejam ay, az, ..., a,, onde a; € GF(q) e n < ¢, definidos
através da equagdo

Y-Y)(Y-Y3)...(Y=Y,) =Y"+a,;Y" '+ +a, 1Y +a,
sobre GF(q), onde

a = Z?:l Yi

a2 = Zi<j YiY

az = Zi<j<k YiY;Yy 3)
an, = VY.V, =[[_,Y.

Esses valores sdo conhecidos como as fungdes simétricas
elementares de Y;. Observamos que, se nem todos os Y;’s
sdo nulos, entdo existe pelo menos um a; # 0. Suponha que
a; = 0 para todo ¢, entdo os Y;’s sdo todos nulos. Para mostrar
que essa afirmacdo € verdadeira, considere a,, = 0, isto &,
Y1Ys...Y, = 0, sem perda de generalidade, podemos assumir
que Y,, = 0. Suponha, agora, que é sempre verdade que em
decorréncia dos a;’s serem zero que os Y;’s sdo também zeros.
Assim, paraa; = Y1 + Yo +...4+Y, =0, temos que Y; = 0.
Portanto, se a; = 0 para todo , entdo os Y;’s sdo todos nulos.

Defini¢do 3.1: Seja f(z,y) um polindmio a duas varidveis
(z,y) sobre o corpo GF(q) definido por

fla,y) = y™ + fi(x) X0, gi(x)y™ ™

=po(2)y™ + pr(x)y" ' + - + Pp_1(2)y + pu(2),
(P1)

onde
e j=min{k e {1,2,...,n} | ax #0};
o fis(x)=x—b+a;, beGF(g);
) = (o~ B)p + o~ b

o gil@) = o hi(a), i =g ms

o pi(z) = fip(x)gi(x), i=7,...,n.
com
1<n oui=mne
0, se
o B gt (b )
1, sei=n e —p"l=—(h—aq;)"!

Teorema 2: O polindmio lZfa Definicdo 3.1, para n > 0 e
n # 2, é absolutamente irredutivel.

Demonstracgio: Seja ¢ = (b — a;). Observe que ¢ nio ¢é
raiz de po(x) = 1, mas é raiz de p;(z) = f;p(x)g:(x) para
j <1 < n, logo satisfaz (i) e (i) da Proposi¢do 3.2. Vamos
provar agora que ¢ ndo é raiz dupla de p,(z), isto é, ndo é
raiz de g, (z). A prova serd dividida em duas partes:

(i) Suponha que ap/a; — b" 1 # —(b — a;)" Y, p

0 e que ¢ é raiz de g,(x). Desta forma, calculando
9(Q) = g(b—aj) = (b—a;)" ! +an/a; ="' =0,
temos que a,/a; —b" 1 = —(b—a;)"!, contradigdo.
Logo, f(z,y) é absolutamente irredutivel pelo critério
de Eisenstein.
De modo andlogo, supondo que a,,/a; —b" ' = —(b—
a;j)"~! e p =1, devemos ter que ¢ ndo € raiz de g, ().
Vamos supor que ¢ é raiz de g,(x), consequentemente
9(0) = 9(b=a;) = (b=a,;)" 1 +(b — a; — b)+ay /a;—
b=l = 0, logo a; = 0. Absurdo, pois a; # 0 para
algum j. Assim, f(z,y) é absolutamente irredutivel pelo
critério de Eisenstein

(i)

Portanto, f(x,y) é absolutamente irredutivel pelo critério
de Eisenstein. ]

Como exemplos de polindmios absolutamente irredutiveis
construidos a partir da Defini¢do 3.1, citamos os seguintes:

1) Considere K = GF(9) como sendo o corpo de Galois
gerado por a, raiz de x? + 2z + 2 = 0. Sejam a;
lyaz =2,a3=1,a4 =2 ¢ b=0. Como j = min{k €
{1,2,3,4};ar # 0} = 1 e agfa; — b3 =2 # —(b—
a1)® = 1, entdo pelo polindémio (P1), f1(z) = z +a; —
b=z+1-0=z+1 gi(z) =14+0=1, g2(x)
r+as/a;—b=x+2, g3(v) = 2> +az/a; —b* = 2*>+1
e ga(w) = 2% + as/ay — b3 = 23 + 2. Assim,

flx,y) = yr*+(x+1D)y3+ (z+ 1) (x+2)y*+

+x+ 1)@+ Dy + (x4 1) (2> +2)

¢ absolutamente irredutivel sobre GF'(9), com ¢ = 1.
Considere K = GF(16) como sendo o corpo de Galois
gerado por a, raiz de 2* + x +1 = 0. Sejam a; =
l,as = l,as3 = 0 e b = 0, isto é, a;,b € GF(16),
i =1,2,3. Assim, pelo polindmio (P1), f(x,y) = y> +
(z+1)y*+(z+1)(z—1)y+ (z+1)z% Portanto, f(z,y)
¢ absolutamente irredutivel sobre GF(16), com ¢ = 1.
Sejam a; = l,as = 0,a3 = 0 e b = 1, isto &,
a;,b € GF(16), ¢ = 1,2, 3, assim, pelo polindmio (P1),
flx,y) = v3 + ay® + 2(x — 1)y + 2° — 2. Portanto,
f(z,y) é absolutamente irredutivel sobre GF(16), com
¢=0.

Sejam a; = 0,a2 = 0,a3 = 1 e b = 1, isto &,
ai,b € GF(16), i 1,2,3, logo, pelo polindmio

2)

3)

4)
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(P1), f(z,y) = y> + 23 + 2? — 2. Portanto, f(z,y)
¢ absolutamente irredutivel sobre GF(16), com ¢ = 0.

Teorema 3: O polindmio f(x,y) = y? + fi(x)y + g(z),
com f1(z) = x4 ¢1 — b, é absolutamente irredutivel se uma
das condi¢Ges abaixo for satisfeita:

(i) g(z) = (x+c1—b)(x+cafc1—b), se cy # 0eca # c3;

(ii) g(z) = (z +c1 —b)ey, se ¢1 #0 e cg = ¢
(13i) g(z) = (x+c2—b), se c1 =0.

Demonstracao: Usando o fato de que ¢ # 0, entdo temos
duas situagdes a considerar: i) co # c3; e ii) ca = c7. Para
ambas as situacdes, a Proposi¢do 3.2 mostra que f(z,y) é
absolutamente irredutivel.

Considerando agora c¢; = 0, temos duas situacdes a
considerar: i) co # 0; e ii) ¢ = 0. Para ) temos que
f(z,y) = y* + (x — b)y + (z + c2 — b) é absolutamente
irredutivel, visto que, ndo existe dois polindomios h; = djz+e;
e ho = dax+eq, taisque hy+hy =x—be hihy = x+ca—b.
Agora, para ii), temos que f(z,y) = y*>+ (z—b)y+ (x —b).
Logo, f(x,y) é absolutamente irredutivel pela Proposicdo 3.2.
Portanto, f(z,y) é absolutamente irredutivel sobre qualquer
corpo GF'(q), se uma das trés condig¢des for satisfeita. ]

Proposigdo 3.3: O polindmio

f(@y) =y + fil@)y + g(), (P2)
tal que um dos a;’s é diferente de zero, é absolutamente
irredutivel se uma das condig¢des abaixo for satisfeita:

(1) filx)=z+a1—-b e g(x)=(x4+a1—b)(x+az/a1—
b), se a; #0 e ay # a?;
(i) fi(x)=x+a1—b e g(x) =(x+a; —b)ay,se ag #0
€ as = a%;

(7i1) fi1(z) =0 e g(x) = (z+az—b), se ag =0.

Demonstracao: Pelo Teorema 3, temos que as condi¢des
(i) e (4) mostram que f(z,y) é absolutamente irredutivel.
Considerando agora, a; = 0 e az # 0, temos que f(x,y) =
y2 + (z+a2—1b), é absolutamente irredutivel, pela Proposi¢ao
3.2. Portanto, f(x,y) é absolutamente irredutivel sobre qual-
quer corpo GF(q), se uma das trés condi¢des € satisfeita. W

Por exemplo, considerando o corpo de Galois GF(16) e
a1 = a, ag = a*, b = a. Como ap # a? e a; # 0, temos
pela Proposicdo 3.3, que f1(z) =z+a1—b=z+a—a=zxe
g(z) = (z+az/a1—b)(z+a1—b) = (z+a’—a)(z+a—a) =
(r + o). Portanto, f(x,y) é dado por f(z,y) = y> +azy +
(r 4+ a”)z. Dessa forma, pela Proposi¢io 3.2, este polindmio
¢ absolutamente irredutivel sobre GF(16), com ¢ = 0.

Considere agora, o corpo de Galois GF(9) e a1 =1, a5 =
a*, b = a. Como ap # a? e a; # 0, temos pela Proposigdo
33,que fi(z) =x+a1—b=a+l-a=z+1+2a=z+a3e
g(z) = (x+az/a;—b)(x+a;—b) = (z+a*—a)(z+1—a) =
(r+a*+20)(z+1+2a) = (z+a®)(x+a?). Portanto, f(z,y)
é dado por f(z,y) = y*+ (z+a3)y+ (z+aC)(z+a?). Desse
modo, pela Proposi¢do 3.2, este polindmio é absolutamente
irredutivel sobre GF(9), com ¢ = 3.

Observagdo 3.1: Os polindmios (P1) e (P2), podem ser
colocados sob a forma f(z,y) = =™ + y™ + g(x,y), onde
o grau de g(z,y) é menor ou igual a n.

IV. CURVAS ALGEBRICAS SOBRE CORPOS FINITOS
ASSOCIADAS AOS POLINOMIOS (P1) E (P2)

Nesta secdo utilizamos os resultados da sec¢do anterior. A
condi¢do do polindmio ser absolutamente irredutivel garante
que a curva X : f(x,y) = 0 é conexa. Na realidade, se X' é
estabelecida como na Defini¢do 3.1 por uma forma homogénea
Fem GF(q)[X,Y, Z], irredutibilidade significa simplesmente
que F' ndo é o produto de duas formas de grau menor que
n, homogéneas ndo-constantes em GF(¢q)[X,Y, Z]. Absoluta-
mente irredutivel € uma propriedade geométrica que significa
dizer que F' € irredutivel sobre qualquer extensdo finita de
GF(q), isto é, a curva X quando vista sobre o fecho algébrico
de GF(q) ndo é a unido disjunta de outras duas curvas.
Em termos praticos, quando X" estd definida por um modelo
afim f(z,y), absolutamente irredutivel implica que o anel de
coordenadas GF(q)[x,y]/(f) é um dominio de integridade e
permanece assim se o corpo GF(q) é substituido por qualquer
extensdo finita. Isso garante, em outras palavras, que o corpo
quociente ¢ um corpo de funcio de grau de transcendéncia 1.
No que diz respeito ao género de X, lembramos que o mesmo
¢ uma medida da complexidade da curva X quando comparada
com a reta projetiva. Com isto, faz sentido falarmos agora em
construgao de curvas algébricas sobre corpos finitos associadas
aos polindmios (P1) e (P2) apresentados na Sec¢do III.

Observagdo 4.1: Observe que a curva algébrica associada
ao polindmio absolutamente irredutivel (P2) sobre GF'(q) é
ndo-singular.

A seguir, apresentamos Vvdrios exemplos de curvas
algébricas (maximais e ndo-singulares) com muitos pontos
racionais advindas dos polindmios (P1) e (P2). Calcularemos
todos os pontos com coordenadas nos corpos finitos GF(4),
GF(5), GF(8), GF(9) e GF(16), para as curvas aqui men-
cionadas.

Exemplo 4.1: Seja GF(8) = GF(2)/(z*+z+1) o
corpo de Galois gerado por «, raiz de z° + x + 1. Seja Xy a
curva definida pela equagdo y2 +xy+a’y+22+atz+a’® =0
sobre GF(8), onde f(z,y) = y?> + 2y + o’y + 2% + otz +
a®. Esta curva é nido-singular de género 0. O polindmio
homogéneo de f é dado por

FX,2Y,Z)=Y?*+ XY +a°YZ+ X?*+a*XZ +a°Z°.

Esta curva tem nove pontos racionais, como mostra a tabela
seguinte:

P, P, P3 P, P; Pg P; Pg Py
z | 1 0 & 0 1 «Q a o of
y| 0 a2 0 a® ot 1 o2 1 o
z |1 1 1 1 1 1 1 1 1

Pela Definicdo 2.8 esta curva € maximal.

Exemplo 4.2: Seja GF(4) = {0,1,, @}, onde o? = o +
1 =@. Considere a curva X’ sobre GF'(4) dada pela equagéo
y? +zy+2?+axz = 0. Esta curva é ndo-singular com g = 0.
Seus cinco pontos racionais sdo dados pela seguinte tabela:

P, Py P3s Py Py
T | o « 1 1 0
yla 0 o @ O
z | 1 1 0 0 1
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Como esta curva possui 5 pontos racionais, pela Definicdo 2.8,
¢ uma curva maximal.

Exemplo 4.3: Encontramos dois exemplos de curvas de g =
0 com 17 pontos racionais em seus modelos projetivos suaves
(nd@o-singulares) sobre GF'(16). Estas curvas sdo, portanto,
definidas pelos seguintes polindmios:

filz,y) =y + 2y +2® + oz,

fa(z.y) = y* +ay +2° + .
Os correspondentes polindmios homogéneos sdo:

F(X,)Y,Z)=Y?+ XY + X?>+a°X Z,

B(X,Y,Z)=Y*+ XY + X*+ XZ.

Os conjuntos dos pontos racionais de cada curva sdo dados,
respectlvamente por

(c 5 1)7 (asvaﬁvl); (0;704371); (a5,a1471);
(a47 )7 (O‘ﬂa471); (a1471=1); (0;704471);
o, 71)

¥ (a5 aG,l), (a®,a% 1); (@”,a%,1);  (a7,a'%1
(1,1,1); (17071); (a107170)5 (045,170);
(0,0,1)

Como estas curvas possuem 17 pontos racionais e g = 0,
entdo pela Defini¢do 2.8, sdo curvas maximais.

Exemplo 4.4: Encontramos quatro exemplos de curvas de
g = 1 com nove pontos racionais em seus modelos projetivos
ndo-singulares sobre GF'(4). Estas curvas sdo definidas pelos
seguintes polindmios:

filzy) = y¥+a23+1

folzy) = P+a@®+z-1)

falzy) = v’ +ay® +2?y+a@@® +o+1)
falzy) = PB4+ @+D)y2+ (@+ D2y +a%+1).

Os correspondentes polindmios homogéneos sdo:

F(X,)Y,2)=Y3+ X3+ 23

(XY, Z)=Y3+ X3+ X?*Z - XZ?

(XY, Z)=Y3+ XY?+ X?Y + X3+ X?Z + X Z?
Fy(X,Y,Z)

Os pontos racionais de cada curva sdo dados, respectivamente,
por

(15071); (0171,0); (1,0,0[),
(042,1,0); (1,0,0[2); (17150)1
0,0,1); (0,a2,1); (0,1,1)

(0,0,1); (1,,1);  (1,0,a);
(1,02,1); (1,0,a2); (1,1,0);
(ag,l,O); (o, 1,0); (1,1,1)

(0,0,1); (o, 1,1); (1,0,01)
(@?,1,1); (1,0,a2); (1,1,0);
(a®,a,1); (a,a?,1); (1,1,1)

(0,1,1); (o, 1); (1,0, a);
(a2,1,1); (1,0, 2), (1,1,0);
(a,1,1);  (a?,0%,1); (1,0,1)

Pela Definicdo 2.8, estas curvas sﬁo maximais.

Exemplo 4.5: Seja GF(5) = {0,1,2,3,4}. Para a; = 3,
az = 2 e az = 0, temos, pela Definicdo 3.1, que a curva Xy
sobre GF(5) é definida pelo polindmio f(x,y) = v+ zy* +
3y? + 2%y + 22y + 2y + 2® + 322. O polindmio homogéneo
de f é dado por F(X,Y,Z) =Y>+ XY? +3Y%Z + X2Y +
2XYZ +2YZ? + X3 +3X2%Z. Esta curva é nio-singular de
género g = 1. Os dez pontos racionais desta curva sdo dados
pela seguinte tabela:

P, P, P3 Py Ps Pgs Py Pg Py Py
T | 2 0 0 0 3 4 4 1 1 4
ylo 0o 3 4 2 2 3 2 3 1
z 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0

Pela Definicdo 2.8, esta curva é maximal.

Exemplo 4.6: Encontramos dois exemplos de curvas de g =
1 com 16 pontos racionais em seus modelos projetivos suaves
(ndo-singulares) sobre GF'(9). Estas curvas sdo definidas pelos
seguintes polindmios:

filz,y) = P4+ @E+D)@E+Dy+ (e +1)(2*+1)

folz,y) = yPP+2%y+a(@®+a-1).

) o A . A ~
. Os correspondentes polindmios homogéneos sdo:

(XY, 2)= XZ?+X?Z+X3+YZ?2+YX?
+Z342XYZ +Y3
R(X,)Y,Z)= Y3+ X% + X3+ X%Z - XZ2

Os pontos racionais de cada curva sdo dados, respectivamente,
por

(ab,a%1); (a?,a,1);  (1,a,1); (0,03, 1);
(07171)7 (07017 )7 (a67071); (Oé2,071);
(@4,0,1); (a%0,1); (a5,1,0); (1,1,0)
T (@03 1) (a,0T,1); (0%,051); (a'a,1);
(a*,a,1); (*,1,1); (1,a,1); (1,a3,1);
(1,1,1); (a3,a,1); (®,1,0);  (1,0,a°);
(@7,1,0); (1,0,a7); (0,0,1);  (1,1,0)

Pela Definicdo 2.8, estas curvas sdo maximais.

O objetivo de apresentarmos estes exemplos de cur-
vas algébricas maximais dadas pela Definicio 3.1 e pela
Proposi¢do 3.3 é mostrar que existe a possibilidade de se utili-
zar tais curvas na construcio de bons cédigos lineares bindrios

=Y3+ XY2+2ZY2+ X%Y + Z?Y + X3 + Z3através de curvas algébricas-geométricas, usando métodos

conhecidos de concatenacdo. Esses codigos sdo chamados de
c6digos algébricos-geométricos (cédigos AG) e foram intro-
duzidos por Goppa, [3].

V. CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma nova proposta, até onde é
de nosso conhecimento, de construgdo de polindmios absoluta-
mente irredutiveis sobre GF(q). Tais polindmios conduzem a
geracdo de curvas algébricas com muitos pontos racionais que
na grande maioria dos casos de interesse sdo caracterizadas
como curvas algébricas maximais.
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