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Algoritmos Matriciais para @lculo do Espectro de
Distancias de Esquemas de Mod#agCodificada
em Trelica

Luiz Guedes Caldeira e Cecilio Pimentel

Resume— Este trabalho apresenta dois algoritmos para calcu- percursos voltam a coincidir pela primeira vez, dizemo&@nt
lar o espectro de diséncias de esquemas de moduléo codificada que ocorreu unprimeiro evento errqou evento errasimples-
em trelica (TCM - do ingléstrellis coded modulationbaseados na  ante) de comprimentd. Para as sd@ncias de pontos da
manipulacdo alggbrica dos elementos da matriz adjagncia do ~ " o
diagrama de super estados (DSE) do codificador. O primeiro constelago transmitidac = {c;,...,c.} e dec0d|f|caQaa -
algoritmo calcula a funggo de transfe@ncia e o segundo calcula 1€1,---,eL}, representado um evento erro de compriménto
0 espectro den-ésima ordem. Para reduzir a complexidade do define-se o0 quadrado da dietia Euclidiana entre e e como
DSEé apresentado um algoritmo para a redugo do mimero de g2 — Ele lc; — e;|?. A probabilidade de ocorrer um evento
estados atraes do colapso de estados equ_lvalente_s. Os algorltmoserroy P., & limitada superiormente por [1]:
propostos #m a vantagem de serem facilmente implementados
usando linguagens de programaio simholica.
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Abstract—This paper presents two algorithms to calculate the S€NdoE),/No a relago sinal rido media por bit,A; o nimero
distance spectrum of trellis coded modulation (TCM) schemes médio de eventos erro de qualquer comprimento condualish

that manipulate iteratively the entries o_f the adj_acency matrix Euclidiana quadraddf e Q (-) aintegral da cauda da fuag
of the error state diagram (DSE). The first algorithm computes — je gensidade de probabilidade Gaussiana. Um limitante para

the transfer function and the second one finds the truncated I . , . .
distance spectrum ofnth order. A state reduction algorithm is a probabilidade de erro de bit, & obtido considerando

also presented to reduce the complexity of the DSE. By using qU€ €ventos erro com déstcia d? t?am em nedia Bz.‘ bits
the matrix representation, the distance spectrum becomes easyde informa@o errados e como oddigo processa, bits de

to implement using a symbolic manipulation program. informago por intervalo de sinalizag, tem-se [1]:
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I. INTRODUCAO . .
A enumerago dos conjuntos de paresSs = {(A;,d?)}, e

T

Considere um sistema de comuni@agligital que emprega Sp = {(B,,d2)}"_,, considerando as menores @istiasd2,

um esquema de modutag codificada em trelica (TCM). Em constitui oespectro de diginciasde n-ésima ordem doadigo

_ca;da mte:rvalo]t:[e §|nillz|ag, o(;r_?ns(rjnlssor COd'f'O% b'tj’ de TCM, sendo a menor delag;, denominada ddistancia livre
Iformagao em.y. SImbolos codiicados correspondendo a UM g4y |as fechadas para limitantes superiores das probabil-

ramo na trgliga do _codificador coat e.St?dOS' S_GNC > 1 idadesP, e P, tamkem podem ser obtidas a partir da fang
0 esquema& denominado MTCM (do ingk multiple trellis de transfeincia do édigo 7'(z, ), definida por [1]:

coded modulation A taxa do édigo & definida porR. =

kie/N. bits/Smbolo. T(z,y) =YY Capaa®y®, @)
O calculo de desempenho de esquemas TCM em canais dug d

com rudo aditivo Gaussiano branco baseia-se na enur@eragendoc, , o nimero nedio de eventos erro com distcia

de distincias Euclidianas e de Hamming entreig&gias de Euclidi .

; ; -~ ’ anad e diséincia de Hammingy entre as sdgncias
simbolos na s@a e na entrada do codificador, respectivaye informago transmitida e decodificada.

mente. Esta enumer@g constitui o espectro de dstcias do ~omo os odigos TCM, em geral, &p S0 geometricamente

c()digo_. Considere que o d_ecodificador escolhe um PercUi§%formes [2], a enumerédg da funéo de transfémcia e do
na trelica que comeca a divergir do percurso transmitido &Bpeciro de dianciasé realizada atréds de uma busca em
um intervalo de sinalizé@p fixo, e aps L intervalos estes . diagrama de super estados (DSE) do codificador [3]. Os
. 2 ~
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oj, corresponde a trangig entre pares de estadQsq) — termina quando todos os caminho&onterminados forem
(r,s), isto &, a sefiéncia codificada transiciona geparar e eliminados.

a sedjiéncia decodificada transiciona ¢gguaras. Denotamos  Este trabalho eatorganizado da seguinte forma. A Sedl
por dg(o; — o;) e d*(o; — o;) a diséncia de Hamming trata do algoritmo de red&g de estados equivalentes do DSE.
e 0 quadrado da dincia Euclidiana correspondendo a esta Se@o |ll apresenta o algoritmo que calcula da famg
transigo. Existem2*- transi@es equipro@veis que divergem de transfegéncia de 6digos TCM. A Sego IV introduz o
de cada estado da trelica do codificadoro@iio do ramo que algoritmo para o &lculo do espectro de dégicias der-ésima
conecta a transip de estados; — o; do DSEé dado por: ordem e a Seéip V resume as principais condies deste

1 Ut o) d o trabalho.
QTFZCE H(U'L_"Ta)y (O'z_’gj). (4)

c,e

_ o ] . Il. ALGORITMO PARA REDUCAO DA MATRIZ ADJACENCIA
O somabrio em (4) indica que osimbolos transmitido e Do DSE

decodificado devem ser escolhidos em todas as t@essic
paralelas que conectam os estadp® ;. O somabrio nao inh DSE i
deve ser considerado samexistirem transfges paralelas. Em & UM caminho no que comeca em um estaoioy a

sistemas MTCM as dighcias devem ser obtidas considerandd'M€!'"@ transigo & para um estadouim € este retorna pela
os N, simbolos em cada ramo da trelica. O estagoe Primeiravez aum estadsomem algum instante futuro. Um
C . A

chamado de estadoom (G) sep — ¢ ou de estadauim evento erro de comprimento 1 corresponde a tréesigpara-
(B) sep # ¢. O DSE tem temp” estadosbonse 22 — 2V lelas entre estaddsons Por conver&ncia, particionaremos a

estadoguins matriz adjaéncia A da seguinte forma:

O (i, j)-ésimo elemento da matriz adfatia, denotada por Ace Acp
€ € 1 A = ) (5)
A, do DSEé o 16tulo do ramo correspondente a tra@sic Agpe Agpgp

o; — o;. Se 1ao existir esta transip faz-se este elemento .
igual a 0. O (4, j)-esimo elemento dd.-ésima podncia da ©ONde Acc representa transes entre estadosons Acp

matriz adjaéncia A & um polirdmio de 2 vaveisz e y representa transies de estadobons para estadosuins e

cujos expoentesd® as disincias de Hamming e EuclidianaSiMilarmente para as outras submatriz&s:g, A, Apc €

A H A v v ov 2v v 92v v v 92v
quadrada, respectivamente, de todos os caminhos no DSEX ggm dV|menao2. X 27,27 x 277 2%, 27 =27 x 27, 2% —
comprimentoL originando emo; e terminando en; e os 2 X2 —27, respectivamente. A fudp de transféncia pode

seus coeficientesis as multiplicidades &tlias associadas aSe" Obtida diretamente da matde [1]:

estas disincias. _ -1
Como o riimero de estados do DSE22, o processo de T(zy) =MAcel + MAcs (1 - Aps) Apcl, (6)
busca do espectro de distias torna-se computacionalmentende IT & um 1 x 2 vetor linha de probabilidades, cujos
ineficiente para valores demoderados (por exemplo,> 4), elementos o iguais al/2” (probabilidade de um evento
tornando neceésia uma redwio da matriz adjé@ncia do DSE erro iniciar em algum estadborm) e 1 & um vetor coluna
via colapso de estados equivalentes, como proposto em fig, 1's. O primeiro termo do lado direito da igualdade em
[4], [5]. (6) corresponde a contrib@¢o de eventos erro de compri-
Neste trabalhoZo propostos 2 algoritmos para @culo do mento 1 (percursos paralelos) para a amgle transféncia,
espectro de diancias de adigos TCM. O primeiro algoritmo enquanto o segundo termo corresponde a todos 0s eventos
calcula a fun@o de transféncia a partir da matriz adjancia erro de comprimento maiores que 1. Uma forma alternativa
A, ou a partir da sua forma reduzida. O algoritmo apresentaglara calculafl’(z,y) consiste na resol@ de um sistema de
€ uma adaptd@p para 6digos TCM do algoritmo iterativo equages lineares [7].
proposto inicialmente paradigos convolucionais em [6]. Em A complexidade computacional délculo deT'(z,y) varia
cada iterago do algoritmo calcula-se uma matriz adjacia de acordo com o grau de simetria dod@go. Por exemplo,
do DSE com 1 estadouim a menos, mas esta preservae o ©@digo &€ geometricamente uniforme pode-se fixar uma
toda informado para o &lculo da fungo de transf@ncia sediéncia particular (em geral a dé&ncia toda zero) como
do DSE inicial. Este processorepetido & que resulte uma a sedjencia transmitida. Neste caso, dmero de estados
matriz adjaéncia de um DSE com apenas estadass Neste do DSE pode ser reduzido paf¥. Codigos denominados
trabalho, tambm & proposto um novo algoritmo para calculade quase regulared8] nao satisfazem esta propriedade de
0 espectro de diahcias den-ésima ordem a partir da matrizequiparti@o uniforme, mas a fud de transféncia pode ser
adja@ncia A. Profbe-se criar uma sé@ncia de vetore¥¢, calculada usando um DSE reduzido c@inestados [8]. Uma
¢ =1,---,U, em que os elementos d& sio polirdmios discus&o sobre os &rios graus de simetria dédigos TCM
emx,y que enumeram eventos erro de comprimehtbem e os algoritmos usados para enuales é detalhada em [9].
como caminhos de comprimentoque comecam em estado€Entretanto, em casos gerais em que estas sime#i@sio ob-
bonsmas que aindadao convergiram para algum establom servadas, pode-se reduzir a complexidade do DSE eliminando-
(caminhos &o terminados). Os polimios que enumeram osse estados equivalentes (caso estes existam), obtendo-se uma
eventos erro atualizam o espectrordésima ordem, enquantonova matriz adja&ncia de dimer& reduzida, sem alterar a
alguns caminhosao terminados podem ser eliminados porquencao de transfé@ncia do 6digo. Esta reduio da matriz
a distincia Euclidiana @ decresce comf. O algoritmo adja@ncia sea discutida a seguir.

Um evento erro de comprimento maior que 1 corresponde
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Define-se o @tulo de um caminho no DSE como o proalgorithm) a partir da matriz reduzidaA’. O objetivo do
duto dos étulos correspondendo a cada traeigle estados algoritmo iterativo SRAe calcular a contribudo para a furéo
gue formam o caminho. Dois estados do DS#o glitos de transfegncia de eventos erro de comprimento maiores
equivalentes se o conjunto formado peldsulos de todos que 1, reduzindo a cada passo 1 estadion do DSE e
os caminhos de qualquer comprimento que comecam nestalsulando uma nova matriz adg@awia que produz a fuag
estados &0 icénticos. Um conjunto de estados equivalenteke transfegncia do édigo.
do DSE, digamosZ = {I;,I5,---,I,}, podem ser colap- Para calcular a furdp de transfémcia, deve-se abrir o DSE
sados mantendo-se apenas 1 estado representativo da cklgaando as transiips entre os estadé®ns gerando uma
(consideramos que este o de menorindice I;). Estados nova matriz adja&ncia reduzidaA*, da forma:
com linhas i@nticas na matriz adjéacia §o equivalentes e ,
0 colapso destes estados forma uma nova matriz &ntjéc A* = { 9 AGB} (8)
efetuando-se as seguintes op&es; 0 primeiro passo consiste

em adicionar as colunas comdices emZ (adi¢ao definida ondeo & uma submatriz/, xn;, com todos os elementos iguais
como componente a componente). O resultado desta @gerag g Sen/, > 1, o nimero de estadosonsdo DSE aberto
e a colunal, da matriz adjaéncia reduzida. Em seguida,pode ser reduzido a 1, produzindo uma nova matriz adjzie,

deve-se zerar as linhas e colunas - - , I,,. Estes dois passosgenotada poB, de dimen&o L;, x L;, ondeL, = 1 + nj,
consistem em redirecionar pafatodos os ramos terminandogada por [5]:

em Iy, --- , I, e eliminar estes estados. Os outros elementos

da matriz reduzidaZ® icenticos aos da matriz original. Este B — {BGG BGB] _ { 0  II'Agg ©)
procedimentoé aplicado separadamente nos estaoimss e Bpec Bss Apel  App |

ruins. Quando os estaddsonsforem colapsados, o vetor deNa k-esima iterago do algoritmo SRAk = 2,---, Ly, O
probabilidadestl = [r;,m, -, m] deve ser atualizado gqia4o1 & eliminado produzindo a matriB(k) a partir da
de tal forma quers, = 7z, + - + 77, € para 0s estados . yanca de alguns elementos Bk — 1), como descrito a
colapsadosyry, = --- = 7, = 0. Se aps o colapso de eguir. Sejd'" " o (i, k)-ésimo elemento dB(k — 1). Para
conjuntos de estados equivalentes ainda restarem linBas (?1 ) ik (k—1)

nulas) iénticas, aplica-se novamente o procedimento desci@d@é 7 k. @ = 1,---, Ly, tal queb;, ~* # 0 e para cada
anteriormente &t que todas as linhas o nulas) da matriz j # k, j = 1,---, Ly, tal quebg‘fj’l) #0,0 elementobgf? e

sejam distintas. As todas as reddes, as linhasao nulas da igual a [6]:
matriz resultante formam uma matriz addacia reduzida’,

-1
de dimen8o L, x L,, comn;, estadodonse n;, estadosuins, bgﬁ_l) + bﬁf“,;” (1 - bffk._l)) b,i’f;”. (10)
ondeL, = ny +n;,. O novol x nj vetor de probabilidades L o ] .

denotado poil’. A eliminagdo dok-ésimo estad@ realizada zerando-seka

1 bit/simbolo, QPSK [2]. Este @ligo possui uma matriz fotulos de todos os ramos que iniciam ou terminam neste
adja@éncia A de dimen&o 16 x 16, que aps a aplicago €stado foram redirecionados para outros ramos do DSE. A

do algoritmo de reddip de estados produz uma matriz corffatriz adjaéncia inicialé B(1) = B e a matriz no final

n =1,n}, =2, L, = 3, dada por: do algoritmo,B(L;), tem apenas o elementd, 1) nao nulo
. que pode ser interpretado com®(L;)ge. A fungao de
Lozy” 0 transfeéncia pode ser calculada da seguinte forma:
A=| 0 xy2 2 |. 7)
y' oz 0 T(z,y) = I'Agl + B(Ly)ce- (11)
O vetor de probabilidadesIT" = [1]. O primeiro termo do lado direito da igualdade de (11) deve ser

E importante destacar que o algoritmo apresentado, apes@bregado apenas se a trelica do codificador tiver td@sic
de poder apresentar uma reélagde estados do DSEA®e  parajelas. O algoritmozo utiliza inver&io de matrizes levando
otimo quanto ao iimero de estados reduzidos [5]. 8® 5 yma reduo no esforco computacional.
este conta com a vantagem da facilidade de implem&ata¢ gyemplo 2: A matriz reduzida (7) do Exemplo 1 produz a
por qualquer software de progrardacsimtblica. As poximas seguinte matriz inicial do algoritmo RSA:
duas se@es descrevap os algoritmos para calcular a féwag

de transfegncia e o espectro de-ésima ordem de &Galigos 0 ay* 0
TCM. Bl)=| 0 ay® y* |. (12)
yt ooz 0

I1l. ALGORITMO PARA CALCULO DA FUNCAO DE
TRANSFERENCIA DE CODIGOSTCM

O algoritmo apresentado nesta &ec¢para o &lculo da
funcdo de transf@ncia de 6digos TCM &€ uma adaptap zy®

O algoritmo SRA produz a seguinte siégcia de matrizes:
« Eliminacgdo do estado 2:

0 0 &
do algoritmo proposto em [6] para calcular a faocde B2)=| 0 0 1‘6”-”2
transfeéncia de 6digos convolucionais e emprega um algo- 4 o2
ritmo de redug@o de estados (SRA - do irggistate reduction ¥y 0
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« Eliminac¢do do estado 3: 5 Se existirem n distincias distintas ens e d2,,,
oyl sendo a maior delas:
Toomz 0 0 Entdo em cada elemento dB’(j), j = 2,--- , Ly,
B(3) = 0 0 01- faca igual a 0 a multiplicidade de cada termo que
0 00 possuir o exponente dgmaior qued?, ..
~ ", : ) Caso contrario va para o Passo 3.
A funcdo de transfé&nciaé ento calculada a partir de (11): N
¢ P (11) 6 Setodos os elementos d&’(j), j = 2,--- , Ly, SA0
10 H H .
B oy iguais a zero:
I(z,y) = B(lb)oe = 1 212 (13) Entao pare. O algoritmo termina corti iterages.
A partir da matriz adjagncia reduzidaA’, o algoritmo SRA Caso contrario va para o Passo 3.
resume-se nos seguintes passos:
« A matriz inicial € B(1) = B dada em (9). O Passo 5 elimina os caminho&mterminados queao mais
o Parak =2,---, L, forme a sefiéncia de matrizeB (k). atualizaBo o conjuntaS no Passo 3 quando estes terminarem
o A funcao de transfénciaé dada em (11). em um estaddom
] Exemplo 3: Aplicando o algoritmo para calcular o espectro
IV. ALGORITMO ITERATIVO PARA O CALCULO DO de quarta ordemn(= 4) do cdigo do Exemplo 1 verificamos
ESPECTRO DEDISTANCIAS DE n-ESIMA ORDEM que foram neceésias U = 9 iteragdes. A Tabela | ilustra

Uma forma de enumerar o espectro deatistas de adigos 2 atualizago do conjuntoS = {(pi(2),d?)} em fun@o do
TCM sem calcular a sua fug de transfé@ncia consiste em COMPprimento do evento erro. Observa-se na tabela que para
avaliar o espectro atan-ésima ordem de interesse. ¢ =1,2, ainda 1@o & postvel listar as disincias, visto que o

Considere o conjunto ordenado= {(p;(z),d?)}™_, de tal primeiro evento erro tem comprimento igual a 3. Observa-se

» " 1= . s g . . . .
forma qued? < d2,,. O polindmio p;(z) & o coeficiente de ainda que o edigo tem disincia livre igual a 10. O espectro
ydg emT(z,y). O espectro de diahcias der-ésima ordene de Filsﬁn0|as de ordem quarta ordem para estigo € dada

calculado a partir des, visto que: por:
Sa = {1, d)}is; (14)
Sy = {(dp(;(@ o, dg)} , (15) Sa = {(1,10),(2,12),(4,14),(8,16)}; (16
x i=1
O calculo deste espectré realizado iterativamente usando
uma segéncia del x L, vetoresF’, ¢ = 1,--. U, onde
cada elemento d&‘ & um polidomio emxz,y. O primeiro
elemento d&, F*(1), & a contribuido parcial para a fudp TABELA |
de transfegncia de eventos erro de comprimento Este ESPECTRO DE DISANCIAS DE QUARTA ORDEM DO 0ODIGO TCM DO
polindmio atualiza o conjuntaS em cada iterségp. Cada EXEMPLO 1.
polindmio F¢(j), j = 2,---,L,, enumera sd@ncias que

i S={(pi(z),d})}, 1=1,2,34.
partem do estadoomdo DSE (estado 1) e terminam no estado 1]

ruim j em ¢ transi@es. O criério de parada do algoritmo,
aplicado nos poliémiosF¢(j), j = 2,--- , L, & baseado no
fato que o quadrado da distcia Euclidiana de um caminho
no DSE rao decresce com o comprimento do caminho. O
calculo do vetorF* & baseado em péncias da matriB. O
algoritmo proposto para calcular o espectrargesima ordem
€ resumido nos seguintes passos:
1 Faca/=1,S=0eF! =[0Bgzl.
2 Seexistirem percursos paralelos:
Ent&o calculeIl’ Ay, 1. Atualize o conjuntaS com
as menores diahcias Euclidianas quadrada e o
polindmios p; (x).

{(I, 10)7 R _}
{(x,10), (%,12), —, —+
{(x, 10), (222,12), (x>, 14), —}
{(z,10), (222, 12), (x3, 14), (z*,16)}
{(z,10), (222, 12), (423, 14), (42*,16)}
{(=, 10), (222, 12), (42>, 14), (72%,16)}
{(z,10), (222, 12), (42>, 14), (82%,16)}

tDOO\IO)U‘I-bw-;e\

O proximo exemplo ilustra o alculo do espectro de terceira
ordem de um @digo MTCM com percursos paralelos e com
duas transmiges (N. = 2) entre estados consecutivos da

3 Facal = ¢ + 1 e calculeF’ = F*~'B. trelica.
4 SeF‘(1) = 0: Exemplo 4: Considere um @digo MTCM com 4 estados,
Entdo va para o Passo 3. QPSK, N, = 2 e R. = 1,5 bits/ambolo [7, Cap. 7, p.

Caso contirio atualize o conjuntaS a partir de 278], conforme ilustrado na Figura 1. Ostulos deste codifi-
Ff(1), mantendo emS as n menores digtincias cador $o representados pelas matrizes de siAaiB, ..., H
guadradas e seus respectivos gios p;(x). Faga abaixo, cujo aimero de linhas indicam os percursos paralelos
F‘(1) = 0. e o0 rimero de colunas a®. transmisdes entre estados
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consecutivos do codificador.

0 0
A‘<4 4)’ B=

O =~

[\l
N—— N~

= O

Q
I
—
DN
DN
~
-l
I
AN~
o

N O

V. CONCLUSOES

Dois algoritmos foram apresentados para enumerar o espec-
tro de diséincias de @digos TCM. O primeiro calcula a fuaiQ
de transfegncia do 6digo e o segundo calcula o espectro
de n-ésima ordem. Tanmém foi mostrado um algoritmo que
realiza umpré-processamentda matriz adjagéncia do DSE,
gue tamém & totalmente matricial. A principal vantagem
dos algoritmos apresentadésa facilidade de implementag
usando qualquer software de compétsimiblica. E interes-
sante notar que estes algoritmos podem ser aplicados a outras
classes deadigos em trelica, tais como, espacial-temporal.

Aplicando o algoritmo verificamos que foram ne@&sU = REFERENCIAS

7 iteragdes. A Tabela Il ilustra a atualizag do conjuntaS =
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ESPECTRO DE DISARNCIAS DE TERCEIRA ORDEM DO ®DIGO MTCM DO
EXEMPLO 4
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Fig. 1. Trelica para o codificador MTCM do Exemplo 4.




