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Um Refinamento de Ćodigos Convolucionais
Puncionados
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Resumo— Uma nova classe de ćodigos convolucionais puncio-
nados (CCPs)é apresentada. Nesta classe, um CCṔe obtido a
partir do puncionamento de um ćodigo convolucional (o ćodigo
“m ãe”) periodicamente variante no tempo de taxa 1/2, sendo
que, dentro de um perı́odo, fases diferentes podem ter tamanhos
de meḿoria distintos. A nova classe compreende todos os CCPs
de taxa maior do que 1/2 j́a publicados, e cont́em novos CCPs
que podem oferecer uma melhor soluc¸ão de compromisso entre
complexidade de decodificac¸ão e desempenho.

Palavras-Chave— Códigos convolucionais puncionados, códigos
variantes no tempo, complexidade de decodificac¸ão, espectro de
distâncias.

Abstract— A new class of punctured convolutional codes
(PCCs) is presented. In this class, a PCC is obtained by
puncturing a rate 1/2 periodically time-varying convolutional
code (the “mother” code), where different phases within a period
may have different memory sizes. The new class encompasses
all previous PCCs of rate greater than 1/2 and contains new
PCCs offering a flexible choice of trade-off between decoding
complexity and performance.

Keywords— Punctured convolutional codes, time-varying co-
des, decoding complexity, distance spectrum.

I. I NTRODUÇÃO

UM código convolucional pode ser representado por uma
treliça semi-infinita que consiste, ap´os um breve transi-

ente, em c´opias concatenadas de uma estrutura b´asica chamada
módulo. McEliece e Lin [1] estabeleceram que o esforc¸o com-
putacional requerido pelo algoritmo de Viterbi para decodificar
um bit é proporcional ao n´umero de s´ımbolos codificados (no
módulo) por bit de informac¸ão. Chamaremos essa medida de
complexidade de trelic¸a, ou CT simplesmente. Um c´odigo
convolucional de taxaR = k/n e de comprimento de restric¸ão
ν pode ser representado por um m´odulo, que chamaremos
de módulo convencional, cuja CT cresce exponencialmente
com k + ν. Os códigos convolucionais puncionados (CCPs)
formam uma classe especial de c´odigos convolucionais em
que a decodificac¸ão de máxima verossimilhanc¸a, através do
algoritmo de Viterbi, pode ser realizada com uma trelic¸a de
baixa complexidade [2], cuja taxa exponencial de crescimento
da CTé de apenasν. Daı́ o interesse em CCPs, sobretudo nos
de altas taxas. Alguns dos melhores CCPs foram tabulados em
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[11]. Neste artigo uma nova classe de CCPs, que compreende
todos os CCPs de taxa maior do que 1/2 j´a publicados,
é apresentada. Nesta classe, um CCP ´e obtido a partir do
puncionamento de um c´odigo convolucional (o c´odigo “mãe”)
periodicamente variante no tempo de taxa 1/2, sendo que,
dentro de um per´ıodo, fases diferentes podem ter tamanhos de
memória distintos. Tal caracter´ıstica possibilita novos CCPs
nesta nova classe que podem oferecer uma soluc¸ão de com-
promisso mais refinada entre complexidade de decodificac¸ão e
desempenho. A complexidade de decodificac¸ão será expressa
pela CT. J´a o desempenho pode ser avaliado a partir do
espectro de distˆancias, visto que para um c´odigo convolucional
de taxaR = k/n a probabilidade de um evento de erro, para o
canal Gaussiano, com modulac¸ão BPSK, decis˜ao suave e alta
relaç̃ao sinal-ru´ıdo, é limitada superiormente por [14]:

PE ≤
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d≥dfree
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2Rd
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)
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onde Nd é o número de seq¨uências codificadas de peso
de Hammingd, Eb é a energia do sinal recebido por bit
de informac¸ão, N0 é a densidade espectral de potˆencia
unilateral do ru´ıdo, e Q(·) é a funç̃ao definida como
Q(s) =

∫∞
s e−t2/2dt/

√
2π. Portanto, o melhor espectro

(Ndfree
, Ndfree+1, . . .) é aquele que apresentar o maior valor

poss´ıvel dedfree e, dentre os espectros com o mesmodfree,
o melhoré aquele com os menores valores deNd. Em outras
palavras, o melhor espectro para uma dadadfree é o primeiro
na ordem lexicogr´afica. Tabelas ser˜ao apresentadas contendo
novos códigos com uma gama variada de CTs e de espectros
de distâncias, preenchendo assim lacunas deixadas nas tabelas
de CCPs encontradas na literatura.

II. M ÓDULOS DETRELIÇA E SUAS COMPLEXIDADES DE

TRELIÇA

A maneira mais direta de se representar um c´odigo convolu-
cionalé através do seumódulo convencional, que chamaremos
abreviadamente porMconv. Seja C um código convolucio-
nal sobre GF(2), com comprimento de blocon, k bits de
informaç̃ao, mem´oria total ν (onde ν é o menor inteiro tal
queC possa ser obtido por um codificador que requer apenas
ν unidades de atraso) e distˆancia livredf . C é então dito ser
um código convolucional(n, k, ν, df ). Quando desnecess´arios
para a discuss˜ao, alguns desses quatro parˆametros poder˜ao
ser descartados. O m´odulo convencional paraC consiste em
2ν estados iniciais e2ν estados finais. Cada estado inicial ´e
conectado por2k ramos direcionados aos estados finais, e cada
ramoé rotulado comn bits codificados. O m´oduloMconv para
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Fig. 1. (a) Módulo convencional comCT (Mconv) = 24 para um c´odigo
convolucional (3,2,2) que pode ser obtido a partir do puncionamento de
um código invariante no tempo de taxa 1/2; (b) M´odulo puncionado com
CT (MCCP ) = 12 para o mesmo c´odigo.

um código convolucional (3,2,2) ´e mostrado na Figura 1(a).
A CT de Mconv é dada por [1]:

CT (Mconv) =
n

k
·2ν+k (1)

sı́mbolos por bit, medida que cresce exponencialmente com a
taxa do código.

Todo código convolucional tamb´em pode ser representado
pelo módulo ḿınimo, queé obtido a partir da trelic¸a mı́nima
(ou treliça BCJR [7]) de um c´odigo de bloco associado
ao código convolucional, de acordo com um procedimento
apresentado por McEliece e Lin [1]. Para qualquer c´odigo
convolucional, o m´odulo mı́nimo é único, a menos de um
isomorfismo, e ´e também aquele com a menor CT. Por outro
lado, o módulo mı́nimo apresenta uma estrutura topol´ogica
bastante irregular, e que n˜ao pode ser pr´e-determinada a partir
de um dado molde imposto `a matriz geradora (formalmente
definida na equac¸ão (3) da Sec¸ão III). Dito de outra maneira, se
umúnico elemento dessa matriz for mudado, por´em mantendo-
se o mesmo molde imposto `a matriz, ou se uma permutac¸ão
dos bits de sa´ıda do codificador convolucional for realizada,
então o módulo mı́nimo para o c´odigo convolucional resultante
possivelmente ter´a uma topologia bastante distinta daquela da
treliça mı́nima para o c´odigo original.

Uma maneira de amenizar a complexidade em (1) para
códigos com taxak/n > 1/2, sem ter que lidar com as
dificuldades associadas ao m´odulo mı́nimo, mencionadas no
parágrafo anterior, ´e puncionar um c´odigo convolucional de
baixa taxa, ou seja um c´odigo convolucional(N, 1, ν), cha-
mado de c´odigo “mãe”, e adotar o seu m´odulo como estrutura
básica, a partir da qual se possa construir um m´odulo de baixa
complexidade para o c´odigo de alta taxa, que ser´a periódico
de per´ıodo k. Esse m´odulo, que ser´a chamado demódulo
puncionado, será denotado porMCCP . Pode-se mostrar que
o mesmo c´odigo representado pelo m´odulo Mconv da Figura
1(a) pode ser obtido a partir do puncionamento de um c´odigo
invariante no tempo de taxa 1/2. O m´odulo puncionadoMCCP

para esse c´odigo tem per´ıodo 2 (fases) e ´e mostrado na Figura
1(b), onde “X” denota um bit puncionado. Note nesse m´odulo
que, se n˜ao fosse pelo puncionamento na segunda fase, as
duas fases seriam idˆenticas, e assim o c´odigo seria invariante
no tempo. Na Figura 1(b), a primeira sec¸ão doMCCP — a
seç̃ao não puncionada — corresponde exatamente ao m´odulo

do código “mãe”. A grande maioria dos CCPs conhecidos foi
produzida a partir de c´odigos “mãe” invariantes no tempo
[2]–[4]. CCPs obtidos a partir de c´odigos “mãe” variantes
no tempo foram considerados pelos autores [8]–[10] e por
Bocharova e Kudryashov [11]. O resultado s˜ao CCPs com um
melhor espectro de distˆancias [9], [11] ou com uma menor
complexidade de trelic¸a [8], [10]. A CT de um CCP(n, k, ν)
qualqueré dada por [1]:

CT (MCCP ) =
n

k
·2ν+1 (2)

sı́mbolos por bit, a qual, parak > 1, é sempre menor do que
(1). Assim, temos que nas Figuras 1(a) e 1(b) as complexida-
des de trelic¸a são, para o mesmo c´odigo, CT (Mconv) = 24
e CT (MCCP ) = 12 sı́mbolos por bit, respectivamente. Na
próxima sec¸ão, códigos convolucionais periodicamente vari-
antes no tempo ser˜ao revistos, por´em numa forma mais geral
do que aquela apresentada em [5], [6]. A caracter´ıstica variante
no tempo encontrada nos c´odigos “mãe” apresentados em [8]–
[11] será refinada, permitindo que fases diferentes possam
ter tamanhos de mem´orias diferentes. As conseq¨uências desse
refinamento ser˜ao percebidas na Sec¸ão VII.

III. C ÓDIGOS CONVOLUCIONAIS PERIODICAMENTE

VARIANTES NO TEMPO

Sejamut uma k′-upla binária e vt uma n′-upla binária
que representam, respectivamente, o sub-bloco de d´ıgitos de
informaç̃ao e o sub-bloco codificado no instantet, ondet ∈
Z+. Por quest˜ao de conveniˆencia,u[ts,te) e v[ts,te) denotam,
respectivamente, as seq¨uências de entrada e sa´ıda no intervalo
de tempots, ts + 1, · · · , te − 2, te − 1. Assim, a equac¸ão
de codificac¸ão de um c´odigo convolucional periodicamente
variante no tempo (CCPVT)(n′, k′) de per´ıodo P (fases)é
dada porv[0,∞) = u[0,∞)Gescalar , onde

Gescalar =
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(3)

é amatriz geradora semi-infinitaou matriz geradora escalar
do CCPVT. Em (3),G[t]P

0 , G
[t]P
1 , · · · , G

[t]P
ν[t]P

são matrizes
binárias k′ × n′, chamadas desub-matrizes geradorasno
instantet, onde [t]P denotat ( mod P ) e é também um
ı́ndice defase, e νp é o comprimento de mem´oria da fase
p, que neste trabalho depende dep. QuandoP = 1, tem-se
um código convolucionalinvariante no tempo.
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IV. CÓDIGOS CONVOLUCIONAIS PUNCIONADOS

REFINADOS

A seguir, uma forma mais geral de um CCP — o CCP refi-
nado (CCPR) — ser´a descrita. Casos particulares ser˜ao opor-
tunamente apresentados. Considere um CCPVT de per´ıodo
P = l k e de taxak′/n′ = 1/2, onde l é um inteiro
positivo. Para se conseguir a taxa desejada, igual ak/n > 1/2,
devemos ter exatamentel(2k − n) fases puncionadas em um

bit e l(n − k) fases n˜ao puncionadas. SejamIP ⊂ ZP
def=

{0, 1, 2, . . . , P − 1} e IN = ZP \IP os conjuntos de ´ındices
das fases puncionadas e n˜ao puncionadas, respectivamente,
onde |IP | = l(2k − n) e |IN | = l(n − k). No módulo
para esse CCP, na fase puncionadap, p ∈ IP , existem2νp+1

sı́mbolos, e na fase n˜ao puncionadap, p ∈ IN , existem2νp+2

sı́mbolos. Portanto, a CT do m´oduloMCCPR, o módulo para
o CCPR de taxak/n obtido a partir do puncionamento de um
CCPVT de per´ıodo P = l k e de taxak′/n′ = 1/2, segundo
o procedimento acima, ´e dada por:

CT (MCCPR) = 1
l k

[∑
p∈IP

2νp+1 +
∑

p∈IC
2νp+2

]
(4)

sı́mbolos por bit. Considere um CCP convencional de taxa
k/n com comprimento de mem´oria ν cujo módulo, MCCP ,
tem CT dada em (2). Obviamente o m´odulo MCCPR será
menos complexo do queMCCP se νp < ν para pelo menos
uma fasep ∈ ZP , enquanto as outras fases tˆem comprimento
de mem´oria igual aν.

Exemplo 1:Considere um CCPR com os seguintes
parâmetros:R = 2/3, P = 4, l = 2, ν0 = ν2 = ν3 = 3,
ν1 = 2, e sub-matrizes geradoras: fase 0:G0

0 = [11], G0
1 =

[00], G0
2 = [01], G0

3 = [11]; fase 1:G1
0 = [1X ], G1

1 = [1X ],
G1

2 = [1X ]; fase 2: G2
0 = [11], G2

1 = [01], G2
2 = [11],

G2
3 = [11]; fase 3:G3

0 = [1X ], G3
1 = [1X ], G3

2 = [0X ],
G3

3 = [1X ]. O módulo MCCPR para esse c´odigo pode ser
visto na Figura 2.
Por outro lado, seνp > ν para pelo menos uma fase ent˜ao
existirá mais espac¸o para se encontrar c´odigos com melhor
espectro de distˆancias.

V. O CÁLCULO DO ESPECTRO DEDISTÂNCIA

Todo CCPVT pode ser equivalentemente descrito como um
código invariante no tempo [8]. Isso inclui, ´e claro, a classe dos
CCPRs (e, conseq¨uentemente, a classe dos CCPs), pois esses
são variantes no tempo. Por exemplo, o CCP associado ao
módulo puncionado da Figura 1(b) pode ser equivalentemente
representado pela trelic¸a invariante no tempo obtida a partir
do módulo Mconv da Figura 1(a). O c´alculo do espectro de
distâncias dos novos c´odigos apresentados neste artigo foi
baseado na trelic¸a invariante no tempo equivalente para estes
códigos. Segundo Tanget al. [13], o espectro de distˆancias de
um CCPVT obtido a partir da trelic¸a invariante no tempo ´e
pior, no sentido de que apresenta multiplicidades maiores, do
que o espectro obtido a partir da trelic¸a mı́nima para o mesmo
código. Isso segue do fato de que na trelic¸a invariante no tempo
os ramos s˜ao rotulados comn bits, enquanto na trelic¸a mı́nima
há apenas um bit por ramo. Fato semelhante ocorre com
relaç̃ao ao espectro de distˆancias a partir da trelic¸a puncionada.
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Fig. 2. Módulo MCCPR para o c´odigo convolucional puncionado refinado
do Exemplo 1.

Sendo assim, alguns CCPRs n˜ao puderam ser encontrados e,
conseq¨uentemente, n˜ao foram listados nas tabelas da Sec¸ão
VII. Naquela sec¸ão, foram listados apenas os CCPRs cujos
espectros, obtidos a partir da trelic¸a invariante no tempo, foram
melhores do que os CCPs listados em [11].

VI. A B USCA COMPUTACIONAL

Uma busca computacional exaustiva para se encontrar novos
CCPRsé impraticável. Por exemplo, o n´umero de maneiras
pelas quais o CCPVT descrito acima pode ser puncionado
para se alcanc¸ar taxak/n é precisamente:

(lk)!
(l(n − k))! × (l(2k − n))!

.

Apesar disso, uma busca computacional restrita a apenas
alguns padr˜oes de puncionamentos pode levar a bons c´odigos.
Restriç̃oes adicionais podem ser impostas que limitam ainda
mais a busca sem prevenir que bons resultados aparec¸am.
Por exemplo, se o objetivo for encontrar um CCPR com
complexidade menor do que a de um CCP com comprimento
de mem´oria ν, então podemos adotar as seguintes restric¸ões:

• Gp
0 6= [0 0], onde0 ≤ p < P , para se obter uma distˆancia

livre grande [12];
• νp ≤ ν, onde0 ≤ p < P , para se ter umaCT (MCCPR)

menor;
• νp + 1 ≥ νp+1, onde0 ≤ p < P − 1 e νP−1 + 1 ≥ ν0,

para se conseguir o casamento topol´ogico entre uma fase
e a seguinte no m´odulo.

VII. R ESULTADOS

Nesta sec¸ão são apresentados alguns CCPRs com com-
plexidades diversas. Alguns CCPs apresentados em [11] s˜ao
também listados, para fins de comparac¸ão. Os resultados s˜ao
apresentados nas Tabelas I-IV. Apenas o caso del = 1 foi con-
siderado. Tabelas adicionais, contemplando outras taxas, est˜ao
sendo elaboradas. Os comprimentos de mem´oria em cada fase,
(ν0, ν1, . . . , νP−1), a distância livre,df , a CT do módulo, as
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TABELA I

CCPRS PARA TAXA R = 3/4.

Memórias df CT Sub-Matrizes Geradoras Espectro

(3,3,3) 4 21,3 15,17,(17,15)a 29 0 532
(4,3,3) 4 32,0 (25,36),17,17b 10 42 194
(4,4,4) 4 42,7 31,31,(35,23)a 5 42 134
(4,4,4) 4 42,7 (27,32),37,27b 5 39 151
(4,4,5) 4 53,3 (35,26),25,61b 5 36 152
(5,4,4) 4 64,0 (65,46),27,37b 2 22 96
(5,5,5) 5 85,3 65,65,(47,61)a 13 71 326

aCódigo listado em [11].
bCCPR obtido neste artigo.

TABELA II

CCPRS PARA TAXA R = 3/5.

Memórias df CT Sub-Matrizes Geradoras Espectro

(3,3,3) 4 26,7 15,(15,13),(15,11)a 1 5 14
(4,3,3) 4 32,0 23,(15,13),(11,16)b 1 5 13
(3,4,3) 5 37,3 11,(37,22),(13,15)b 4 13 34
(3,4,4) 5 48,0 15,(37,24),(23,35)b 4 11 29
(4,4,4) 6 53,3 25,(35,21),(37,27)a 18 0 139

aCódigo listado em [11].
bCCPR obtido neste artigo.

sub-matrizes geradoras do c´odigo na forma octal e o espectro
de distâncias (três primeiras linhas espectrais) s˜ao mostrados
nas tabelas. Na coluna das sub-matrizes geradoras, os n´umeros
octais entre parˆenteses representam as fases n˜ao puncionadas.
Para o espectro de distˆanciasNdf

, Ndf+1, Ndf+2, o termo
Ndf+i representa o n´umero total de seq¨uências codificadas
com peso de Hamming igual adf + i, para i = 0, 1, 2.
Pode-se perceber a partir das tabelas que ´e poss´ıvel se
conseguir espectros melhores com pequenos incrementos de
complexidade. Esses resultados expandem consideravelmente
a classe dos CCPs e oferecem uma selec¸ão mais refinada de
relaç̃oes complexidade× desempenho. Por fim, um resultado
incidental. Na Tabela I, nota-se que um CCP de taxa 3/4 e
memórias (4,4,4) com espectro melhor do que aquele listado
em [11] foi encontrado com a busca realizada neste artigo.

VIII. C ONCLUSÃO

Neste artigo um refinamento de c´odigos convolucionais pun-
cionados, que oferece uma maior flexibilidade na escolha da
relaç̃ao complexidade× desempenho, foi proposto. Os novos
códigos são obtidos a partir do puncionamento de um c´odigo

TABELA III

CCPRS PARA TAXA R = 4/7.

Memórias df CT Sub-Matrizes Geradoras Espectro

(3,3,3,3) 5 28,0 13,(17,11),(17,13),(17,11)a 5 14 36
(3,4,3,3) 5 36,0 13,(32,25),(17,13),(17,11)b 4 12 29
(3,4,4,3) 5 44,0 13,(32,25),(37,26),(17,11)b 2 10 36
(4,4,4,3) 6 48,0 33,(32,25),(36,27),(15,16)b 28 0 163
(3,4,4,4) 6 52,0 11,(32,27),(34,27),(33,27)b 22 0 148
(4,4,4,4) 6 56,0 31,(31,25),(35,25),(37,35)a 8 30 52

aCódigo listado em [11].
bCCPR obtido neste artigo.

TABELA IV

CCPRS PARA TAXA R = 5/7.

Memórias df CT Sub-Matrizes Geradoras Espectro

(3,3,3,3,3) 4 22,4 15,(15,11),13,17,(17,11)a 17 49 205
(3,3,3,4,4) 4 32,0 15,(15,11),13,37,(33,35)b 11 56 166
(4,4,3,4,4) 4 41,6 25,(35,23),13,17,(33,35)b 6 40 148
(4,4,4,4,4) 4 44,8 33,(33,21),31,23,(33,35)a 2 27 109
(4,4,4,5,5) 4 64,8 33,(33,23),31,47,(75,46)b 1 21 83
(5,5,4,5,5) 5 83,2 75,(57,76),27,51,(67,51)b 16 67 275
(5,5,5,5,5) 5 89,6 75,(57,75),57,55,(67,51)a 10 45 202

aCódigo listado em [11].
bCCPR obtido neste artigo.

convolucional “mãe” periodicamente variante no tempo de
taxa 1/2, sendo que, em cada per´ıodo, fases diferentes podem
ter tamanhos de mem´oria diferentes. Logo, essa classe inclui
todos os c´odigos convolucionais puncionados j´a publicados
como casos particulares. Na nova classe, a complexidade da
treliça pode ser gradualmente incrementada, obtendo-se um
melhor espectro a cada novo incremento de complexidade.
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