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Um Refinamento de @ligos Convolucionais
Puncionados

Bartolomeu F. Ucba-Filho, Richard Demo Souza, Cecilio Pimentel, Andrei P. Legg, Marcel Jar

Resume—Uma nova classe de @ligos convolucionais puncio- [11]. Neste artigo uma nova classe de CCPs, que compreende
nados (CCPs)é apresentada. Nesta classe, um CC® obtido a todos os CCPs de taxa maior do que 1#& gublicados,

partir do puncionamento de um codigo convolucional (0 6digo & gpresentada. Nesta classe, um GEBbtido a partir do
“mae”) periodicamente variante no tempo de taxa 1/2, sendo

que, dentro de um perodo, fases diferentes podem ter tamanhos puncionamento de unodigo convolucional (o adigo “mée”)

de menbria distintos. A nova classe compreende todos os CCPsPeriodicamente variante no tempo de taxa 1/2, sendo que,
de taxa maior do que 1/2 @& publicados, e coném novos CCPs dentro de um peodo, fases diferentes podem ter tamanhos de

que podem oferecer uma melhor soli@o de compromisso entre mengria distintos. Tal caractestica possibilita novos CCPs
complexidade de decodificz@o e desempenho. nesta nova classe que podem oferecer uma &olde com-
Palavras-Chave- Codigos convolucionais puncionadosédigos  promisso mais refinada entre complexidade de decoghficac
variantes no tempo, complexidade de decodificao, espectro de desempenho. A complexidade de decodjficasea expressa
distancias. pela CT. & o desempenho pode ser avaliado a partir do
Abstract—A new class of punctured convolutional codes espectro de diaficias, visto que para unodigo convolucional

(PCCs) is presented. In this class, a PCC is obtained by - .
puncturing a rate 1/2 periodically time-varying convolutional de taxak = k/n a probabilidade de um evento de erro, para o

code (the “mother” code), where different phases within a period canal unssiaqo, com mOdLﬁm:BP_SK decis0 suave e alta
may have different memory sizes. The new class encompasseselago sinal-rudo, € limitada superiormente por [14]:
all previous PCCs of rate greater than 1/2 and contains new

PCCs offering a flexible choice of trade-off between decoding Ey
complexity and performance. P < Z NqQ <”2Rdﬁo ,
dzdfTee

Keywords— Punctured convolutional codes, time-varying co- . i o B
des, decoding complexity, distance spectrum. onde N, &€ o nimero de seggncias codificadas de peso

de Hammingd, E, & a energia do sinal recebido por bit
de informg@o, Ny & a densidade espectral de quutia
) ) unilateral do rudo, e Q(-) & a fun&o definida como

M codigo convolucional pode ser representado por Unegs) = [ e=*/2dt//2x. Portanto, o melhor espectro
modula. McEliece e Lin [1] estabeleceram que o esbocom- 5 melhore aquele com os menores valoresNg Em outras
putacional requerido pelo algoritmo de Viterbi para decodifica@avras, o melhor espectro para uma daga. & o primeiro
um bité proporcional ao urhero de shbolos codificados (N0 na ordem lexicogrfica. Tabelas sad” apresentadas contendo
maédulo) por bit de informg@o. Chamaremos essa medida dgoyos @digos com uma gama variada de CTs e de espectros

complexidade de trele&g ou CT simplesmente. Umodigo  de distincias, preenchendo assim lacunas deixadas nas tabelas
convolucional de tax® = k/n e de comprimento de restéic 4e CCPs encontradas na literatura.

v pode ser representado por unodauolo, que chamaremos

de nddulo convgng:ional, cuja QT cresce e_xponencialmentﬁ. M 6DULOS DE TRELICA E SUAS COMPLEXIDADES DE
com k + v. Os @digos convolucionais puncionados (CCPs) TRELICA
formam uma classe especial ded@os convolucionais em i . L,

que a decodificgo de naxima verossimilhar atraes do A Maneéiramais direta de se representar oaigo convolu-

algoritmo de Viterbi, pode ser realizada com uma teelite C|onal_e atra¥'s do seumddulo cpnvenuong@e chamarer_nos
baixa complexidade [2], cuja taxa exponencial de crescimerdgréviadamente podl..,,. SejaC um oddigo convolucio-

da CTé de apenas. Dal 0 interesse em CCPs, sobretudo nd&! sobreé GF(2), com comprimento de blogo & bits de

de altas taxas. Alguns dos melhores CCPs foram tabulados Bfffma&o, menoria total v (onder & o menor inteiro tal
qgue( possa ser obtido por um codificador que requer apenas
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(b)

Fig. 1. (a) Mddulo convencional conC'T (Mconv) = 24 para um odigo
convolucional (3,2,2) que pode ser obtido a partir do puncionamento
um addigo invariante no tempo de taxa 1/2; (b)oMilo puncionado com
CT(Mccp) = 12 para o mesmoadigo.

um addigo convolucional (3,2,2¢ mostrado na Figura 1(a).
A CT de M,,,, & dada por [1]:

E .2l/+k

CT(Mconv) = L

)

simbolos por bit, medida que cresce exponencialmente corff.

taxa do odigo.

do dddigo “méae”. A grande maioria dos CCPs conhecidos foi
produzida a partir de adligos “nde” invariantes no tempo
[2]-[4]. CCPs obtidos a partir deodigos “née” variantes

no tempo foram considerados pelos autores [8]-[10] e por
Bocharova e Kudryashov [11]. O resultadmsCCPs com um
melhor espectro de datias [9], [11] ou com uma menor
complexidade de trelec[8], [10]. A CT de um CCRn, k, v)
qualquere” dada por [1]:

n v+1
-2 (2)
gimbolos por bit, a qual, para> 1, & sempre menor do que
(1). Assim, temos que nas Figuras 1(a) e 1(b) as complexida-
des de trelja S0, para 0 mesmoodigo, CT(Mony) = 24

e CT(Mccp) = 12 simbolos por bit, respectivamente. Na
proxima se@o, @digos convolucionais periodicamente vari-
antes no tempo saorevistos, p@m numa forma mais geral
do que aquela apresentada em [5], [6]. A carastied variante

no tempo encontrada nosdigos “mae” apresentados em [8]—
[11] sed refinada, permitindo que fases diferentes possam
L tamanhos de meonas diferentes. As consegyicias desse
refinamento sed percebidas na S&e VII.

CT(Mccp) =

Todo ddigo convolucional tamdrh pode ser representado

pelo médulo minimo, que € obtido a partir da trelec mhima
(ou trelima BCJR [7]) de um adigo de bloco associado

ao @digo convolucional, de acordo com um procedimento Sejam u,

apresentado por McEliece e Lin [1]. Para qualquedigd
convolucional, o mdulo mhimo é Unico, a menos de um

isomorfismo, ee"tamlEm aquele com a menor CT. Por Outroz+ pgor questd de convemifcia,u

lado, o nodulo mhimo apresenta uma estrutura tapgita
bastante irregular, e quenpode ser @-determinada a partir

I1l. CODIGOS CONVOLUCIONAIS PERIODICAMENTE
VARIANTES NO TEMPO

uma k’-upla birdria e v uman/-upla birdria
gue representam, respectivamente, o sub-blocoigitos’de
informado e o sub-bloco codificado no instariteondet <

[te,t.) © V[, t.) denotam,
respectivamente, as séyicias de entrada eida’ no intervalo

de tempot,,ts + 1,--- ,t. — 2,t. — 1. Assim, a equdin

de um dado molde imposta matriz geradora (formalmentéyg cqgificago de um odigo convolucional periodicamente

definida na equa@w (3) da Seio IIl). Dito de outra maneira, se o iante no tempo (CCPVT), k') de perodo P (fases)e
um dnico elemento dessa matriz for mudado gmorhantendo- 4,44 POV(0,0) = U[g,0) Gescatar, ONdE

se 0 mesmo molde impost matriz, ou se uma permytae
dos bits de sa@a do codificador convolucional for realizada,
enfo o nodulo mhimo para o odigo convolucional resultante
possivelmente teruma topologia bastante distinta daquela da
trelica mima para o adigo original.

Uma maneira de amenizar a complexidade em (1) para
codigos com taxak/n > 1/2, sem ter que lidar com as
dificuldades associadas amdulo mhimo, mencionadas no
pardgrafo anteriorg puncionar um @digo convolucional de
baixa taxa, ou seja umodigo convolucionalN,1,v), cha-
mado de odigo “mde”, e adotar o seu @dulo como estrutura
basica, a partir da qual se possa construir uotluld de baixa
complexidade para oodigo de alta taxa, que seperddico
de perdodo k. Esse mdulo, que se&x’chamado demddulo
puncionado sed denotado poMccp. Pode-se mostrar que
0 mesmo odigo representado peloadulo M.,,, da Figura
1(a) pode ser obtido a partir do puncionamento de odigo

0
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g
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3)
invariante no tempo de taxa 1/2. Godhilo puncionadd/ccp €& amatriz geradora semi-infinit®u matriz geradora escalar
para esseadigo tem peiddo 2 (fases) @ mostrado na Figurado CCPVT. Em (3),G[Ot]P,G[f]P, e ,G[J[]t’fp sS40 matrizes
1(b), onde “X” denota um bit puncionado. Note nessedold  binarias ¥’ x n’, chamadas deub-matrizes geradoraso
que, se nd fosse pelo puncionamento na segunda fase,imstantet, onde [t]p denotat ( mod P) e € tamiEm um
duas fases seriamedficas, e assim codigo seria invariante indice defase e v, & o comprimento de meonia da fase
no tempo. Na Figura 1(b), a primeira,8@cdoMccp — a p, que neste trabalho depende geQuandoP = 1, tem-se

se@o rao puncionada — corresponde exatamente aduto” um addigo convolucionainvariante no tempo
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IV. CODIGOS CONVOLUCIONAIS PUNCIONADOS 0 ox

REFINADOS
100 00

A seguir, uma forma mais geral de um CCP — o CCP ref
nado (CCPR) — sardescrita. Casos particularesaeopor- o, 010
tunamente apresentados. Considere um CCPVT dedmer \v/ ' "
P = lk e de taxak’/n’ = 1/2, onde!l & um inteiro 11 \ 110
positivo. Para se conseguir a taxa desejada, ighgha> 1/2, N0 2\ N
devemos ter exatament&k — n) fases puncionadas em um A‘A’"A
bit e I(n — k) fases @b puncionadas. Sejaifp C Zp def & 3 N\ 001
{0,1,2,...,P — 1} e Iy = Zp\Ip 0s conjuntos dendices /A\ \ /\
das fases puncionadas empuncionadas, respectivamentew ‘
onde [Ip| = I(2k — n) e |Iny|] = l(n — k). No mddulo 10
para esse CCP, na fase punciongda € Ip, existem2v»+!1 o
simbolos, e na faseaw puncionada, p € Iy, existem2v»+2
simbolos. Portanto, a CT doedllo Mccpr, 0 médulo para 11 m 1 m
0 CCPR de tax&/n obtido a partir do puncionamento de umF, 5 Modulo M. » ucional onado refinad
CCPVT de peuédoP — 1k e de taxak’/n’ _ 1/2' segundo d:)gExémpIo l:.II"O ccpr para o odigo convolucional puncionado refinado
o procedimento acima dada por:

_ 1 vp+1 vp+2 . ~
CT(Mccpr) = 15 |Xperp 2 + et 2 } Sendo assim, alguns CCPRaonpuderam ser encontrados e,
, . . ) (4) consegéntemente, ad foram listados nas tabelas da, &ec
simbolos por bit. Considere um CCP convencional de taxg, Naquela sedo, foram listados apenas os CCPRS cujos

k/n com comprimento de mewnia v cujo modulo, Mccp,  espectros, obtidos a partir da treliovariante no tempo, foram
tem CT dada em (2). Obviamente codulo Mccrr S€B  melhores do que os CCPs listados em [11].

menos complexo do qué/ccp Sev, < v para pelo menos
uma fasep € Zp, enquanto as outras fasesrt’comprimento

de menoria igual av.
Exemplo 1:Considere um CCPR com o0s seguintes Uma busca computacional exaustiva para se encontrar novos

padmetros:R = 2/3, P = 4,1 = 2, vy = vp = v3 = 3, CCPRs€ imprati@vel. Por exemplo, ourmero de maneiras

VI. ABuscA COMPUTACIONAL

V1 = 2, e sub-matrizes geradoras: fase(@ = [11], GO = pelas quais o CCPVT descrito acima pode ser puncionado
[00], G5 = [01], G§ = [11]; fase 1:Gg = [1X], G| = [1X], para se alcams taxak/n & precisamente:
G} = [1X]; fase 2:G% = [11], G? = [01], G% = [11], (IK)!

G3 = [11]; fase 3:G3 = [1X], G3 = [1X], G} = [0X], T .
: — k) 2k —n))!

G3 = [1X]. O médulo Mccpr para esse adigo pode ser (ln = kDt 12k —n))

visto na Figura 2. Apesar disso, uma busca computacional restrita a apenas
Por outro lado, se, > v para pelo menos uma fase aot™ @lguns padsés de puncionamentos pode levar a batigos.

existirA mais espar para se encontrardigos com melhor Restri@es adicionais podem ser impostas que limitam ainda
espectro de diaticias. mais a busca sem prevenir que bons resultados ggrarec

Por exemplo, se o objetivo for encontrar um CCPR com
complexidade menor do que a de um CCP com comprimento

V. O CALCULO DO ESPECTRO DEDISTANCIA o ~ X L
] ) de menotia v, enflo podemos adotar as seguintes re®sc
Todo CCPVT pode ser equivalentemente descrito como um

P . ) . e Gh+£100], onde0 < P, para se obter uma désiCia
codigo invariante no tempo [8]. Isso inclei claro, a classe dos Iivore#g[ran]de [12]; sp<5Pp
CCPRs (e, consegntemente, a classe dos CCPs), pois esses '

. . ) « v, <v,ondel <p < P, para se ter um&'T (Mccpr)
sdo variantes no tempo. Por exemplo, o CCP associado ao menor-
s o ot S oo 4, 1 13, 0000 < p < Pty 412

bres P . emp X para se conseguir o casamento topgato entre uma fase
do médulo M,,,, da Figura 1(a). O aculo do espectro de .

oA . ) . € a seguinte no odulo.
distincias dos novosodigos apresentados neste artigo foi
baseado na trelécinvariante no tempo equivalente para estes
codigos. Segundo Targt al. [13], o espectro de diaticias de
um CCPVT obtido a partir da trebcinvariante no tempe ~ Nesta sego €0 apresentados alguns CCPRs com com-
pior, no sentido de que apresenta multiplicidades maiores, plexidades diversas. Alguns CCPs apresentados em §bl] s~
gue o espectro obtido a partir da trelionima para o mesmo tamtem listados, para fins de compgiac Os resultadosas™
codigo. Isso segue do fato de que na telitvariante no tempo apresentados nas Tabelas I-1V. Apenas o cagc=¢é foi con-
os ramos &0 rotulados com bits, enquanto na treicminima  siderado. Tabelas adicionais, contemplando outras taxase, est™
h&4 apenas um bit por ramo. Fato semelhante ocorre cepndo elaboradas. Os comprimentos de oréa€m cada fase,
relago ao espectro de distCias a partir da treicpuncionada. (v, v1,...,vp_1), a distincia livre,dys, a CT do nodulo, as

VIl. RESULTADOS
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TABELA | TABELA IV
CCPRs PARATAXA R = 3/4. CCPRS PARATAXA R =5/7.

[[ Memérias [ dy | CT | Sub-Matrizes Geradoraf Espectro || [[ Memérias | dy | CT | Sub-Matrizes Geradorag Espectro ||
(3.3.3) a4 | 21,3 15,17,(17,15) 29 0 532 (33333)] 4 | 224 15,(15,11),13,17,(17,10)| 17 49 205
(4,3,3) 4 | 320 (25,36),17,1% 10 42 194 (3.3.3.4,4)| 4 | 32,0 15,15,11),13,37,(33,35) | 11 56 166
(4,4,4) 4 | 42,7 31,31,(35,23) 542134 (4,4,344)| 4 | 41,6 | 25,35,23),13,17,(33,35)| 6 40 148
(4,4,4) 4 | 42,7 (27,32),37,2% 539 151 (4.4,4,44)| 4 | 44,8 | 33,(33,21),31,23,(33,35) | 2 27 109
(4,4,5) 4 53,3 (35,26),25,64 5 36 152 (4,4455)| 4 64,8 | 33,(33,23),31,47,(75,46)| 121 83
(5,4,4) 4 | 64,0 (65,46),27,37 22296 (5,5,4,55)| 5 | 83,2 | 75,(57,76),27,51,(67,51) | 16 67 275
(5,5,5) 5 | 85,3 65,65,(47,619 13 71 326 (5,5,555)| 5 | 89,6 | 75,(57,75),57,55,(67,51) | 10 45 202

aCadigo listado em [11].
BCCPR obtido neste artigo.

TABELA I
CCPRs PARATAXA R = 3/5.

[ Memdrias [ d; [ CT [ Sub-Matrizes Geradora Espectro ||

@33) | 4 | 26,7] 15(513),1510 | 1514 ter
(433) | 4 |320| 23(1513)(11,16) | 1513 tod
(343) | 5 |373| 11,37,22),(131%) | 41334
(344) | 5 | 480| 15,37,24),(23,3%) | 41129
(444 | 6 |533| 25(3521),(37.27 | 180139 trel

me

aCodigo listado em [11].
bCCPR obtido neste artigo.

(1]

sub-matrizes geradoras dodigo na forma octal e o espectro
de distincias (te5 primeiras linhas espectraisjostostrados [2
nas tabelas. Na coluna das sub-matrizes geradoragnosras
octais entre pamteses representam as fasas plincionadas. [3]
Para o espectro de distCias Ny, Na, 11, Na;+2, O termo
Na,+; representa o urhero total de seghcias codificadas 4
com peso de Hamming igual df + ¢, parai = 0,1,2.
Pode-se perceber a partir das tabelas gqu@ossiel se
conseguir espectros melhores com pequenos incrementos

e

aCadigo listado em [11].
bCCPR obtido neste artigo.

convolucional “ng@é” periodicamente variante no tempo de
taxa 1/2, sendo que, em cadaipd®d, fases diferentes podem

tamanhos de mama diferentes. Logo, essa classe inclui
0s os odigos convolucionais puncionadas publicados

como casos particulares. Na nova classe, a complexidade da

ica pode ser gradualmente incrementada, obtendo-se um
Ihor espectro a cada novo incremento de complexidade.
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