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Decodificacao de Sinais DTMF
via Transformada Aritmética de Fourier

J. B. Lima, R. M. Campello de Souza, H. M. de Oliveira e M. M. Campello de Souza

Resumo — Neste artigo, um novo método para a
decodificacdo de sinais DTMF ¢€ proposto. (0]
procedimento é baseado na Transformada Aritmética de
Fourier e é mais eficiente, em termos de complexidade
computacional, do que as técnicas usualmente utilizadas.
Sdo discutidos aspectos teoricos e fatores que influenciam

a eficacia, a precisio e a complexidade do método proposto.

Palavras-chave — DTMF, Transformada Discreta de
Fourier, Transformada Aritmética de Fourier, algoritmos
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Abstract — In this paper, a new method for the decoding
of DTMF signals is proposed. The approach, which applies
the Arithmetic Fourier Transform, is more efficient, in
terms of computational complexity, than existing
techniques. Theoretical aspects and features that
determine the accuracy and the complexity of the
proposed method are discussed.

Index Terms — DTMF, Discrete Fourier Transform,
Arithmetic  Fourier Transform, fast algorithms,
computational complexity.

I. INTRODUCAO

Em 1903, H. Bruns [1] desenvolveu um método para
o célculo dos coeficientes da Série de Fourier de um
sinal usando a formula de inversdo de Mobius. Nesta
técnica, posteriormente denominada Transformada
Aritmética de Fourier (AFT) [2], ha multiplicacGes
apenas por {-1, 0, 1} e possiveis fatores de
escalonamento. Em 1988, Tufts e Sadasiv [3]
“redescobriram” um algoritmo parecido com o original
de Bruns e o introduziram na Engenharia. Entretanto,
havia a restricdo de se admitir apenas sinais pares. Tal
limitagdo foi removida em 1990 por Tufts e Reed [4].
Em 1992, Reed e Shih [5] refinaram o algoritmo
anterior e propuseram a AFT Simplificada, que envolve
um calculo mais balanceado dos coeficientes pares e
impares.’

Neste artigo, ¢ apresentada uma aplicagdo do
algoritmo proposto por Reed e Shih: a decodificacdo de
sinais DTMF (Dual-Tone Multi-Frequency). Além de
sugerir uma implementacdo com processamento
paralelo, a AFT simplificada tem menor complexidade
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aritmética que suas versdes anteriores. Particularmente,
o numero de multiplicagdes envolvidas ¢
substancialmente menor que o necessario para realizar a
mesma decodificagdo usando FFTs ou algoritmos como
o de Goertzel [6]. Apés a introducdo da Transformada
Discreta ¢ da Transformada Aritmética de Fourier,
demonstra-se, na se¢do III, que a relagdo existente entre
essas ferramentas nos permite analisar o conteudo
freqiiencial de um sinal discreto no tempo. A seg¢do IV
contém, efetivamente, a proposta deste trabalho. Sao
apresentados os fundamentos que conduzem a escolha
de parametros tais como freqiiéncia de amostragem e
comprimento da transformada, para um caso especifico.
Esses fatores sdo alguns dos responsaveis pela precisdo
e pela complexidade da decodificagdo. A secdo V
apresenta algumas conclusdes e sugestdes.

II. A TRANSFORMADA ARITMETICA DE FOURIER

A simplificagdo do célculo dos coeficientes da Série
de Fourier de um sinal ¢ um dos pontos-chave deste
trabalho. A ferramenta responsivel por isto é a
Transformada Aritmética de Fourier. Esta secdo
apresenta, de forma resumida, a teoria que originou sua
versdo simplificada [5], algoritmo que serd empregado
na nova proposta para decodificag@o de sinais DTMF.

I1.1 Preliminares matematicos

Antes de se iniciar o desenvolvimento teérico da
Transformada Aritmética de Fourier, apresenta-se
algumas ferramentas matematicas envolvidas com sua
compreensdo e aplicagdo.

Definiciio 1 (Funcio de Mébius): A funcido de Mdbius,
U (n), é definida por

se n=1,

5|

g ,

u(n)a Et— 1)" se n =[] p;,onde os p; sao primos distintos,
=0 i=l

B) se p2 | n, paraalgum primo p.

Um importante resultado, baseado na defini¢do 1, ¢é
apresentado no teorema a seguir [4].
Teorema 1 (Féormula de inversio de Mobius para
séries finitas): Seja n inteiro e positivo e f, uma
seqiiéncia ndo-nula para 1 <»n < N e nula paran > N. Se
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V/nQJ
= Zf kn>
k=1
entdo
v/nJ
= Z “(m) mn *
m=l1
O
A seguir, define-se a Transformada Discreta de

Fourier (DFT), ferramenta de fundamental importincia
em Processamento Digital de Sinais [7].

Definicao 2 (A Transformada Discreta de Fourier):
Seja N inteiro positivo e v um vetor N-dimensional de
elementos reais ou complexos. A Transformada
Discreta de Fourier de v é um vetor ¥ N-dimensional,
cujos elementos sdo dados por

V[k]A z v[l -1 (D

A DFT inversa ¢ dada por
N1 2Ttki
; Tathiddly B -1. 2
v[l]ékzoV[k]expgj v E[ i=0,1,..,N~-1 ()

I1.2 Reed-Tufts

A AFT Simplificada é uma evolucdo do algoritmo
proposto por Reed-Tufts [4]. Este ultimo é considerado
aqui com o objetivo de facilitar o entendimento do
método de Reed-Shih.

Considere uma fungdo w(f) real com periodo 7 cuja
Série de Fourier ¢ finita (hipotese de sinal de banda
limitada), com N termos, e dada por

N N
v(t) =ay+ nZ:1an cosém;—m E+ nz:1bn seném;—nt% 3)

onde a) é a média de v(¢). Denota-se por v (¢) o sinal w(¢)
subtraido de sua média. Aplicando um atraso de a7 a
v (2), tem-se que

cos&ﬂ+ Zdn senBQ—H “)

nl n=l1

v(t+aT)=

onde |al<1 e

c, (O() =a, s(2T[nO() +b, sen(2T[nO() >
( ) -ay, sen(2T[n0( ) +b, cos(2T[n0() .

(5.2)
(5.b)

Definicéio 3: A n-ésima soma parcial é

— vmrmrﬂ (6)

*n _0 [n
onde |a|<I. O
Agora, deseja-se mostrar que ¢ possivel definir os

coeficientes a, e b, em funcdo de c,(a). Inicialmente,
expressa-se ¢,(a) em termos das somas parciais.

Teorema 2: Os coeficientes c,(a) sdo calculados
através da formula de inversdo de Mobius para séries
finitas (teorema 1) e sdo expressos por [4]

/0

es@)= 3 ul)si, (@) )

Além disso, os coeficientes a, e b, da série de Fourier
sdo computados por

an = Cﬂ (0) 2

bn :(—l)mcn %kl_'_z E n= 19-"9 N: (8)

onde k£ ¢ m sdo obtidos da fatoracdo de n na forma
2FQm+1). 0

A complexidade multiplicativa e a aditiva
(multiplica¢des e adigoes reais) desse algoritmo sdo
dadas, respectivamente, por

3
MR(N)=5N © AR(N):ENZ'

I1.3 Reed-Shih (AFT Simplificada)

Neste método, as somas parciais sdo redefinidas em
concordancia com as somas propostas por H. Bruns [1].

Definicio 4 (Somas de Bruns): A 2n-ésima soma
alternante de Bruns, B,,(0), ¢ definida por

Bz,,()éziz’zl VEL«*MTH ©)

O

Observando a defini¢do de c,(a) em (5.a) e fazendo

uso do teorema 2 e da definigdo 3, chega-se ao seguinte
resultado [5]:

Teorema 3: Os coeficientes ¢,(a) sdo dados pela
férmula de inversdo de Mdbius para séries finitas,

N/n[]

cn(@)= 3 1) By (@) (10)

I=13...
Observando a equagdo (5.a), pode-se distinguir duas
condigdes:

* a,=¢c,(0).
b,=c,(1/4n).

Utilizando estas duas condigdes de partida e o teorema
3, deriva-se o teorema que segue.

Teorema 4 (Reed-Shih): Os coeficientes de Fourier a,
e b, sdo avaliados por



XXI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES-SBT’04, 06- 09 DE SETEMBRO DE 2004, BELEM - PA

ag =%Igv(t)dta (11.2)
an = 510 B2 0): (11.b)
1=1,3...
b, = lu_ylz;"mu NS 5, (1 ani), (110)
paran=1,..., N. O

A complexidade multiplicativa e a aditiva desse
algoritmo sdo dadas, respectivamente, por

Mgr(N)=N e AR(N):%NZ.

O algoritmo proposto por Reed-Shih ¢ mais
“balanceado” que a versdo anterior, pois apresenta
esforcos computacionais similares para o calculo dos
coeficientes a, ¢ b,. Além disso, sua complexidade
aritmética é menor que a de seu antecessor.

III. A DFT E 0S COEFICIENTES DA SERIE DE FOURIER

Para estimar a DFT de uma seqiiéncia, a partir dos
coeficientes da Série de Fourier do respectivo sinal
continuo, € necessario que se encontre uma relacdo
entre estas duas ferramentas. Nesta se¢do, demonstrare-
se que ha uma correspondéncia direta entre elas. Isso
nos permitira gozar dos beneficios de baixa
complexidade computacional da AFT para calcular os
referidos coeficientes e, consequentemente, a DFT
associada aos mesmos.

Considere a expansdo em Série de Fourier de um sinal
continuo v(¢), de periodo 7, até o harmoénico de indice
N/2,

v(t) Oaq, + NZ/Z a, COSBZEH"' Nz/zbn senEQEB (12)
O7T 0O »= or o

n=1

onde N é par e todos os outros termos da série sdo
considerados insignificantes. Se N pontos igualmente
espagados sdo amostrados ao longo de um periodo de
v(f), origina-se uma seqiiéncia v[i]. O equivalente
discreto da expressdo (12) pode, entdo, ser escrito da
seguinte forma:

(N-2)/2 .
v[i]:ao +aN/2(—ly+ > a,ﬂos%@"‘

n=1

(N=2)/2 :
+ 5 bysenPif (13)

=1 oN O
Agora, considere o vetor V, correspondente a DFT de
comprimento N da seqiiéncia v[i]. Escreve-se cada uma

das componentes de V" sob a forma cartesiana, denotada
por

V[n] = De{V[n]} + j.Dm{ V[n]} >

e substitui-se na expressdo (2), que define a DFT
inversa (note-se que o indice de V, agora, é representado
por n). Apds realizar-se algumas simplificacdes
explorando as propriedades de simetria da DFT,
rescreve-se (2) da seguinte maneira:

—1¥ (N-2)/2 Tini
v[[]:@+7V[N/]2\J( l)l +% z De{V[n]}cosEQTg

i=

_awgre mni {} 14
N igo [Im{V[n]} sen@%@ (14)

Observando as expressoes (13) e (14), ambas
referentes a v[i], validam-se as correspondéncias que
seguem:

_ Vo] _rivig (15)
N

n

_20dvbd 20l L V=2 (16
N " N 2

De forma andloga, ¢ possivel mostar que, para N
impar,

0 =" (17)
N

a :M, b :—M, n=1., =D, (18)
n N n N 2

Além disso, para qualquer N,
ﬂa,%+b3 =£‘V[n]‘ (19)
N

IV. A AFT E A DECODIFICACAO DE SINAIS DTMF

Nesta secdo, apresenta-se o foco desse trabalho: o
emprego da Transformada Aritmética de Fourier na
decodificagdo de sinais DTMF. Para essa aplicag@o, sdo
apresentadas, também, as vantagens e restricdes que o
método determina. Objetivamente, o que se faz ¢
calcular os coeficientes da Série de Fourier que
correspondem as freqiiéncias mais proximas do sinal
DTME. Apés isto, através dos resultados da segdo III,
obtem-se as componentes da DFT do mesmo sinal
associadas a esses coeficientes, estabelece-se uma
medida de erro da estimativa e apresenta-se
possibilidades do uso de arredondamento no algoritmo
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utilizado. Inicia-se, entretanto, apresentando alguns
conceitos acerca do sistema DTMF.

IV.1. O sistema de sinalizagdo DTMF

O Dual-Tone Multi-Frequency (DTMF) é um sistema
de sinalizacdo usado em telefonia, que envia sinais na
faixa de freqiiéncia de voz. Cada sinal ou digito
corresponde a soma de dois tons senoidais, um de alta e
outro de baixa freqiiéncia, associados de acordo com o
teclado que a Figura 1 apresenta [8].

ootz ] | 2 3 A
me 4 56| B
s 7 89]C

941Hz 3R O # D

1209Hz 1336Hz 1477 Hz 1633Hz

Fig. 1. Teclado DTMF

Uma vez que o sinal DTMF ¢ recebido, seu conteudo
espectral ¢ analisado de modo que se possa identificar
que digito o mesmo representa. Esta analise pode ser
feita através do calculo de sua DFT, imaginando que
dispde-se de uma seqiiéncia gerada a partir da
amostragem de um sinal continuo. S3o observadas as
magnitudes das oito componentes associadas as
freqiiéncias fisicas mais proximas das freqiiéncias
DTMF. Entdo, conhecendo as duas componentes mais
fortes, realiza-se a decodificacao.

Um importante aspecto deste processo ¢ a forma como
se calcula a DFT. Usualmente, sio empregadas
transformadas rapidas de Fourier, FFTs, que admitem
apenas comprimentos que sejam poténcias de 2. Outro
algoritmo bastante usado ¢ o algoritmo de Goertzel,
particularmente adequado quando se deseja calcular

apenas algumas componentes da DFT de uma seqiiéncia.

IV.2 A freqiiéncia de amostragem e o comprimento da
transformada

O uso da AFT para analisar o conteudo freqiiencial de
um sinal discreto no tempo implica na escolha de alguns
pardmetros decisivos a precisdo e a eficiéncia
computacional do processo. O primeiro desses fatores
diz respeito a taxa de amostragem do sinal continuo
original. Fixa-se esta freqiiéncia em 8 kHz, um valor
usado em sistemas telefonicos reais.

Um outro pardmetro importante ¢ o comprimento da
transformada. Como comentado, precisa-se escolher um
unico valor de N que possa detectar, de modo
satisfatorio, as oito freqiiéncias DTMF. A relagdo

n=d, (20)
Js

onde f denota a freqiiéncia das raias espectrais do sinal,
f; € a freqiiéncia de amostragem ¢ N é o comprimento da
transformada, fornece-nos o indice n do coeficiente que
corresponde a f. Naturalmente, encontra-se um valor
nao inteiro para n. O mesmo ¢, entdo, aproximado e,
consequentemente,  identifica-se =~ também  uma
freqiiéncia aproximada. Isso nos permite definir um erro

relativo dado por

sl /-7
ER:?’

onde 7 ¢ a freqiiéncia aproximada. Calcula-se, também,

o erro relativo médio, £, obtido pela média aritmética
simples entre os Ey das freqiiéncias DTMF. A expressio
(21) nos fornece a raiz do erro médio quadratico
relativo:

o

RMSE = % (Ep-Ex V- 21
j

O indice j, variando de 1 a 8, corresponde ao Ey
associado a cada uma das oito freqiiéncias DTMF.

Determinar um comprimento que minimize E e
RMSE significa uma deteccdo com menor sensibilidade
a erros, sejam eles inseridos pelo sistema fisico ou pelo
algoritmo da AFT. Através de um procedimento de
busca, fixa-se N em 114, um valor que atende
satisfatoriamente ao que foi estabelecido acerca dos
erros.

IV.3 Aplicando a transformada aritmética de Fourier

Conhecendo os valores de N e f;, através da equagdo
(20), encontram-se os indices dos coeficientes
necessarios a analise desejada. As equagdes (11.b) e
(11.c) determinam as somas de Bruns que precisam ser
obtidas a fim de se calcular esses coeficientes. Os
resultados sdo apresentados na Tabela 1.

Observando (9), vé-se que cada soma de Bruns
também ¢é funcdo de a. Em (11.b) e (11.c), verifica-se
que esse parametro vale 0 (zero) no calculo das somas
referentes aos a, e 1/4nl nas que se referem aos b,, .

Um fator que também deve ser observado na equagéo
(9) ¢ a necessidade de se conhecer o valor do sinal em
instantes de tempo fracionarios. Como se dispde de uma
seqiiéncia, precisa-se realizar interpolagdes. O tipo de
interpolacdo escolhido influencia na inser¢éo de erro no
calculo das somas de Bruns e no custo de uma
implementagdo pratica do algoritmo. Aqui, este ultimo
foi implementado através de um programa em que
utiliza-se interpolagdo linear (1* ordem).
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TABELA |

FREQUENCIAS DTMF, iINDICES DOS COEFICIENTES
E SOMAS DE BRUNS ASSOCIADOS, f,=8 KHz, N=114

f(Hz) n Somas de Bruns
697 10 B20, Bso, B1oo, B14o, B22o
770 11 B2z, Bes, Bi1o, Bisa
852 12 Ba4, B72, B12o, Biss
941 13 Bag, Byg, Bi3o, Bisa
1209 17 B34, Bigz, Bimo
1336 19 Bss, Bii4, Bigo
1477 21 Baz, Biag, Baio
1633 23 Bue, Bisg
Para cada um dos 16 sinais DTMF, gerados

analiticamente através do programa, foram calculados
os coeficientes de indices apresentados na Tabela I.
Neste ponto, de acordo com a equagdo (19), ja se possui
resultados suficientes para realizar a decodifica¢do do
sinal, uma vez que o fator de escalonamento 2/N,
presente na mesma equagdo, em nada altera a analise. A
simulagio mostrou a eficicia do  processo,
decodificando cada digito corretamente.

IV.4. A complexidade aritmética

O ponto de maior interesse na proposta de se utilizar a
AFT para a decodificacdo de sinais DTMF ¢ a baixa
complexidade aritmética deste algoritmo. Baseados em
[5], chega-se ao nimero de multiplicagdes reais e ao
numero aproximado de adi¢des reais envolvidas no caso
analisado ao longo dessa secdo. A Tabela II apresenta
uma comparacdo entre a complexidade do método
proposto e a do algoritmo de Goertzel [6].

O numero de adi¢Ges necessarias para realizar a
AFT Simplificada, cerca de 2,5 vezes maior que no
algoritmo de Goertzel, ¢ amplamente compensado pela
consideravel diferenca no nimero de multiplicacdes,
cerca de 15 vezes menor. Um resultado semelhante ¢é
observado comparando a AFT com a FFT de Cooley-
Tukey. Para N = 128, poténcia de 2 mais proxima de
114, o algoritmo de Cooley-Tukey necessita de 712
multiplicagdes e 2504 adigdes [6].

TABELA 11

COMPARACAO ENTRE A COMPLEXIDADE DA AFT SIMPLIFICADA
E DO ALGORITMO DE GOERTZEL, f;=8 KHz, N=114

AFT Goertzel

Simplificada oertze
Multiplica¢des 56 904
Adigdes ~ 4500 1800

IV.5 Uma medida de erro

Como dito em IV.3, a necessidade de realizar
interpolacdes no célculo das somas de Bruns origina

erros nos valores encontrados para os a, ¢ b, . Com o
intuito de avaliar essa imprecisdo, utiliza-se a equagdo
(19) para fazer estimativas das duas componentes da
DFT que determinam cada digito DTMF. Por exemplo,
para o sinal que representa o digito “1”, estima-se V]10]
e V[17]. Os erros dessas componentes, em relagdo aos
valores exatos das mesmas, obtidos previamente por um
método direto, sdo dados por

- M . (22)

E
Rn ‘ V[n] ‘
Na equagdo acima, |V [n]| corresponde & estimativa da
amplitude da componente de indice » da DFT, enquanto
|V[n]| corresponde ao seu valor exato.

Apos se obter os Ep, para cada sinal, agrupa-se os que
correspondem a uma mesma freqiiéncia e calcula-se sua
média aritmética, Lz, . A Tabela III apresenta as
freqiiéncias DTMF e o erro de estimativa médio
associado.

E importante se entender que a medida de erro
apresentada na Tabela III sofre significativas variagdes
em funcdo da freqiiéncia de amostragem e do
comprimento escolhido para a transformada. O mesmo
acontece com a complexidade aritmética do algoritmo.
Pode-se, pois, variar f; e, particularmente, N, de modo
que a complexidade computacional e o erro de
estimativa inserido sejam balanceados de acordo com as
necessidades de um projeto especifico. Entretanto,
qualquer variagdo nesses pardmetros deve garantir,
dentro de certos limites, a decodificagdo correta dos
sinais DTMF analisados. Também ¢ interessante se
observar que a fase do sinal ndo altera o resultado de
sua analise, desde que se trabalhe com um namero de
pontos que nos permita extrair as raias espectrais
pretendidas.

TABELA 111

FREQUENCIAS DTMF, iINDICES DOS COEFICIENTES E ERROS DE
ESTIMATIVA MEDIOS ASSOCIADOS, f;= 8 KHz, N=114.

f(Hz) n Ep, x 107
697 10 3,41
770 11 3,01
852 12 3,69
941 13 4,14
1209 17 7,13
1336 19 991
1477 21 10,79
1633 23 13,10

IV.6 Arredondamentos na AFT

De acordo com o que foi descrito a respeito do
sistema DTMF, s6 deve haver dois harmoénicos fortes
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presentes num determinado sinal. Espera-se, portanto,
que suas outras componentes sejam todas despreziveis
diante do que se deseja detectar. Observando essa
caracteristica e o Teorema 4, pode-se imaginar que, para
o calculo de um dado coeficiente através da AFT,
algumas somas de Bruns representam uma contribuicao
insignificante para o resultado final e podem ser
desprezadas.

A Tabela I, por exemplo, mostra a necessidade de By,
B7,, Biao € Bigs para se calcular a componente de indice
12. No entanto, B;, é a uUnica soma associada a
componente de indice 72 que, como se sabe, ¢
irrelevante para qualquer digito DTMF. Algo
semelhante acontece com Bjy ¢ Big. Dessa forma,
calculando apenas By, (para o igual a 0 e 1/48) obtém-
se aproximacdes satisfatorias para aj, € bj. O controle
desse arredondamento pode ser feito calculando-se
previamente o valor exato dos fatores desprezados. Esse
mesmo raciocinio pode ser aplicado as demais linhas da
Tabela 1.

O procedimento descrito reduz ainda mais a
complexidade aritmética da AFT Simplificada quando
se deseja decodificar sinais DTMF. Se f; = 8 kHz e N
= 114, precisa-se realizar apenas 16 multiplica¢des reais
e cerca de 470 adicdes reais para o calculo das 8
componentes que correspondem as freqiiéncias DTMF.

V. CONCLUSOES E SUGESTOES

Este artigo oferece uma nova ferramenta para a
decodificagdo de sinais DTMF: a Transformada
Aritmética de Fourier. Foram discutidos seus aspectos
teoricos e alguns de seus aspectos praticos, bem como
suas vantagens e limitagdes. Apresentam-se resultados
que confirmam a eficacia do algoritmo e sua baixa
complexidade computacional, particularmente, seu
baixo niimero de multiplicagdes quando comparado a
outros algoritmos empregados na mesma aplicagao.
Estabelece-se uma forma de medir o erro inserido
quando se descja estimar a DFT a partir da AFT e
apresenta-se  uma  possibilidade do uso de
arredondamento no algoritmo proposto, o que permitiu
uma reducdo  significativa na  complexidade
computacional da decodificagdo de um sinal DTMF.

Em trabalhos futuros, espera-se refinar o método
proposto neste artigo, detalhando vantagens e restrigdes
de outras simplificagdes que podem ser realizadas.
Espera-se, também, explorar de forma mais ampla sua
sensibilidade a erros e apresentar sugestdes para sua
implementagdo pratica.
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