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Sobre um Algoritmo de @lculo da Transformada
de Fourier Fracioaria de Tempo Discreto

Carlos A. Ranrez Behaine e Luiz A. Baccal

Resume—Neste trabalho consideramos um algoritmo de conjunto dos autovetores da matriz associadeansforma@o
calculo da Transformada de Fourier Fracioraria em tempo discreta de Fourier, o que, @n, conduziu a algoritmos de
discreto. Apds uma breve introdug@o a esta generalizajo da alta complexidade operaciond, [13]

transformada de Fourier e suas propriedades fundamentais, O obietivo d t tudD do algorit
consideramos um algoritmo épido para o seu @lculo em tempo objetivo do presente eslu@o re-exame do algorimo

discreto com complexidade computacional semelhante a da FFT. Proposto em 14] que possui complexidade computacional
Mostramos que esta complexidadeé fruto da possibilidade compaavel a da FFT quando se usam amostras ¢ém=
de se descrever este algoritmo em termos de FFTs e IFFTs2r pontos. Para tanto, fazemos uma breve recapiolaia
precedidas por uma interpolago, o que permite que se avalie definiio e das propriedades da FRFT naZ®e, seguida
seu desempenho nugrico, expresso pelo seu figo intrinseco de - . h . !
quantizacdo em representages nunericas de ponto fixo. Estes da desgrlgo d0~ algoritmog em tempo d_|§creto na Seglll .
resultados permitem uma avaliaéio do compromisso entre a Na Se@o IV siao mostrados e exemplificados os resultados
duragdo do sinal e o comprimento da palavra em ponto fixo que associados ao mo de quantizéip observados, conforme
se necessita para um dadoiuel de precisio numérica desejada.  deduzidos da nova desdig do algoritmo. Na sé&s V,
Palavras-Chave- Transformada de Fourier Fracionaria, algo- finalmente, apresentamos as congessdeste trabalho.
ritmo r apido, ruido de quantizago
Abstract—This paper by reviewing the Fractional Fourier [I. NOCOESPRELIMINARES
Transform which generalises the conventional one due to Fourier, .
describes in detail a discrete time algorithm for its computation A- Definiges

which achieves high efficiency thanks to the iterated use the A transformada fracicaria de Fourier de graa da fun@o

FFT algorithm. Furthermore, this description allows estimating F(t) de tempo corhuo & denotada poF, & definida como
the algorithm’s numerical round-off errors under fixed point P POr (1

arithmetic showing the need to choose word lengths adequately [14]:
to suit signal duration and desired numerical precision levels. +o0

Keywords—Fractional Fourier Transform, fast algorithm, Fi(w) = / B® (w,t) f(t)dt (1)
quantization noise .

I. INTRODUCAO B (w,t) = A¢€[j”(”2 cot ¢t csc i cot 6] (2
. . i A e(—imsgn(sing)/4+j¢/2)

A exemplo da bem conhecida transformada introduzida por Ay = 73 (3)

Fourier (FT) no contexto da solfig andltica de equales |sin ¢

diferenciais parciais a coeficientes constantes associadasmaque
propagago do calor {], a transformada fracidmia de Fourier

(FRFT) com dormio continuo representou uma generaléaag ¢ o (4)
gue veio ajudar a resolver eqi@s diferenciais a coeficientes
variantes, muito comuns em Maatica Q@éntica P]. para0 < |a| < 2.

Vale ressaltar que a transformada fraéina de Fourier tem eneoll\(/irr;il i néﬁgg iga UF;E; grr:&;ufupfzocora;pr:%?oque
tido um rimero crescente de apliéss emoptica B], [4], P q na P P

na filtragem de sinaiss], em sistemas de comunidses B, Na Figural, ilustramos o comportamento da fasefge(w, t)

em redes neurais’/] alem da Meénica Qaéntica p], [8] de emNgfcgiZ di‘; Fl:;r:@a@ulns \{alg;efe?jiz(; f;)r(gri.sformada de
onde surgiu, sendo que novas aplieg no processamento d =L@

A ~ ~ . Fourier convencional, ou equivalentemente, pode-se dizer que
tempo-fregiéncia como radares e detéogde alvos o objeto a transformada de Fourierqconvencionébré Eada mais doq
corrente de estudd®].

De forma similara FT, cujo @lculo pético em sinais gue a transformada fraciaria de Fourier de grau um. Vale

e P : : inda mencionar restres r r Xignci
€ feito no dorinio discreto, introduziram-se formas para (Elle ?1?&”13 ;somZSr?]L:s ZZ t?ansforsncw)gdq;(é)e?:%l?riaere coi;wgna::ional
calculo discreto da FRFT associadas a apbescespeciais

[10], [1]]. Mais recentemente, foi proposta uma defimignais [19.

geral para a FRFT em tempo discreto tendo como base c}) Principais Propr|eda~des:P0£JIe-se Interpretar a FRFT
como um operador de rot@ag peloangulo¢ no plano tempo-
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Como tal, as principais propriedades da FRFT, representadas
pelo operadoi™® sao semelhanteds de uma rotdp, istoé:

1) Existe elemento neutro: Xa+1 ‘XI =in
F¥% =] kinZ (5) ¢

2) Aditiva:
FOFP = poth (6)

3) Inversio temporal

F2—R (7) / 7 .
comR f(t) = f(-t)

Além disso, F*! reduz-se a  transformada
convencional.Podem-se ainda associar a valores negativos de
a as transformadas fraciarias inversas de Fourier (IFRFT),
ja queF? = Fep—e,

I1l. ALGORITMO RAPIDO EM TEMPO DISCRETO

Ha duas formas comuns para @laulo da FRFT: (a)
mediante o alculo nunérico direto da integrall) que possui
alta complexidade? (N2), alem de ter preciBo dependente Fig. 2

da escolha do intervalo de amostragem e (b) aproximando o FRFTcoMO PROJE©ES SOBRE EIXO NO PLANO

kernel atra@s de uma expage em g&rie (em fungo dea). Em TEMPO-FREQUENCIA.
[14] foi proposta uma aproximag para o alculo da FRFT ba-

seada no segundo metodo que pode ser implementadastrav

de um filtro multitaxa com complexidad® (N log, N), tendo

como donfnio de validade a faix@.5 < |a| < 1.5, para a qual €M que:

a fase deB“ (w,t) & aproximadamente linear. Outros valores A,

da FRFT coma arbitrario podem ser calculados usando a Ape = A 9)
aditividade do operador, i.e. dE® = Fe 'F! ou F® =
Fatlp—1 € um escalar e
E posével mostrar (Eq. (29) em1H]) que um vetor gm:gjﬂtanwﬂ)(m/%f (10)
f. contendoN amostras de uma fudg f(¢) no intervalo
[-A/2,A/2] tem sua FRFT em tempo discreto dada com- R, = ei™cscé((m—n)/28)? (11)
pactamente por: ‘ i
v gnJa (fo) = e Iman(@/2/2R)7 7, (£ ) (12)
F[‘}] (%) = Apcgm Z Rongnda (fe) (8) sao vetores com®N amostras espacadas 9% os indices
n=—N nem € {=N,...,0,...,N —1,N}, e o operadot/s (f.)

representa interpolag por 2. Estritamente, &y-ésimo ponto

€ obtido por extrapold@p.

Comportamento da fase do Kemel da FRFT
20 T . -

Note que 8) segue de forma imediata da discret@age
0 \ | (1), levando em conta a identidade:
= =
0 Y cot ¢ —cscop = — <C(?;¢) = —tan (¢/2) (13)
" ., : Sin
40 / 1
‘n’g w0 sendo que a interpolag em B) se justifica pela necessidade
e de uma amostragem suficiente no plano tempo-&eqia fL4].
80 Desde que as amostras da faagnterpoladal; (f.) exis-
— »=0.1 N N d ~ d
O I DOy tam entre— (%) e (5%), as soma da equag @) se reduz
— o=l a uma convolugo:
120} o zz; 5 m
140 1 1 L F[(}] (ﬂ) = A¢cgm {hm * (g’"LJQ (f(/))} (14)
-2 15 05 0 05 1 15 2
a Grau
gue se executada com $eqciash’ e ¢’ de igual comprimento
Fig. 1 conduzema convolu@o circular

FASE DO KERNEL DA FRFT COMO UMA FUNCAO DE a

F (%) = Agegm {h, ® g1}

(15)
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A interpolag@o J; (f.) pode ser feita de diversas formas.
com Um modo conveniente e ecimico & utilizando a FFT para
Wy @ Gy = F " (F (R) - F (9i—a)) (16) sobre amostraf. no tempo, conformelf7], introduzindo-se

o o _ zeros na FFT d€; seguida de sua anti-transforraac:
As sediénciash’ e ¢’ sdo dclicas de comprimentod/, =

Nh,,+Ng,. 1.(7.)—1,COMNy;, €N, ;. representando os
comprimentos dos vetores subscritod e N. Adicionando
zerosas segéncias definidas emi ) de tal modo queV, seja
uma poéncia de 2, obtemos:

F.(1,..,N/2)
Jo (f)=F~! On (19)
F.(N/2+1,..,N)

m em queF, (1,...,N/2) sdo os termod, ..., N/2 de F(f;) e

i (K) = Apcdm {f_l <f(h;n)Nc F (g;nfd)Nc>} F.(N/2+1,..,N) os termos restantes conforme ilustrado
(17) na Figura4.

Como a FRFT assim obtida tem taxa duas vezes maior a

requerida, basta decara por dois: fc
a (T _ a (M INTERFOLA CAO
£y (5) = 02 (i (35) (18)
denotando-se esta opeacpor D; (e). FFT ¢ ¥

O conjunto de termos das fubesg,,,, g, € h,, constituem
seq&ncias conhecidas e podem se-palculadas. Am disto,

gm tem os mesmos termos do qug. E facil ver ainda que Mt
estas sdifncias possue@N termos a menos dé,, que TFFT
M M1
conta com4N termos porque percorre a convdiwg Pode- | | St
se portanto estruturar o algoritmo de forma paralela conforme Fe o [,
o diagrama da Figura. g4 [y g
I
£t :
(7) 7 ()
Fig. 4
DIAGRAMA MOSTRANDO A INTERPOLAGCAO DE f.(k) USANDO
FFT.

A | |
X A. Complexidade Computacional
BLOCO DE CONVOLUGED Supondo que os vetorés,, g, € 0 escalard,. sejam pé-
FFT FFT i calculados, a complexidade computacional do algoritma ser
e | T T BPRRR dominada pelas operdgs de interpoldp e convolugo, de
by | O 0/1{f)2,|0 onde obtemos que:
aw N g=N iV b,
¢ . ¢ 2 Vil Orrrr = 0, + Og + 04, gm (20)
ﬂ""pl’ ."')_(\ M| 1'1-"'".:-\
Com a interpolago da figura4 sobre os termos reais e
IFFT Ne imaginarios, tem-se:
Oy, =2(Nlogy N + 2N log, 2N) (21)
seguida de
" 2N)
[T [ 2N +2Nlog, (2N) +
W61 4, Bu Op = ( 8N + 8N log, (8N) — 6N ) (22)
) comOya,.gm = (2N) que produz
ﬂ"' Oprrr = 16055 + 34N (23)
i
F ou seja, uma complexidade algoritmica da mesma ordem,
porem 16 vezes supericd da FFT, conforme ilustrado na
Fig. 3 Figurab.
DIAGRAMA DE BLOCOS DA FRFTEM TEMPO DISCRETQ O pior caso para a complexidade computacional corres-

ponde aos valores de fora do intervalo0.5 < |a| < 1.5,
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Estes resultados indicam um compromisso entre a comple-
xidade computacional e o erro de quant@acuma vez que
ambas &o fun@es momtonas crescentes dé. O comporta-
mento destas fulgs esi ilustrado na Figur&a.

IV. ANALISE DO RUIDO DE QUANTIZAGAO Para reduzir o erro de quantiZagnuma FFT, podem-se

Comoé usual no contexto de modelagem line][fazem-  intercalar divisores por dois de forma a escalonar o sinal antes
se as seguintes fopeses quanto a o na séda de cada dos produtos em que se fazem neaess arredondamentos.
multiplicador: A exemplo de 25), isto conduz a umadfmula geral para a

. O riido de quantizaip & aditivo branco estaciario Variancia do rido de quantizego em termos divg, (n) ([18],

e uniformente distribuido no intervalo de quant&ag Eq. 9.103, pg. 638):

)
(-5, 3] o , Eqrpr = 4 (1 - 0.510g2<">) o? (29)
o Os erros de quantizag €0 descorrelacionados com a

para os quais torna-se necass usar a aditividades] dando
lugar a:
OFRFTya = 170pFr + 34N (24)

entrada do quantizador correspondente.
A formula geral da vadincia do rido de quantizgpp gando uma FFT devidamente escalonada, exibe ddo rde

por ponto na saa da FFT (comn = 2P pontos) usando quantiza@o com varancia dada por:

decima@o temporalé determinada pelo efeito aditivo das
(n — 1) "borboletas”, dada por (8], Eq. 9.92, pg. 634):

EQFFT = (TL — 1) O’?

Assim, numa aalise amlogaa anterior, a FRFT empre-

EqFRFT ~ 4 (64 (1 — 0_510g2(N—1)) (1 _ 0.5103;2 N)2 + 2)

(1—0.5"828V)) 52
(30)

em que

(&) Algoritos FFT e FRFT

52 52 2—2b
2 _ —_— = — = —
% =1 (12) 3 3 (26)

com § = 2~ para uma palavra de-bits em ponto fixo. No
caso da FRFT, tem-se uma topolog@is-paralelo com uma
configura@o empregando arias FFTs, como se ilustra nas
Figura3 e 4. Consequentemente, oido de quantizeégo por
ponto na sila associados interpola@o no caso presente,
excluindo as borboletas zeradas, tem ameia:

Eqj, = (N —1)No? (27)

425

waridncia do nuido de quantigdo por ponto na zaida

~# Eleger
—2— Eleery

=16 hits

e ==t A A
23263 128 256 512
N Comprimento do vetar fc

implicando que o rido na s&a da FRFT tenha vamcia:

E ~ (N —1)N? +2) (8N) o} 28 _
4FRFT (( ) * ) ( ) b ( ) . w10® (B Algoritmos FFT & FRFT com pre-escalonamento
w10’ 0() dos algoritmos FFT e FRFT g; 2097 + *** ............ R 1
3 : : s "
o : i | % B
25 |8~ o) ya O i
- - Opper Y AR ¥
_5 —A— OFFT % b =16 hits
5 2 / ] 8
o /  ulicif i
Eoc / 23E 128 256 512
% / i M Comprimento do vetor f,
2 /
L) L 4
—_ ! / Lk Fig. 6
= /g/ VARIANCIA DO RUIDO DE QUANTIZAGAO DA FRFTE FFT ()
05t R . COM PREESCALONAMENTO (B).
W
0 e :
23284 128 256 512 gue & mostrada na Figurdb comparativamente ao caso ante-

M Comprimento do vetor f

rior. Como se pode observar das ediex;9) e (30), embora
o processo de escalonamento nas FFTs reduza @neaido
ruido na FRFT, esté ainda cerca de 66 vezes superior ao da
FFT quandoN — oo como se ilustra na figuréb.

O comportamento da FRFT quantizadd € 64) pode ser
apreciado na Figurd em que a transformada de um pulso

Fig. 5
COMPLEXIDADE OPERACIONAL DOS ALGORITMOSFFT, FRFT
COMPARATIVAMENTE A O(N?).
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gaussiano (que resulta teoricamente num outro pulso gaussideloM. Martone, “A multicarrier system based on the fractional fourier
para qualquer valor de) tem seu valor afetado ao efetuar os
calculos com prec#&o em ponto fixo menor do que 16 bits. 7]

(8]
Comportamento do algoritmo rapido FRFT quantizado [l
1 T . 8 . . T
Nt O Teotico
nak L2 ] *  Ponto flutuante -
+ Ponto fixo b=16 hits [10]
gt B, & + Panto fixo b=6 bits
i E [11]
- O T r # ' ] T
T 08¢ : . [12]
;; . 5, L1
‘“f . sl [13]
04l . ] |
03tk Lo B 5, i [14]
02 L o R .35 * N i + 2
++++ +, ok o+ ¢ + _*_.'_++_'_+ [15]
01r * + + " + i + + T
A A T e
0 omneeesonssisets . . o a abatte
0 10 20 30 40 50 60 10
N amostra [17]
[18]
Fig. 7

COMPORTAMENTO DO ALGORITMO RAPIDO FRFT QUANTIZADO

DE N = 64 AMOSTRAS

V. CONCLUSOES

Neste trabalho calculamos de forma detalhada a comple-
xidade computacional de um algoritmo dalaulo da Trans-
formada de Fourier Fraciania. Isto permitiu uma avaliag
do erro de quantiz&p que se observa em preuws finita
mostrando que para sinais de d@madpica (N amostras)y
necesario fazer uma escolha judiciosa do comprimento das
palavras em ponto fixo a serem usadas para que se possa obter
0 desempenho nugnico desejado.
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