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Gera@o de uma Distribuio Discreta Usando
Moedas Desbalanceadas
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Resume—A geragio eficiente de uma distribui@o de proba- valores equipro@veis, podem ser simulados em um intervalo
bilidade discreta & de interesse atual nasareas de criptografia de tempo limitado usando lancamentos de apenas um tipo de
e de gerago de rimeros aleabrios, para testes e simulao \hneqa com distribup racional apropriada de cara e coroa,

de sistemas de comunicdips. Neste trabalhoé apresentado ; , ncia de 2 (71 t 2
um algoritmo para gerar uma distribuicdo discreta atraes S€ € ® S&0N € Uma paencia de ([7], teorema 2), e que um

do lancamento de duas ou mais moedas, sendo algumas delaglado honesto de faces sempre pode ser simulado usando
desbalanceadas. Em particular, esta abordagem contribui com duas moedas, com distrib@ig de cara e coroa apropriadas,

uma solugo alternativa do problema chssico da gerago de ysando no raximo [2log n]+1 langamentos, ondgr] denota
uma distribuigc@o discreta uniforme usando duas ou mais moedas 0 menor r@imero inteiro maior ou igual a.

desbalanceadas. Um dos resultados obtidos por Gargano e Vaccaro [14] foi a
Palavras-Chave-Geracao de rumeros aleabrios, criptografia, melhoria de tal cota. Atrdés do algoritmo proposto em [14], a
teoria da informagao. gera@o de um dado honesto defaces usando duas moedas,
i Abtf”s’ﬂct—,“;e efficient ge”?ratliqon of a ?iscrete proﬁabi”ay sendo uma delas honesta e a outra co@s,é feita com um
istribution is of current interest in the areas of cryptography an . c o :
random number generation. This paper presentsye?n zglgop:it)rqm for NUMETO MAXIMO de lancamentos igual a
generating a discrete distribution using two or more coins, being
one of them unbiased. In particular, this approach contributes
to an alternative solution to the classical problem of generating
a discrete uniform probability distribution using two or more
unbiased coins.

1+ [logn| + [log(n — 21°8™)] + pu(n) &)
e um rumero nédio de lancamentos igual a

1+ |logn]| + (21’“’(")/71)([10g r(n)]gﬂog r(n)]
Keywords— Random number generation, cryptography, infor-
mation theory —r(n)([logr(n)] — pw(n))),

)

ondepw(n) =max{i : 2 dividesn} (Teorema 1, [14]).
|. INTRODUCAO Na Se@o Il introduzimos um novo algoritmo para a geiag
de uma distribuido de probabilidade discreta atesv do

q 2 p(;pblema da %er;lxp de uma d'gt”bu@ de zrozablb“-l lancamento de duas ou mais moedas, algumas delas com
ade |sgreta usando an_gamAentlos € uma moeda deshalgpg “(ou desbalanceadas). Cemvressaltar que o algoritmo
adaé antigo e de grande impartcia nasareas de criptografia

d 0 de o] p tost 'groposto por Gargano e Vaccagoespetfico para uma dada
€ de gerago de WMEros alearios, usados para 1esles &geplha de moedas. Nge@o Il a aplicaéo deste algoritmo
simulago de sistemas de comunifag, assim como em

i ¢ licd tacionais 4 i< d ; sed ilustrada atra&s de exemplos, nos quais gera-se uma
muitas outras aplic@s computacionais.amais de quaren 2 distribuicio de probabilidade uniforme usando duas moedas,

anos von Neumann [1] introduziu um algoritmo simples Pa{fina honesta e outra desbalanceada. FinalizandSega IV

gérar uma safgncia ?_e (;)Itsi estat|st|ctanéente mdepegdentg resentaremos algumas condks sobre este trabalho, assim
e equiproaveis a partir do langamento de uma moeda cogy .., sugegies para pesquisas futuras.

vies desconhecido. A partir famuitos pesquisadoreg€rh
considerado o problema e estudado a devage varmveis
aleabrias uniformes sob diferentes pontos de vista [2]-[6],[8]- Il. NOVO ALGORITMO

[13]. _ ) O algoritmo introduzido em [15] trata de um esquema
Basicamente, dois aspectd@devados em conta neste tipQje substituigo homobnica no qual cada palavra Bia de
de problema: a gerég considerando um tempo limite curtthomofonema tem comoirabolos varaveis aledirias inde-
(short bounded time) ou mais tradicionalmente considerangéndentes e identicamente distidms, obedecendo a uma
um tempo esperado curto, que &e& nosso caso. Feldmangistribuicio de probabilidade arbéitia. Em outras palavras,
et al. [7] provaram em seu trabalho, entre outros resultad@$ta da geraigo de uma distribuio de probabilidade discreta
que os resultados do lancamento de um dado honesto dgiraves do uso de apenas uma moeda cods.vi
) ... MIN-ENT por passo apresentado em [15], a fim de gerar uma
Danielle P. B. de A. Camara, Valdemar C. da Rocha Jr eili6ec distribuicio di ili do d . d
Pimentel, Grupo de Pesquisa em Comuries;- CODEC, Departmento .I,Strl uiao discreta, uti 'Zan_o uas ou ma|§ moedas com
de Eletbnica e Sistemas, Caixa Postal 7800,Universidade Federal de R@S, obtendo resultados equivalentes aos obtidos por Gargano

ver@ufpe.br e cecilio@ufpe.br. Os autores agradecem ao CNPq

pelo 4 o o
apoio parcial recebido atrés dos projetos 141215/2002-0, 304214/77-9 & dIS_trIbUIQaO d_e cara e coroa dependente rjecomo no
300987/96-0, respectivamente. algoritmo sugerido em [14].
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A. Descrigio do algoritmo — u3

O algoritmo aqui proposto segue essencialmente os mes-

. — 1/3—]
mos passos daquele apresentado em [15] com a importante

distingdo de que, ao irfds de usar apenas uma moed# s 12 - u4
usadas duas ou mais moedas e a cada passo observa-se qual @3.173) - o
moeda deve ser escolhida para langamento, levando em conta 1/6

—[u6] us

a minimiza@o da entropia naquele passo.

Sejamm, = {p1,1 —p1}, ma = {p2,1 — p2}, ..., my = - — 1/3 —
{p-,1 — p,} as distribui@es de probabilidade das moedas e 12 7 w6
Py = Py(uq),...,Py(uk) a distribui@o de probabilidade a @/3,1/3)
ser gerada. — w

Segue-se a descéig do algoritmo proposto.

. Fig. 1. Arvore Al referente a=6.
1) Lancar cada uma das moedas, associando a cada uma

delas umaarvore. -
2) Para cada uma dasvores, verificar se a maior proba- 7
bilidade dos ramo& menor ou igual ao maior valor de 1/3
Lo = {Py(u1), Py(us), ..., Py(uk)}. L us
(Obs: Depois da primeira iterag sea considerada uma 2/3
expres&oT’, em substituigo al'y, a qualé descrita em [ us
detalhes no @ndice.) @3.13) 173
a) Se alguma(sarvore(s) verificar(em) esta condit, — u6
manter a(s) mesma(s) e eliminar as outras. Con- —— 7 4
tinuar o algoritmo aplicandas arvores que foram 13—
mantidas o procedimento indicado no&mlice A.
b) Caso confario, ir para o passo 3. 7 -

3) Fazer a expa@® de cadarvore, considerando todas agig 2. Arvore A2 referente ai=6.
moedas. Ir para o passo 2.

Ill. EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

4/9
A titulo comparativo, iremos aplicar o algoritmo pobsn
sugerido usando as moedas que seriam usadas no algoritmo
de Gargano e Vaccaro para a gé@age uma distribuéo de
probabilidade uniforme usando duas moedas, uma honesta e @313 —2/9
outra com distribuigo dada por
L — 2/9
(2r log r(m)] /1 — gMlogr(m)] /m) ’ 3) 1/3(2/%
L1

onden = 2'm er(m) = m—2l°¢™) Observando que o valor

de n usado em [14] refere-se ao produto de uma&poia de

2 por um rumeroimparm. Fig. 3. Arvore A3 referente a=6, eliminada por &o atender o ciétio de
Chamamos ate@p mais uma vez para o fato que o aldiferenca rinima.

goritmo aqui proposto funciona para qualquer escolha das

moedas, enquanto o algoritmo proposto por Gargano e Vaccaro

é espeifico para uma dada escolha de moedas. maior que 1/6, diferentemente do que ocdneas outras duas
Exemplo 1:Consideremos, = 6, logo as moedas a serenfrvores. Desta forma, arvore A3é eliminada. o
usadas s@0om; = (1/2,1/2) ems = (2/3,1/3). Segue-se com o algoritmo, resultando assim duadveiss

Pelo primeiro passo do algoritmo, observamos (@ > érvore& arpb_as com mesmo comprimentedin E[T7] e com-
1/6 (Arvore A1, mostrada na Fig. 1.)%/3 > 1/6 (Arvore A2 Primento naximo Ly,.., dados por:
e Arvore A3 mostradas, respectivamente, nas Fig.2. e Fig.3.),
desta_l formae_nege%na a expargo. ] E[T] = ZP(I)ZT(I), 4)
Feita a primeira expa@® observa-se naarvores Al e -
A2 que as maiores probabilidades obtidas airita maiores
que 1/6, sendo assim necésa mais uma expabe desses
elementos. Observa-se taemb que se expandido obnda ondep(x) & a probabilidade da ségncia de cara e coroa
arvore A3 cuja probabilidadé 4/9, seja usando a moedassociada adnico caminho da fonte ao ramoda arvore e
honesta ou a desbalanceada, o resultado obtido ainda $gfxz), € o comprimento deste caminho.

Loz = max Ip(z) (5)
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Assim, temos como resultados para este exemplo: 7 u
1/4
E[T} — 27 67 (4/7,3/7) 7 us
Lo =3 v ot
Pelo algoritmo sugerido por Gargano e Vaccaro deei, f V4 amam
[14]) & obtida a mesmarvore ilustrada na Figura 1, assim L ——— bague
ambos os algoritmos apresentam mesmo comprimegttian “3
e comprimento raximo. v |
Exemplo 2:Consideremos: = 7. Neste caso o nosso @ram L
algoritmo produz umarvore de comprimento infinito, pam L
o valor E[T] obedece a express (2). 7] ws 3/56 -+
1/4
9 (4/7.3/7)
L 3/28

8/49 2/56 -

6/49
——[3/112] us
411,317 6/49 e —
3/112) U6
. 6/49 | 3/448] U5
B2 3224 ——
6/49 e — L [3aas] ™
9/98
— —[348]
0/98 3/224 ——
3448 e
Fig. 4. Arvore A4 referente a=7, eliminada por &o atender o créfrio de 3
diferenca nmima. Fig. 5. Arvore A5 referente a=7.

Pelos mesmos motivos apontados no exemplo anterior es- @
colhemos arvore A5 (Fig. 5) e eliminamos @vore A4 (Fig.

). )
Observa-se que o comprimenteédio daarvore da Figura @
5 & dado por

4.3 2 2 3 3 3 3
E[T [ T A & 1/7
7] ot s ottt g <1/28<

3,3 .3 3 3
R R T

17112 < """"
56 ;12 224 224 448 1/448
6 1, .@
3+ ?Z(Z) 1/7<
i=1 1/28 <
1112

= 3+0,29=3,29

0 mesmo comprimento @dio obtido pelaarvore da Figura
7, constrida usando o algortimo de Gargano e Vaccaro. 7 <

1/28 <
IV. CONCLUSOES 17112

Introduzimos neste trabalho um algoritmo para gerar uma
distribuicdo discreta atrads do langamento de duas ou maiﬁig. 6. Gerago de fonte uniforme com = 7 usando o algoritmo MIN-ENT
moedas, sendo algumas delas desbalanceadas. Tal algoriitngasso.
mostrou ter resultados equivalentes aos obtidos em [14],
para a gerggp de uma distribup de probabilidade discreta
uniforme usando duas moedas. Em contragmsap algoritmo do grupo de moedas usadas. Esta obséwagigere a exis-
de Gargano e Vaccaro, nosso algoritmo tem a vantagemtéecia de um grupo de moedas desbalanceadas que otimize
poder operar com quaisquer que sejam as moedas @igmn o mesmo. Um po$sel criterio de escolha de moedas a fim
independentes de Notou-se que o desempenho do algoritmale otimizar o algoritmo ainda encontra-se sob invesfigac
medido em termos de tempo esperado curto, varia depende8dgerimos para trabalhos futurosgral da definigo do grupo
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u a arvore resultante darvore D-aria enrdzada e processada
v . o com probabiljdadesTp. Na m-'ésima_ iterago, m > 1, um
un N { 12 homofonemaé alocacilo a ummtermln_a_l da correspondente
114 T,, de modo que o @ terminal r&o utilizado que possua a
f e [1/2g] us maior probabilidade, denotada pét,, seja alocado como
1 ug um homofonema para drsbolo u,. que apresente o immo
“" . /14{ valor r&o negativo para a diferenca entre sua soma corrente de
e w simbolo~,,(r) e Py, i.e., tal que mig{~,, (i) — Pas|(7m (i) —
- [3/28]us Pyr) P 0} = fym(r_) — Py >0, 1 <i< K. O algoritmo
724 us consiste dos seguintes passos.
“im[ 1) Facam = 0. Facay(i) = Py(u;), 1 <14 < K. Faga
v Lo = {Pu(w), Pu(uz2), ..., Pu(uk)}

2) Determineymax e construa a@rvoreT), para am-ésima
itera@@o expandindo cadaonterminal @o usado, na
arvore constrida para g§m — 1)-ésima iterago,m > 1,
cuja probabilidade excedgnax, €m um rimero ninimo

de moedas que otimiza o algoritmo, caso o mesmo exista, de ramos suficiente para fazer a probabilidade dss n

Fig. 7. Arvore referente am=7 usando o algoritmo proposto por Gargano
e Vaccaro.

uma investigago da possibilidade do algoritmo MIN-ENT terminais resultantes menores ou iguaignfx.
por passo ser implementado c@mrvores finitas quando for 3) Encontre eni,, o caminho Ao usadaZ; cuja probabi-
primo, mesmo sabendo que{T] satisfaz a expreés (2). lidade P(FE);) seja a maior dentre as dos caminh@® n
usados, i.e.P(E;) = Py. Denotemos pol compri-
APENDICE mento dek;.

4) Se, pardl <i < K, mini{v,, (i) — Po|(Ym (i) — Pr) >

A. Algorit MIN-ENT p .
goritmo por passo 0} = vm(r) — P, > 0, nbs enBio associamos a.,

Sejallp = {mo,71,...,7p-1} & distribui@o de pro- o homofonema @ terminal) v(r,j) e a palavra de
babilidade dos igitos das palavras de homofonema. Para  pomofonemanD-aria de comprimentd, cujos $mbolos
uma dada fonte o algoritmo MIN-ENT por passo simul- constituem o dtulo de E, emT),. Isto implicaa(r, j) =
taneamente encontra a decompasigda probabilidade de Pyr. Compute a soma corrente dentolo . (r) apos

cada &mbolo da fontAe, como uma soma finita ou infinita esta decomposip e fac;aF' = Ty — {7m(r)}. Se
Xo A 1 ; ; m_, o m mA L
de termosr(°nyt ... w5 ', € a correspondente palavra livre ~h (r) = 0 enio fagaly, = I',.. A decomposigo de

de prefixo, na qual oidito 4, 0 < i < D — 1 ocorre \; Py (u,) estah agora conclida e contex j homofone-
vezes. Os homofonemadaselecionados comads terminais mas, e s&',, 1 = ¢ entio FIM. Em caso cordrio, i.e.,
na arvore D-aria enré&zada T’ com probabilidades, de tal Sev;n (r) > 0, eno fagal,,., = F;”n U {V;n (r)}.
modo que de cadabnemanamD ramos com probabilidades 5) Fagam —m+1. ) )

o, 71, ---,TD—1, f€spectivamente. Denotemos pafi,j) 0O 6) Va para 0 passo 2.

j-ésimo homofonema alocado aonbolo da fonteu;, 1 <

1< K,j=1,2,..., e denotemos pox(i,;j) a probabilidade
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