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Geraç̃ao de uma Distribuiç̃ao Discreta Usando
Moedas Desbalanceadas

Danielle P. B. de A. Camara, Valdemar C. da Rocha Jr. e Cecilio Pimentel

Resumo— A geração eficiente de uma distribuiç̃ao de proba-
bilidade discreta é de interesse atual naśareas de criptografia
e de geraç̃ao de ńumeros aleat́orios, para testes e simulaç̃ao
de sistemas de comunicaç̃oes. Neste trabalho é apresentado
um algoritmo para gerar uma distribuiç ão discreta atrav́es
do lançamento de duas ou mais moedas, sendo algumas delas
desbalanceadas. Em particular, esta abordagem contribui com
uma soluç̃ao alternativa do problema cĺassico da geraç̃ao de
uma distribuiç ão discreta uniforme usando duas ou mais moedas
desbalanceadas.

Palavras-Chave— Geração de ńumeros aleat́orios, criptografia,
teoria da informação.

Abstract— The efficient generation of a discrete probability
distribution is of current interest in the areas of cryptography and
random number generation. This paper presents an algorithm for
generating a discrete distribution using two or more coins, being
one of them unbiased. In particular, this approach contributes
to an alternative solution to the classical problem of generating
a discrete uniform probability distribution using two or more
unbiased coins.

Keywords— Random number generation, cryptography, infor-
mation theory

I. I NTRODUÇÃO

O problema da geração de uma distribuiç̃ao de probabili-
dade discreta usando lançamentos de uma moeda desbalance-
adaé antigo e de grande importância naśareas de criptografia
e de geraç̃ao de ńumeros aleatórios, usados para testes e
simulaç̃ao de sistemas de comunicações, assim como em
muitas outras aplicações computacionais. H́a mais de quarenta
anos von Neumann [1] introduziu um algoritmo simples para
gerar uma seq̈uência de bits estatisticamente independentes
e equiprov́aveis a partir do lançamento de uma moeda com
viés desconhecido. A partir daı́, muitos pesquisadores têm
considerado o problema e estudado a geração de varíaveis
aleat́orias uniformes sob diferentes pontos de vista [2]-[6],[8]-
[13].

Basicamente, dois aspectos são levados em conta neste tipo
de problema: a geração considerando um tempo limite curto
(short bounded time) ou mais tradicionalmente considerando
um tempo esperado curto, que será o nosso caso. Feldman
et al. [7] provaram em seu trabalho, entre outros resultados,
que os resultados do lançamento de um dado honesto den
faces, i.e., os valores de uma variável aleat́oria que assumen
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valores equiprov́aveis, podem ser simulados em um intervalo
de tempo limitado usando lançamentos de apenas um tipo de
moeda, com distribuiç̃ao racional apropriada de cara e coroa,
se e śo se,n é uma pot̂encia de 2 ([7], teorema 2), e que um
dado honesto den faces sempre pode ser simulado usando
duas moedas, com distribuição de cara e coroa apropriadas,
usando no ḿaximod2 log ne+1 lançamentos, ondedxe denota
o menor ńumero inteiro maior ou igual ax.

Um dos resultados obtidos por Gargano e Vaccaro [14] foi a
melhoria de tal cota. Através do algoritmo proposto em [14], a
geraç̃ao de um dado honesto den faces usando duas moedas,
sendo uma delas honesta e a outra com viés, é feita com um
número ḿaximo de lançamentos igual a

1 + blog nc+ dlog(n− 2blog nc)e+ pw(n) (1)

e um ńumero ḿedio de lançamentos igual a

1 + blog nc+ (2pw(n)/n)(dlog r(n)e2dlog r(n)e

−r(n)(blog r(n)c − pw(n))), (2)

ondepw(n) =max{i : 2i dividesn} (Teorema 1, [14]).
Na Seç̃ao II introduzimos um novo algoritmo para a geração

de uma distribuiç̃ao de probabilidade discreta através do
lançamento de duas ou mais moedas, algumas delas com
viés (ou desbalanceadas). Convém ressaltar que o algoritmo
proposto por Gargano e Vaccaroé espećıfico para uma dada
escolha de moedas. NaSeç̃ao III a aplicaç̃ao deste algoritmo
seŕa ilustrada atrav́es de exemplos, nos quais gera-se uma
distribuiç̃ao de probabilidade uniforme usando duas moedas,
uma honesta e outra desbalanceada. Finalizando, naSeç̃ao IV
apresentaremos algumas conclusões sobre este trabalho, assim
como sugestões para pesquisas futuras.

II. N OVO ALGORITMO

O algoritmo introduzido em [15] trata de um esquema
de substituiç̃ao homof̂onica no qual cada palavra binária de
homofonema tem como sı́mbolos varíaveis aleat́orias inde-
pendentes e identicamente distribuı́das, obedecendo a uma
distribuiç̃ao de probabilidade arbritária. Em outras palavras,
trata da geraç̃ao de uma distribuiç̃ao de probabilidade discreta
atrav́es do uso de apenas uma moeda com viés.

Nossa proposta nesta seção é a generalizaç̃ao do algoritmo
MIN-ENT por passo apresentado em [15], a fim de gerar uma
distribuiç̃ao discreta, utilizando duas ou mais moedas com
viés, obtendo resultados equivalentes aos obtidos por Gargano
e Vaccaro [14], com a diferença de não necessariamente usar
a distribuiç̃ao de cara e coroa dependente den, como no
algoritmo sugerido em [14].
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A. Descriç̃ao do algoritmo

O algoritmo aqui proposto segue essencialmente os mes-
mos passos daquele apresentado em [15] com a importante
distinç̃ao de que, ao inv́es de usar apenas uma moeda, são
usadas duas ou mais moedas e a cada passo observa-se qual
moeda deve ser escolhida para lançamento, levando em conta
a minimizaç̃ao da entropia naquele passo.

Sejamm1 = {p1, 1 − p1}, m2 = {p2, 1 − p2}, . . . , mr =
{pr, 1 − pr} as distribuiç̃oes de probabilidade das moedas e
PU = PU (u1), . . . , PU (uK) a distribuiç̃ao de probabilidade a
ser gerada.

Segue-se a descrição do algoritmo proposto.

1) Lançar cada uma das moedas, associando a cada uma
delas umáarvore.

2) Para cada uma daśarvores, verificar se a maior proba-
bilidade dos ramośe menor ou igual ao maior valor de
Γ0 = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)}.
(Obs: Depois da primeira iteração seŕa considerada uma
express̃ao Γ, em substituiç̃ao aΓ0, a qualé descrita em
detalhes no ap̂endice.)

a) Se alguma(s)́arvore(s) verificar(em) esta condição,
manter a(s) mesma(s) e eliminar as outras. Con-
tinuar o algoritmo aplicandòas árvores que foram
mantidas o procedimento indicado no Apêndice A.

b) Caso contŕario, ir para o passo 3.

3) Fazer a expansão de cadáarvore, considerando todas as
moedas. Ir para o passo 2.

III. E XEMPLOS ILUSTRATIVOS

A tı́tulo comparativo, iremos aplicar o algoritmo por nós
sugerido usando as moedas que seriam usadas no algoritmo
de Gargano e Vaccaro para a geração de uma distribuiç̃ao de
probabilidade uniforme usando duas moedas, uma honesta e
outra com distribuiç̃ao dada por

(
2dlog r(m)e/m, 1− 2dlog r(m)e/m

)
, (3)

onden = 2tm e r(m) = m−2blog mc. Observando que o valor
de n usado em [14] refere-se ao produto de uma potência de
2 por um ńumeroı́mparm.

Chamamos atenção mais uma vez para o fato que o al-
goritmo aqui proposto funciona para qualquer escolha das
moedas, enquanto o algoritmo proposto por Gargano e Vaccaro
é espećıfico para uma dada escolha de moedas.

Exemplo 1:Consideremosn = 6, logo as moedas a serem
usadas serão m1 = (1/2, 1/2) e m2 = (2/3, 1/3).

Pelo primeiro passo do algoritmo, observamos que1/2 >
1/6 (Árvore A1, mostrada na Fig. 1.) e2/3 > 1/6 (Árvore A2
e Árvore A3 mostradas, respectivamente, nas Fig.2. e Fig.3.),
desta formáe necesśaria a expans̃ao.

Feita a primeira expansão observa-se naśarvores A1 e
A2 que as maiores probabilidades obtidas ainda são maiores
que 1/6, sendo assim necessária mais uma expansão desses
elementos. Observa-se também que se expandido o nó da
árvore A3 cuja probabilidadée 4/9, seja usando a moeda
honesta ou a desbalanceada, o resultado obtido ainda será
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Fig. 1. Árvore A1 referente an=6.
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Fig. 2. Árvore A2 referente an=6.
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Fig. 3. Árvore A3 referente an=6, eliminada por ñao atender o critério de
diferença ḿınima.

maior que 1/6, diferentemente do que ocorrerá nas outras duas
árvores. Desta forma, áarvore A3é eliminada.

Segue-se com o algoritmo, resultando assim duas possı́veis
árvores, ambas com mesmo comprimento médioE[T ] e com-
primento ḿaximo Lmax, dados por:

E[T ] =
∑

x

p(x)lT (x), (4)

Lmax = max
x

lT (x) (5)

ondep(x) é a probabilidade da seqüência de cara e coroa
associada aóunico caminho da fonte ao ramox da árvore e
lT (x), é o comprimento deste caminho.
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Assim, temos como resultados para este exemplo:

E[T ] = 2, 67.

Lmax = 3.

Pelo algoritmo sugerido por Gargano e Vaccaro (seção II,
[14]) é obtida a mesmáarvore ilustrada na Figura 1, assim
ambos os algoritmos apresentam mesmo comprimento médio
e comprimento ḿaximo.

Exemplo 2:Consideremosn = 7. Neste caso o nosso
algoritmo produz umáarvore de comprimento infinito, porém
o valor E[T ] obedece a expressão (2).
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Fig. 4. Árvore A4 referente an=7, eliminada por ñao atender o critério de
diferença ḿınima.

Pelos mesmos motivos apontados no exemplo anterior es-
colhemos áarvore A5 (Fig. 5) e eliminamos áarvore A4 (Fig.
4).

Observa-se que o comprimento médio daárvore da Figura
5 é dado por
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4
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= 3 + 0, 29 = 3, 29

o mesmo comprimento ḿedio obtido peláarvore da Figura
7, constrúıda usando o algortimo de Gargano e Vaccaro.

IV. CONCLUSÕES

Introduzimos neste trabalho um algoritmo para gerar uma
distribuiç̃ao discreta atrav́es do lançamento de duas ou mais
moedas, sendo algumas delas desbalanceadas. Tal algoritmo
mostrou ter resultados equivalentes aos obtidos em [14],
para a geraç̃ao de uma distribuiç̃ao de probabilidade discreta
uniforme usando duas moedas. Em contraposição ao algoritmo
de Gargano e Vaccaro, nosso algoritmo tem a vantagem de
poder operar com quaisquer que sejam as moedas disponı́veis,
independentes den. Notou-se que o desempenho do algoritmo,
medido em termos de tempo esperado curto, varia dependendo
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Fig. 5. Árvore A5 referente an=7.
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Fig. 6. Geraç̃ao de fonte uniforme comn = 7 usando o algoritmo MIN-ENT
por passo.

do grupo de moedas usadas. Esta observação sugere a exis-
tência de um grupo de moedas desbalanceadas que otimize
o mesmo. Um possı́vel critério de escolha de moedas a fim
de otimizar o algoritmo ainda encontra-se sob investigação.
Sugerimos para trabalhos futuros, além da definiç̃ao do grupo
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Fig. 7. Árvore referente aon=7 usando o algoritmo proposto por Gargano
e Vaccaro.

de moedas que otimiza o algoritmo, caso o mesmo exista,
uma investigaç̃ao da possibilidade do algoritmo MIN-ENT
por passo ser implementado comárvores finitas quandon for
primo, mesmo sabendo queE[T ] satisfaz a expressão (2).

APÊNDICE

A. Algoritmo MIN-ENT por passo

Seja ΠD = {π0, π1, . . . , πD−1} a distribuiç̃ao de pro-
babilidade dos d́ıgitos das palavras de homofonema. Para
uma dada fonte o algoritmo MIN-ENT por passo simul-
taneamente encontra a decomposição da probabilidade de
cada śımbolo da fonte, como uma soma finita ou infinita
de termosπλ0

0 πλ1
1 . . . π

λD−1
D−1 , e a correspondente palavra livre

de prefixo, na qual o dı́gito i, 0 ≤ i ≤ D − 1 ocorre λi

vezes. Os homofonemas são selecionados como nós terminais
na árvore D-ária enráızada T com probabilidades, de tal
modo que de cada nó emanamD ramos com probabilidades
π0, π1, . . . , πD−1, respectivamente. Denotemos porv(i, j) o
j-ésimo homofonema alocado ao sı́mbolo da fonteui, 1 ≤
i ≤ K, j = 1, 2, . . ., e denotemos porα(i, j) a probabilidade
de v(i, j).

Definiç̃ao 1: Definimos a soma corrente de sı́mbolo γm(i)
para U = ui na m-ésima iteraç̃ao do algoritmo MIN-ENT
como

γm(i) = PU (ui)−
j−1∑

k=1

α(i, k),

com γm(i) = PU (ui) paraj = 0, na qualj denota o ńumero
de homofonemas alocados aui at́e am-ésima iteraç̃ao.

Definiç̃ao 2: Definimos o conjunto de soma correnteΓm

na m-ésima iteraç̃ao do algoritmo MIN-ENT por passo como

Γm = {γm(i)|γm(i) > 0, 1 ≤ i ≤ K},
com Γ0 = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)}.

Seja γmax = max γm(i) ∈ Γm, 1 ≤ i ≤ K. Quando
m = 0 no algoritmo MIN-ENT por passo nós constrúımosT
a partir da raiz, começando com apenasD folhas. Dáı ent̃ao
nós expandiremos cada nó terminal emT , cuja probabilidade
excedaγmax, em um ńumero ḿınimo de ramos suficiente para
fazer com que as probabilidades dos nós terminais estendidos
resultantes sejam iguais ou menores queγmax. Chamaremos

a árvore resultante déarvore D-ária enráızada e processada
com probabilidades, Tp. Na m-ésima iteraç̃ao, m ≥ 1, um
homofonemáe alocado a um ńo terminal da correspondente
Tp, de modo que o ńo terminal ñao utilizado que possua a
maior probabilidade, denotada porPM , seja alocado como
um homofonema para o sı́mbolo ur que apresente o ḿınimo
valor ñao negativo para a diferença entre sua soma corrente de
śımboloγm(r) e PM , i.e., tal que mini{γm(i)−PM |(γm(i)−
PM ) ≥ 0} = γm(r) − PM ≥ 0, 1 ≤ i ≤ K. O algoritmo
consiste dos seguintes passos.

1) Façam = 0. Façaγ0(i) = PU (ui), 1 ≤ i ≤ K. Faça
Γ0 = {PU (u1), PU (u2), . . . , PU (uK)}.

2) Determineγmax e construa áarvoreTp para am-ésima
iteraç̃ao expandindo cada nó terminal ñao usado, na
árvore constrúıda para a(m−1)-ésima iteraç̃ao,m ≥ 1,
cuja probabilidade excedaγmax, em um ńumero ḿınimo
de ramos suficiente para fazer a probabilidade dos nós
terminais resultantes menores ou iguais aγmax.

3) Encontre emTp, o caminho ñao usadoEl cuja probabi-
lidadeP (El) seja a maior dentre as dos caminhos não
usados, i.e.,P (El) = PM . Denotemos porl compri-
mento deEl.

4) Se, para1 ≤ i ≤ K, mini{γm(i)−Pm|(γm(i)−Pm) ≥
0} = γm(r) − Pm ≥ 0, nós ent̃ao associamos aur

o homofonema (ńo terminal) v(r, j) e a palavra de
homofonemaD-ária de comprimentol, cujos śımbolos
constituem o ŕotulo deEl emTp. Isto implicaα(r, j) =
PM . Compute a soma corrente de sı́mbolo γ

′
m(r) aṕos

esta decomposição e façaΓ
′
m = Γm − {γm(r)}. Se

γ
′
m(r) = 0 ent̃ao façaΓm+1 = Γ

′
m. A decomposiç̃ao de

PU (ur) estaŕa agora conclúıda e conteŕa j homofone-
mas, e seΓm+1 = φ ent̃ao FIM. Em caso contrário, i.e.,
seγ

′
m(r) > 0, ent̃ao façaΓm+1 = Γ

′
m ∪ {γ′m(r)}.

5) Façam ← m + 1.
6) Vá para o passo 2.
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