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Codigos Convolucionais Espacio-Temporais sobre
Anéis para Modulacbes p*-PSK

Mario de Noronha-Neto e Bartolomeu F. Uchda-Filho

Resumo— Neste trabalho consideramos codigos espacio-
temporais gerados por um codificador convolucional de taxa
R = 1/n, linear sobre o anel Z, onde p & um nimero primo
e k um inteiro positivo. Os codigos sdo projetados para obter o
melhor desempenho diante do canal com desvanecimeto Rayleigh
plano e quase-estatico, de acordo com os critérios do posto e do
determinante estabelecidos por Tarokh et al.. Utilizando esta
estrutura, apresentamos um resultado que nos permite obter
codigos convolucionais espacio-temporais (STCCs) sobre Z
para a modulagio p*-PSK com diversidade completa, garan-
tindo apenas posto completo em uma matriz G’ formada pelos
coeficientes do codificador convolucional reduzidos moédulo-p. A
partir desse resultado, sdo apresentados STCCs com diversidade
completa para as modulagdes QPSK, 8-PSK, 9-PSK e 16-PSK,
para n = 2 e 3 antenas transmissoras, atingindo eficiéncias
espectrais de k log,(p) b/s/Hz.

Palavras-Chave— Codigos convolucionais espacio-temporais
sobre anéis, maltiplas antenas transmissoras, diversidade, des-
vanecimento.

Abstract— In this paper we consider space-time codes gene-
rated by a rate R = 1/n convolutional code over the ring Z ,
where p is a prime and k a positive integer. The codes are designed
to provide the best error performance in the quasi-static, flat
Rayleigh fading channels, according to the rank and determinant
criteria proposed by Tarokh et al.. We present a result that
allows us to obtain full diversity Space-Time Convolutional Codes
(STCCs) over Z,. for p"-PSK modulation by only ensuring
that the matrix G’, composed of the convolutional encoder taps
reduced modulo-p, have full rank over GF(p). Full-diversity
STCCs for the QPSK, 8-PSK, 9-PSK, and 16-PSK modulations,
and for n = 2 and 3 transmit antennas are presented, achieving
an spectral efficiency of klog,(p) b/s/Hz.

Keywords— Space-time convolutional codes over rings, multi-
ple transmit antennas, diversity, fading.

I. INTRODUCAO

Em 1998, Tarokh et al. apresentaram os chamados Codigos
Espacio-Temporais em Trelica (STTC), uma classe de codigos
em trelica para sistemas de comunicagdes sem fio que utilizam
maltiplas antenas transmissoras. Estes codigos atingem uma
alta taxa de transmissdo e um excelente desempenho, permi-
tindo o uso de servicos de multimidia tais como 0 acesso
a internet e video conferéncia. Em [1], critérios de projeto
foram propostos para se construir STTCs para canais com
desvanecimento. Para o canal com desvanecimento Rayleigh
plano e quase-estético, a probabilidade de erro minima com
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relacdo ao par & obtida quando os STTCs sdo projetados de
acordo com os critérios do posto e do determinante. O primeiro
critério representa o ganho de diversidade e esta relacionado
com a inclinagcdo da curva de desempenho de erro, enquanto
0 segundo estd relacionado com o ganho de codificagdo,
e determina o deslocamento vertical da mesma curva. A
principal dificuldade para o projeto de STTCs é que os dois
critérios mencionados acima se aplicam ao campo complexo
de sinais de modulagdes em banda base, ao invés de um
dominio discreto, como o caso do Campo de Galois, no qual
os codigos tradicionais costumavam ser projetados. Tentando
simplificar o projeto de STTCs, Tarokh et al. [1] propuseram
duas regras simples que garantem diversidade completa para
STTCs com duas antenas transmissoras. Grimm et al. [2],
através do conceito de “simetria de zeros”, generalizou as
regras de Tarokh possibilitando o projeto de STTCs com
diversidade completa para mais de duas antenas transmissoras.
Em [3], Hammons e EI Gamal desenvolveram critérios de
posto binério em substituicao ao critério do posto baseado nos
complexos, que sdo mais simples e garantem que os STTCs
associados atinjam diversidade completa para as modulacdes
BPSK e QPSK. Eles também mostraram que o STTC natural
relacionado a um codigo convolucional C' de taxa R = 1/n
satisfaz o critério do posto binario se, e somente se, a matriz
funcdo de transferéncia de C, como uma matriz de coeficientes
sobre o campo binario, possuir posto completo n. Em [4], foi
desenvolvida uma teoria para garantir diversidade completa
para STTCs utilizando constelagdes 22-*-QAM, onde k & um
inteiro positivo. Esta teoria inclui, como um caso particular, o
critério do posto binério proposto em [3] para modulacdes
BPSK. Em [5], Blum considerou codigos convolucionais
binarios que servem como STTCs. Condi¢des suficientes e
necessarias foram dadas para que STTCs tivessem ganho de
diversidade completo. Além disso, Blum desenvolveu métodos
para calcular um limitante para o ganho de codificacdo. Em
[6], os autores apresentaram uma conjectura a partir da qual
a diversidade completa para codigos convolucionais espécio-
temporais (STCCs) sobre GF(p), p primo, é garantida apenas
garantindo-se que uma matriz geradora escalar, composta pelos
coeficientes do codificador, tenha posto completo sobre GF(p).
Em [6], os simbolos de entrada, os coeficientes e a saida do
codificador sdo todos elementos de GF(p). Uma prova para
a conjectura de [6], que se estende aos STTCs ndo lineares
sobre GF(p), foi apresentada em [7].

Neste trabalho consideramos um sistema codificado
espacio-temporal constituido por um codificador convolucional
de taxa R = 1/n, linear sobre o anel Z,,», onde p & primo e k&
um inteiro positivo, seguido por um conversor serial/paralelo,
n mapeadores de simbolos Z,= em sinais de constelagbes



XXI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGCOES-SBT’04, 06-09 DE SETEMBRO DE 2004, BELEM, PARA

Antenas
Receptoras

Antenas
Transmissoras

)y
1 1 Desmodulador

Decodificador |—»

oy
Modulador n m Desmodulador

Sistema codificado espacio-temporal.

Codificador
de Canal

Fig. 1.

p*-PSK e n antenas transmissoras. Utilizando esta estrutura
apresentaremos um resultado através do qual pode-se obter
diversidade completa para STCCs sobre Z . garantindo apenas
posto completo em uma matriz G’ formada pelos coeficientes
do codificador convolucional reduzidos médulo-p. Com isso,
generalizamos o resultado obtido em [6] para modulagdes do
tipo p*-PSK, as quais envolvem modulagBes usuais, como
por exemplo 2*-PSK. Uma eficiéncia espectral de klog,(p)
b/s/Hz pode ser atingida, proporcionando uma escala maior
de aplicacbes de multimidia. Alguns exemplos de codigos
convolucionais espacio-temporais sobre Z 4, Zg, Zg € Z14, COM
diversidade completa, para as modulacdes QPSK, 8-PSK, 9-
PSK e 16-PSK, respectivamente, e para n = 2 e 3 antenas
transmissoras sao apresentados.

Este trabalho sera organizado da seguinte maneira. O mo-
delo do sistema espécio-temporal e 0s dois critérios de projeto
para o canal com desvanecimento Rayleigh plano e quase-
estatico, como apresentado em [1], serdo revistos na Se¢do
Il. Na Secdo Ill, apresentaremos os codigos convolucionais
espacio-temporais sobre Z,x e o resultado que estabelece
diversidade completa para estes codigos. Na Secdo IV, mostra-
remos alguns exemplos de STCCs sobre Z,,» com diversidade
completa para constelagdes p*-PSK utilizando n = 2 e 3
antenas transmissoras e codificadores com ordem de memoria
K = 1 e 2. Finalmente, na Secdo V, faremos algumas
conclusdes.

II. CRITERIOS DE PROJETO E O MODELO DO SISTEMA
EsPACIO-TEMPORAL

Neste trabalho, consideraremos um  sistema de
comunicaces utilizando n antenas transmissoras e m antenas
receptoras, como mostrado na Figura 1. No transmissor, em
cada instante de tempo ¢, um simbolo de informacdo sobre
Z,. & codificado por um codificador convolucional sobre Z :,
produzindo um bloco de n simbolos codificados sobre Z x,
(v}, vZ,...,vP). Estes simbolos sdo mapeados em sinais de
uma constelagdes p*-PSK. Os n simbolos complexos,
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580 entdo transmitidos simultaneamente através das n antenas
transmissoras. Uma seqtiéncia de blocos (¢}, ¢, ..., cl), para
t =1,2,...,1, compde uma palavra cédigo complexa ¢ de
um codigo espacio-temporal. No sistema espacio-temporal
modelado por Tarokh et al. [1], o sinal recebido pela j-ésima
antena receptora no instante de tempo ¢, d}, é dado por

CNA

n
d] = i ci/Es 4+, (1)
=1

onde ¢; & o sinal transmitido pela i-ésima antena no instante
de tempo ¢, Es € a energia média do sinal transmitido, n?
€ um ruido Gaussiano branco complexo de média zero com
variancia Ny /2 por dimensgo, e «; ; denota o desvanecimento
presente no caminho entre a i-ésima antena transmissora € a
j-ésima antena receptora. Sob a condi¢do de desvanecimento
Rayleigh, os coeficientes «; ;, para 1 <i<nel <j<m,
sdo modelados como amostras independentes de um processo
aleatorio Gaussiano complexo de média zero e variancia 0.5
por dimensdo. Na prética, para se alcangar desvanecimentos
independentes as antenas devem estar separadas por alguns
poucos comprimento de onda. Para o canal com desvaneci-
mento plano e quase-estatico, & assumido que os coeficientes
do desvanecimento permanecem constantes durante um frame
e muda independentemente de um frame para o outro. Também
€ assumido que o receptor conhece perfeitamente o estado do
canal e que o algoritmo de Viterbi com métrica Euclidiana &
usado na decodificacdo. Sob essas condicdes, a probabilidade
de erro com relacdo ao par, denotada por P(c — e), e
definida como sendo a probabilidade de que um decodificador
de méxima verossimilhanca decida erroneamente em favor da
palavra codigo complexa

_ 1.2 n_ 1 2 n 1.2 n
eielel...eleQCQ...CQ...elel ...el

quando a palavra codigo correta é:

_ 12 n 1.2 n 1.2 n
Cf61C1"'Clc2C2"'C2"'Clcl"'C17

é limitada superiormente por [1]:
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onde » & 0 posto da matriz diferenca de palavras codigos
complexas

1 1 1 1 1 1
JCRC T T S
Al €1—Ga e—¢ TG
B(c,e) = ) . )
et —ct ey —cy - e —cf
. x x def
Aiy t=1,...,r, s8o os autovalores ndo nulos de A(c,e) =

B(c,e)B(c,e) e H denota o transposto conjugado.

Baseado na equacdo (2), Tarokh et al. [1] chegaram em dois

critérios de projeto para o canal com desvanecimento Rayleigh
plano e quase-estatico, chamados,

o O Critério do Posto: Neste critério o parametro a ser
maximizado & o posto minimo  da matriz B(c, ), sobre
todos os pares distintos de palavras codigos complexas c
e e. O ganho de diversidade é rm < nm, com igualdade
em condicBes de posto completo, ou seja, r = n.

e O Critério do Determinante: Para um dado ganho de
diversidade rm, a meta deste critério &€ maximizar a média
geométrica minima dos autovalores ndo nulos da matriz
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Fig. 2. Codificador convolucional sobre Zk.

A(c,e), (A1 Az ... )\, )7, sobre todos os pares distintos de
palavras codigos complexas c e e. Isto representa o ganho
de codificacdo.

Na proxima secdo apresentaremos um resultado a partir
do qual se pode obter STCCs sobre Z,. para modulagdes
p*-PSK com diversidade completa para qualquer niimero de
antenas transmissoras, fazendo apenas um simples teste de
posto completo em uma matriz sobre GF(p).

I1l. CODIGOS CONVOLUCIONAIS ESPACIO-TEMPORAIS
SOBRE Zpk

Seja Z,x 0 anel de inteiros modulo p*, onde p & um nimero
primo e k & um inteiro positivo maior do que zero. Seja
também U(D) = wug + u1D + uasD? + --- 0 polindmio
de informacdo sobre Z x, representando uma seqiiéncia de
informac8o. Esta sequéncia é codificada por um codificador
convolucional sobre Z,» de taxa R = 1/n, 0 qual é uma
realizacdo direta de um vetor gerador polinomial:

G(D) =[G1(D),G2(D),...,G,(D)],
produzindo o vetor codificado
V(D) =U(D)G(D) = [V}(D),V*(D),...,V*"(D)],

onde V(D) = v} + viD +viD? + --- + viD' + -, para
1=1,2...,n, sdo as n seqliéncias codificadas. Os geradores
do codigo sdo G;(D) = go,; + 91,:D + g2:D? -+ + gk,; DX,
parai=1,2...,n, onde K & a memoria do codificador. Um
exemplo genérico de um codificador convolucional sobre Z .«
de taxa R = 1/n pode ser visto na Figura 2. Neste codificador
as operacgOes de soma e multiplicacdo sdo realizadas modulo-
p* e os simbolos de entrada, os coeficientes do codificador e
os simbolos sdo elementos do anel Z x .

De acordo com os critérios do posto e do determinante,
devemos procurar um STCC que tenha, acima de tudo, ganho
de diversidade maximo e que, como um critério secundario,
maximize o minimo determinante de A(c,e) com relagdo a
todos os pares de palavras codigo ¢ e e.

A seguir, definiremos duas matrizes que serdo de grande im-
portancia para o projeto de STCCs com diversidade completa.
A primeira sera uma matriz geradora escalar G sobre Z . de
ordem n x K + 1 formada pelos coeficientes do codificador

da Figura 2:
go,1 91,1 gK,1
go,2 91,2 JK.,2
g% 77 .
gO,n gl,n gK,n

onde gy, para k = 0,1,...,K e i = 1,2,...,n sdo 0s
coeficientes do codificador sobre Z,,» . A segunda matriz, G’,
sera definida como a matriz G reduzida médulo-p:

Jdo1 91. 91
9(/),2 912 g/K,Q
¢ %G map=| " .
9o i 9K om
onde g, para k = 0,1,...,K e i = 1,2,...,n sdo

elementos de GF(p).

Em [7], os autores provaram a conjectura proposta em [6]
que estabelece que é possivel garantir diversidade completa
paraum STCC sobre GF(p), p primo, desde que os coeficientes
de seu respectivo codificador convolucional constituam uma
matriz geradora escalar de posto completo sobre GF(p). No
préximo teorema, estendemos esse resultado para codificado-
res convolucionais lineares sobre Z,» de taxa R = 1/n, com
0 intuito de utilizarmos modulagcBes mais usuais como, por
exemplo, QPSK e 8-PSK.

Teorema 1: Considere um codificador convolucional linear
sobre Z,« de taxa R = 1/n com uma matriz geradora escalar
G. Se a matriz G reduzida modulo-p, que sera denotada
por G’, tiver posto completo sobre GF(p), entdo a matriz
B(c, e) tera posto completo sobre os complexos, com relagdo
a todos os possiveis pares distintos de palavras codigos ¢ e e.
Portanto, 0 STCC associado a G atingira 0 maximo ganho de
diversidade.

Comentério 1: Note que para £ = 1 o resultado apresen-
tado em [6,7] se torna um caso particular do Teorema 1.

Comentério 2: A prova matematica do Teorema 1 ainda
ndo esta concluida no atual estado desta pesquisa. Ela tera
como base um teorema apresentado por Massey e Mittelholzer
em [8] sobre codigos convolucionais sobre o anel Z,, que
diz: “Um polindmio gerador G(D) sobre o anel Z ., onde p &
primo e k & um inteiro positivo, é catastrofico se, e somente se,
seus coeficientes polinomiais reduzidos médulo-p resultarem
em um polinémio gerador sobre GF(p) também catastrofico”.
Para ilustrar este resultado, apresentaremos o seguinte exem-
plo:

Exemplo 1: Considere um sistema espécio-temporal com
duas antenas transmissoras utilizando uma modulagdo 8-PSK
e um codificador convolucional sobre Zs de taxa R = 1/2
mostrado na Figura 3. Seguindo as definicdes de G e G’ tem-
se as seguintes matrizes:

(71 , 11
G{G 3] e G[O 1].
Pode-se verificar facilmente que a matriz G’ possui posto
completo sobre GF(2) e, portanto, segundo o Teorema 1, 0
codificador da Figura 3 ir gerar um STCC sobre Zg para a
modula¢do 8-PSK com ganho de diversidade maximo.
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Fig. 3. Codificador convolucional sobre Zg, R =1/2.

TABELA |
STCCS PARA MODULAQ(N)ES pk—PSK COM GANHO MAXIMO DE
DIVERSIDADE PARA N = 2 E 3 ANTENAS TRANSMISSORAS

Ganho de
Codificagdo

Eficiéncia | K Coeficientes ndo nulos do Codificador

Espectral

901 =3 911 =go2=2€gq2=1 2
90,1 =2 91,1 = go 3e 2=903=913=9g23=1 2

2=4 T4

1,05

0,88

0,71

JofoJfefodefo]| =
N I8 S S e

0,43

1 gio=gis=122=9€g05=8 0,59

IV. RESULTADOS

Nesta secdo, apresentaremos alguns STCCs com diversidade
completa gerados por codificadores convolucionais lineares
sobre Z,« de taxa R = 1/n utilizando as modulagdes QPSK,
8-PSK, 9-PSK e 16-PSK, paran = 2 e 3 antenas transmissoras
e para codificadores com ordem de meméria i = 1 e 2. Esses
exemplos foram obtidos utilizando-se o Teorema 1 apresentado
na secdo anterior, onde foi necesséario garantir apenas o posto
completo da matriz G’ sobre GF(p). A Tabela | mostra o
resultado desta busca.

Para os exemplos mais simples da Tabela I, como o caso
dos codigos para QPSK e 8-PSK gerados por um codificador
de memoria unitaria, fizemos uma busca exaustiva, variando
os coeficientes do codificador por todos os possiveis elementos
de Z, e Zg, testando caso a caso 0 posto de G’ sobre
GF(p) e calculando o ganho de codificacdo para os casos
de posto completo. Nessa busca, obtivemos varios codigos
com o mesmo ganho de codificacdo (2 e 1.41) e, para cada
modulagdo, um desses codigos de ganho méaximo foi escolhido
arbitrariamente e incluido na Tabela I. Devido ao fato de a
complexidade da busca computacional ter relagdo direta com o
namero de simbolos da constelagdo e com o grau de memoria
do codificador, os demais codigos foram obtidos através de
uma busca aleatoria, ou seja, escolhia-se os coeficientes do
codificador de forma aleat6ria, testava-se o posto de G’ sobre
GF(p) e, em caso de posto completo, calculava-se o ganho de
codificacdo para o codigo. Note que a Tabela | ndo contempla
o0 caso da modulagio p*-PSK com k = 1, pois esse caso foi
apresentado em [6].

O fato de realizamos uma busca aleatbria, nos limita a
encontrarmos codigos com ganho de codificacdo que, prova-
velmente, ndo sdo 6timos, mas por enquanto nosso objetivo é
mostrar que STCCs com diversidade completa podem ser ob-
tidos garantindo apenas que a matriz G’ tenha posto completo
sobre GF(p).

Um outro ponto para o qual devemos chamar a atencdo é

000 231 022 213 00

111302 133 320 10
222013 200 031 20
333120 311 102 30
300 132 323 110 01
011 203 030 221 11
122310 101 332 21
233021 212 003 31
200 033 220 011 02
311100 331 122 12
022 211 002 233 22
133322 113 300 32
100 330 121 312 03
211001 232 023 13

322112303 130 23

033223010 201 33

Fig. 4. Trelica do STCC para 4-PSK, 2 b/s/Hz, (codificador convolucional:
Zy, R=1/3, K =2).

que as buscas realizadas neste trabalhos estdo limitadas ao uni-
verso de STCCs gerados por codificadores convolucionais li-
neares e, portanto, mesmo que fizéssemos uma busca exaustiva
para todos os casos apresentados anteriormente, correriamos o
risco de descartar codigos nao lineares com o mesmo ganho
de diversidade porém com ganhos de codificacdo maiores. Ha
portanto um preco a ser pago pela simplificacdo da busca
computacional.

Como ilustragdo, a Figura 4 mostra a trelica que descreve
um STCC sobre Z, para a constelacdo 4-PSK com n = 3
antenas transmissoras, codificador com ordem de memoria
K = 2 e com eficiéncia espectral de 2 b/s/Hz. Nesta trelica,
cada conjunto de simbolos do lado esquerdo representa o
sinal transmitido através da primeira, da segunda e da terceira
antenas transmissoras, respectivamente, e cada rétulo do lado
direito indica o estado do codificador.

V. CONCLUSOES

Neste trabalho consideramos codigos espacio-temporais ge-
rados por um codificador convolucional de taxa R = 1/n,
linear sobre o anel Z,., onde p & primo e k£ um inteiro
positivo. Os codigos foram projetados para obter o melhor
desempenho diante do canal com desvanecimeto Rayleigh
plano e quase-estatico, de acordo com o0s critérios do posto
e do determinante propostos em [1]. Uma generalizacdo para
a conjectura proposta em [6] foi apresentada possibilitando
assim, a obtenc¢do de STCCs para modulagdes p*-PSK com
diversidade completa através de um simples teste de posto
completo em uma matriz sobre GF(p). Alguns STCCs com
diversidade completa utilizando modulacBes QPSK, 8-PSK,
9-PSK e 16-PSK, para n = 2 e 3 antenas transmissoras foram
apresentados, atingindo eficiéncias espectrais de 2, 3, 3.17 e
4 b/s/Hz, respectivamente.
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