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Análise Estat́ıstica do Algoritmo LMS Aplicadòa
Reconstruç̃ao de V́ıdeo com Super-Resolução

Guilherme H. Costa e José C. M. Bermudez

Resumo— A reconstrução com super-resoluç̃ao de uma
seq̈uência de imagensé fortemente dependente da qualidade
da estimaç̃ao do movimento entre quadros sucessivos. Este
trabalho apresenta uma ańalise estat́ıstica do algoritmo Least
Mean Square(LMS) aplicado à reconstruç̃ao com super-resoluç̃ao.
Equações recursivas determińısticas, funç̃oes do erro de registro,
são derivadas para o comportamento dos erros de reconstrução
médio e ḿedio quadrático. O novo modelo descreve o comporta-
mento do algoritmo em situaç̃oes reais, e apresenta considerável
melhora na acurácia em relaç̃ao ao modelo existente na literatura.
Simulações de Monte Carlo demonstram boa concord̂ancia entre
o comportamento promediado e o modelo proposto.

Palavras-Chave— Super-resoluç̃ao, LMS, erro de registro,
análise estat́ıstica, filtragem adaptativa.

Abstract— Super-resolution of image sequences is highly de-
pendent on the quality of the motion estimation between suc-
cessive frames. This work presents a statistical analysis of the
Least Mean Square (LMS) algorithm applied to super-resolution
of an image sequence. Deterministic recursions are derived
for the mean and mean square behavior of the reconstruction
error as a function of the registration errors. The new model
describes the behavior of the algorithm in realistic situations, and
significantly improves the accuracy of a simple model available
in the literature. Monte Carlo simulations show good agreement
between actual and predicted algorithm behaviors.

Keywords— Super-resolution, LMS, registration error, statisti-
cal analysis, adaptive filtering.

I. I NTRODUÇÃO

A reconstruç̃ao com super-resolução (SRR — super-
resolution reconstruction) consiste basicamente em combinar
múltiplas imagens de baixa resolução para formar uma ima-
gem de alta (maior) resolução. O processo de SRR pode ser
dividido em dois est́agios. O primeiro estágio consiste em
registrar, ou alinhar, as imagens. Istoé, determinar a posição
que cada um dos pixels (objetos) de uma imagem ocupa
nas demais. O segundo estágio consiste em unir as ḿultiplas
imagens de baixa resolução (depois de alinhadas) formando
umaúnica imagem de alta resolução.

Em [1], é apresentada uma visão geral sobre os trabalhos
publicados em torno desse tema nosúltimos anos. Tais tra-
balhos podem ser divididos em dois grupos: super-resolução
de imagens, e super-resolução de seq̈uências de v́ıdeo. Em
aplicaç̃oes de reconstrução de v́ıdeo (seq̈uências de imagens),
geralmente existe o requisito de processamento em tempo-
real. Por esse motivo, diversos algoritmos recursivos têm sido
propostos ([2], [3] e referências em [1]). Sabe-se ainda que
um registro acuradóe crucial para que bons resultados de
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SRR sejam alcançados [4], [5], [6]. Quando o movimento
entre as imagenśe estimado de forma inexata, o algoritmo
tende a degradar ainda mais as imagens observadas, ao invés
de melhoŕa-las. Essa degradação é chamada de ruı́do de erro
de registro. Todavia, a qualidade da estimação do movimento
não depende apenas do método de estimação utilizado. As
caracteŕısticas da aplicaç̃ao e dos sinais de imagem tornam o
registro das imagens um problema mal condicionado [7]. Por
esse motivo, muitos trabalhos têm procurado por algoritmos
mais robustos ao erro de registro. Em [5], Wang e Qi propõem
um algoritmo baseado no filtro de Kalman. Nesse trabalho, as
incertezas de registro são inclúıdas (previstas) nas equações
do filtro. Em [6], Lee e Kang consideram o ruı́do de erro
de registro para determinar de forma adaptativa o parâmetro
de regularizaç̃ao usado na SRR. Em [8], [9], dois algoritmos,
baseados na filtragem de Kalman, são propostos. As soluções
apresentadas consistem em um estimadorLeast Squarese em
um Least Mean Square, nos quais a imagem de alta resolução
é reconstrúıda sem a necessidade da inversão de matrizes
(ao contŕario do algoritmo de Kalman tradicional). Devido
à sua reduzida complexidade computacional e conseqüente
aplicabilidade em tempo-real, torna-se importante investigar o
desempenho de tais algoritmos adaptativos. Esses algoritmos
são ditos pertencentes̀a abordagem de filtragem adaptativa
(embora ñao se tratem de algoritmos de filtragem e sim de
estimaç̃ao) [1], [9]. Entretanto, diferentemente dos tradicionais
algoritmos de filtragem adaptativa, existe pouca informação
dispońıvel sobre o comportamento desses algoritmos de SRR.
A análise existentée limitada ao estudo das condições de
converĝencia e do comportamento em condições bastante
restritivas, que pouco nos dizem sobre o desempenho dessas
técnicas em situações pŕaticas.

Na maioria dos trabalhos citados acima ([2]-[6]), a
proposiç̃ao e a comparação de soluç̃oes s̃ao geralmente feitas
de uma formaad hoc; pela observaç̃ao dos resultados ou pela
comparaç̃ao do escopo de aplicação de cada uma das soluções.
Embora muitos atentem para o problema do erro de registro,
apenas [8] apresenta uma análise, embora muito simples, do
desempenho da solução proposta frente a erros de registro.

Este trabalho apresenta uma análise detalhada do algoritmo
LMS proposto em [8], [9], evidenciando a influência do erro
de registro no resultado da reconstrução das imagens. Na
Seç̃ao II, o algoritmo de [8], [9]é revisto. Na Seç̃ao III o
algoritmo é analisado. Um modelo analı́tico é proposto e sua
implementaç̃ao é discutida. Na Seção IV, s̃ao apresentados
alguns resultados referentes ao modelo proposto. Finalmente,
na Seç̃ao V, s̃ao apresentadas as conclusões.
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II. RECONSTRUÇ̃AO COM SUPER-RESOLUÇÃO VIA

ALGORITMO LMS

O algoritmoLeast Mean Square(LMS), proposto em [8],
[9] seŕa apresentado nesta seção atrav́es de uma formulação
alternativa que deduz o algoritmo de forma mais direta, a partir
do conceito de gradiente estocástico [10].

A. Nomenclatura

De forma a diferenciar o algoritmo LMS de filtragem
adaptativa [10] do algoritmo estudado neste trabalho, a solução
proposta em [8], [9] será aqui denominada de LMS-SRR.

Em relaç̃aoàs imagens envolvidas em um processo de SRR,
define-se como “baixa resolução” a dimens̃ao das imagens
observadas, e como “alta resolução” a dimens̃ao das imagens
que se deseja obter (reconstruir). O termo “grade de alta/baixa
resoluç̃ao” seŕa tratado como sin̂onimo de espaço (vetorial) da
alta/baixa resoluç̃ao.

No decorrer deste trabalho pouca referência é feita às
caracteŕısticas dos sinais de imagem envolvidos no processo de
SRR. Assim, o termo “bordas” será utilizado para descrever os
limites de uma imagem, e não as regĩoes com alta freq̈uência
espacial.

B. Modelagem dos sinais envolvidos

Os sinais s̃ao modelados de forma similar ao proposto em
[9]. Dadas uma imagem de baixa resolução (observada)Y(t),
de tamanhoN ×N , e um imagem de alta resoluçãoX(t), de
tamanhoM ×M , em queM > N , o modelo adotado para a
degradaç̃ao das imagens de alta resolução é

y(t) = Dx(t) + e(t) , (1)

em quey(t) e x(t) são, respectivamente, as representações
lexicogŕaficas da imagem observada (degradada) e da imagem
original (que se deseja reconstruir), no instante de tempot. A
matrizD modela a degradação (sub-amostragem + distorções
ópticas), e possui dimensão N2 × M2. O vetor e(t), de
dimens̃ao N2 × 1, modela o rúıdo de observaç̃ao (rúıdo
eletr̂onico), considerado branco gaussiano e independente de
y(t) e dex(t).

Sem perda de generalidade, neste trabalho será assu-
mido que a sub-amostragem desempenhada porD modela
a integraç̃ao espacial que ocorre em sensores CCD com
área quadrada e com foto-sensibilidade uniforme, em que
a dist̂ancia interpixelé desconsiderada [11]. As distorções
ópticas (causadas pelo sistema de lentes) não ser̃ao considera-
das mas, desde que conhecidas, podem ser incluı́das na matriz
D sem nenhuma conseqüência para a ańalise.

A dinâmica do sinal de entradáe modelada por

x(t) = G(t)x(t− 1) + s(t) , (2)

em queG(t) é a matriz de registro (descreve o movimento
entrex(t) e x(t− 1)) e s(t) modela as inovaç̃oes emx(t). O
movimento representado pela matriz de registroé considerado
global (o mesmo vetor de deslocamento para todos os pixels)
e translacional. Assim,G(t) é funç̃ao de apenas um vetor de
deslocamentod(t) = [dc(t), dl(t)], em quedc(t) e dl(t) são,

respectivamente, os deslocamentos nas direções das colunas e
das linhas, dex(t− 1) parax(t).

A matriz registro, quando utilizada no algoritmo de
reconstruç̃ao, obedecèas condiç̃oes de fronteira de Neumann,
o que equivalèa hiṕotese de que os pixels externosà cena
observada s̃ao id̂enticos aos pixels internos̀a cena, espelha-
dos em relaç̃ao às bordas da imagem. Essa condição traz
os melhores resultados de reconstrução [12]. Entretanto, no
modelo de comportamento aqui proposto,G(t) é constrúıda
considerando-se que a imageḿe períodica, i.e., os pixels
externosà cena s̃ao considerados como repetições da imagem
observada. Essa consideração simplifica consideravelmente a
implementaç̃ao do modelo, e o erro causado pela diferença nas
matrizes de registro do modelo e do algoritmo de reconstrução
não é relevante, como será visto nas pŕoximas seç̃oes.

C. Figura de ḿerito

Tradicionalmente, as soluções para SRR são baseadas na
minimizaç̃ao da norma

‖ε(t)‖ = ‖y(t)−Dx̂(t)‖ , (3)

em que x̂(t) é a imagem estimada (reconstruı́da). Tal
minimizaç̃ao é ent̃ao feita em um determinado sentido (por
exemplo: mean square, least squares, etc.) e, por vezes,
submetida a restriç̃oes. Considerem a minimização realizada
no sentido ḿedio quadŕatico e sem nenhum tipo de restrição
(regularizaç̃ao). Assim, a funç̃ao custo, MSE (mean square
error), seŕa definida por

E{‖ε(t)‖2} = E{‖y(t)−Dx̂(t)‖2} . (4)

É importante ressaltar que o valor esperado em (4) representa
o valor ḿedio no sentido doensemblee ñao a ḿedia temporal.

D. Método do Gradiente (Steepest Descent)

De acordo com o ḿetodo do gradiente, a atualização de
x̂(t), de forma a minimizar a função custo, deve se dar no
sentido contŕario ao do gradiente. Assim, sendo a superfı́cie
de desempenho [10]

JMS(t) = E{‖y(t)−Dx̂(t) | x̂(t)‖2} , (5)

seu gradientée dado por

∇JMS(t) =
∂JMS(t)
∂x̂(t)

= −2DT{E[y(t)]−Dx̂(t)} . (6)

Portanto, a equação de atualizaç̃ao dex̂(t) é dada por

x̂k+1(t) = x̂k(t)− µ
1
2
∇JMS(t) (7)

= x̂k(t) + µDT{E[y(t)]−Dx̂k(t)} . (8)

Note que a recursão de x̂(t), i.e., o deslocamento sobre a
superf́ıcie de desempenhoJMS(t), se d́a emk e ñao emt. Ou
seja, uma diferente superfı́cie de desempenhóe definida para
cada instante de tempot.

E. O algoritmo LMS-SRR

O algoritmo LMSé uma aproximaç̃ao estoćastica do algo-
ritmo do Gradiente, em que∇JMS(t) é aproximado por sua
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Inicializaç̃ao:
•Definir núm. de iter. p/cada amostra temporal:K
• x̂0(0) = interpolaç̃ao dey(0)

Algoritmo:



Laço emt = 0, 1, 2, . . .{
Laço emk = 0, 1, . . . , K
x̂k+1(t) = x̂k(t) + µDT[y(t)−Dx̂k(t)]

x̂0(t + 1) = G(t + 1)x̂K+1(t)

Fig. 1. Algoritmo LMS aplicadòa SRR.

estimativa instantânea [10]. Portanto, fazendo-se

∇JMS(t) = −2DT{E[y(t)]−Dx̂(t)}
' −2DT[y(t)−Dx̂(t)] = ∇̂JMS(t) , (9)

tem-se diretamente de (7) que

x̂k+1(t) = x̂k(t) + µDT[y(t)−Dx̂k(t)] . (10)

A atualizaç̃ao em t, por sua vez,́e baseada na equação
da din̂amica do sinal (2). Assim, o algoritmo LMS-SRŔe
definido na Figura 1. Um caso importante desse algoritmo
ocorre paraK = 0 (LMS-SRR-1) [8]. Assim:

x̂1(t) = x̂0(t) + µDT[y(t)−Dx̂0(t)] , (11)

em que
x̂0(t) = G(t)x̂1(t− 1) . (12)

Substituindo-se (12) em (11),

x̂1(t) = G(t)x̂1(t−1)+µDT[y(t)−DG(t)x̂1(t−1)] , (13)

ou, eliminando-se óındice1, agora constante,

x̂(t) = G(t)x̂(t− 1) + µDT[y(t)−DG(t)x̂(t− 1)]. (14)

III. A NÁLISE DO ALGORITMO

A partir deste ponto,G(t) seŕa considerada conhecida
(determińıstica) e iŕa representar a matriz de registro exata
(livre de erros de estimação de movimento). A matriẑG(t)
representará a matriz de registro estimada (com erros). Além
disso, a din̂amica do sinal de entrada, descrita em (2), será
considerada como

x(t) = G(t)x(t− 1) , (15)

em que ñao s̃ao consideradas inovações entrex(t) e x(t− 1).
Esta consideração é razóavel para a representação de movi-
mentos globais translacionais, com deslocamentos entre dois
quadros consecutivos muito menores do que o tamanho das
imagens envolvidas. Aplicações mais gerais também podem
ser bem representadas por (15), desde que (15) modele apenas
o deslocamento dos pixels do centro (longe das bordas) das
imagens. Com base nessa consideração, valores referentes aos
pixels pŕoximosàs bordas das imagens serão desconsiderados
no ĉomputo dos erros ḿedios modelados, uma vez que não
são bem representados pelos modelos propostos.

A. Modelo do erro ḿedio de reconstruç̃ao

Considerando agora que apenasĜ(t) esteja dispońıvel no
processo de reconstrução, a equaç̃ao de recurs̃ao do algoritmo
LMS-SRR-1 (14)é dada por:

x̂(t) = Ĝ(t)x̂(t− 1) + µDT[y(t)−DĜ(t)x̂(t− 1)] , (16)

em queĜ(t) pode ser modelada como

Ĝ(t) = G(t) + ∆G(t) . (17)

Segue de (16), de (17) e de (15), que o erro de estimação
v(t) = x̂(t)− x(t) é dado por

v(t) = (I− µDTD)G(t)v(t− 1)
+ (I− µDTD)∆G(t)x̂(t− 1) + µDTe(t) . (18)

Tirando o valor esperado em ambos os lados de (18), chega-se
à equaç̃ao do comportamento do erro médio de reconstrução.
Dadas as caracterı́sticas de construção deG(t), e, conseq̈uen-
temente, deĜ(t) e de∆G(t), o vetorr(t) = ∆G(t)x̂(t −
1) possui ḿedia zero [6], [8]. Assim, o erro ḿedio de
reconstruç̃ao fica:

E[v(t)] = (I− µDTD)G(t) E[v(t− 1)] . (19)

B. Modelo do erro ḿedio quadŕatico de reconstruç̃ao

Buscando-se agora um modelo para o erro médio quadŕatico
de reconstruç̃ao, E[vT(t)v(t)], seŕa feito uso da propriedade
E[vT(t)v(t)] = tr{E[vT(t)v(t)]} = tr{E[v(t)vT(t)]} =
tr{K(t)}, em que o operadortr{·} representa o traço de uma
matriz. Ṕos-multiplicando (18) pela sua transposta,

v(t)vT(t) = (I− µDTD)G(t)v(t− 1)vT(t− 1)GT(t)
× (I− µDTD) + (I− µDTD)G(t)v(t− 1)
× x̂T(t− 1)∆GT(t)(I− µDTD)
+ µ(I− µDTD)G(t)v(t− 1)eT(t)D
+ (I− µDTD)∆G(t)x̂(t− 1)vT(t− 1)GT(t)
× (I− µDTD) + (I− µDTD)∆G(t)x̂(t− 1)
× x̂T(t− 1)∆GT(t)(I− µDTD) + µ(I− µDTD)
×∆G(t)x̂(t− 1)eT(t)D + µDTe(t)vT(t− 1)
×GT(t)(I− µDTD) + µDTe(t)x̂T(t− 1)

×∆GT(t)(I− µDTD) + µ2DTe(t)eT(t)D . (20)

Considerando quee(t) e ∆G(t) são descorrelacionados entre
si, assim como s̃ao descorrelacinados dev(t−1) e dex̂(t−1),
tirando o valor esperado em ambos os lados de (20) tem-se
que:

E[v(t)vT(t)] = (I− µDTD)G(t) E[v(t− 1)vT(t− 1)]
×GT(t)(I− µDTD) + (I− µDTD)G(t)
× E[v(t− 1)x̂T(t− 1)] E[∆GT(t)](I− µDTD)
+ (I− µDTD) E[∆G(t)] E[x̂(t− 1)vT(t− 1)]
×GT(t)(I− µDTD) + (I− µDTD)
× E[∆G(t)x̂(t− 1)x̂T(t− 1)∆GT(t)]

× (I− µDTD) + µ2DT E[e(t)eT(t)]D , (21)
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ou, fazendoE[v(t)vT(t)] = K(t),

K(t) = (I− µDTD)G(t)K(t− 1)GT(t)(I− µDTD)
+ (I− µDTD)G(t) E[v(t− 1)x̂T(t− 1)]

×
{

E[ĜT(t)]−GT(t)
}

(I− µDTD)

+ (I− µDTD)
{

E[Ĝ(t)]−G(t)
}

× E[x̂(t− 1)vT(t− 1)]GT(t)(I− µDTD)
+ (I− µDTD)Rr(t)(I− µDTD)

+ µ2DTReD . (22)

No lado direito de (22) existem três valores esperados a serem
resolvidos. Eles s̃ao:

1) O valor esperadoE[x̂(t − 1)vT(t − 1)], que pode ser
escrito como

E[x̂(t− 1)vT(t− 1)]
= E{[v(t− 1) + x(t− 1)]vT(t− 1)}
= E[v(t− 1)vT(t− 1)] + E[x(t− 1)vT(t− 1)]
= K(t− 1) + E{x(t− 1)[x̂(t− 1)− x(t− 1)]T}
= K(t− 1) + Rxx̂(t− 1)−Rx(t− 1) , (23)

em queRxx̂(t − 1) pode ser determinada de forma
recursiva, a partir de (15) e de (16):

Rxx̂(t) = E[x(t)x̂T(t)]

= E
{
x(t){Ĝ(t)x̂(t− 1)

+ µDT[y(t)−DĜ(t)x̂(t− 1)]}T
}

= E[x(t)x̂T(t− 1)ĜT(t)] + µ E[x(t)yT(t)]D

− µ E[x(t)x̂T(t− 1)ĜT(t)]DTD

= G(t) E[x(t− 1)x̂T(t− 1)] E[ĜT(t)]
+ µ E{x(t)[Dx(t) + e(t)]T}D
− µG(t) E[x(t− 1)x̂T(t− 1)] E[ĜT(t)]

= G(t)Rxx̂(t− 1)E[ĜT(t)] + µRx(t)DTD

− µG(t)Rxx̂(t− 1)E[ĜT(t)]

= (1− µ)G(t)Rxx̂(t− 1) E[ĜT(t)]
+ µRx(t)DTD ; (24)

2) A matriz correlaç̃ao Rr(t), que pode ser determinada
como segue: assumindo que os elementos der(t) são
independentes, a matriz de correlação pode ser modelada
como E[r(t)rT(t)] = Rr(t) = σ2

r(t)I. Assim, σ2
r(t) =

tr[Rr(t)]/M2, em queM2 é o ńumero de pixels das
imagens de alta resolução. Usando a propriedade comu-
tativa do do traço de um produto de matrizes, tem-se
que

tr[Rr(t)] = tr{E[∆G(t)x̂(t− 1)x̂T(t− 1)∆GT(t)]}
= tr{E[x̂(t− 1)x̂T(t− 1)∆GT(t)∆G(t)]}
= tr{Rx̂(t− 1) E[∆GT(t)∆G(t)]} . (25)

Manipulando-se algebricamente a expressão que define

Rx̂(t), tem-se que

Rx̂(t) = E[x̂(t)x̂T(t)]
= E{[v(t) + x(t)][v(t) + x(t)]T}
= K(t) + E[v(t)x(t)T] + E[x(t)v(t)T] + Rx(t)
= K(t) + E{[x̂(t)− x(t)]x(t)T}
+ E{x(t)[x̂(t)− x(t)]T}+ Rx(t)
= K(t) + RT

xx̂(t) + Rxx̂(t)−Rx(t) . (26)

O valor esperadoE[∆GT(t)∆G(t)], em (25), pode ser
escrito como

E[∆GT(t)∆G(t)] = E{[Ĝ(t)−G(t)]T[Ĝ(t)−G(t)]}
= E[ĜT(t)Ĝ(t)]− E[ĜT(t)]G(t)

−GT(t) E[Ĝ(t)] + GT(t)G(t) .
(27)

3) Finalmente, os valores esperadosE[Ĝ(t)] e
E[ĜT(t)Ĝ(t)], que aparecem em (22) - (27), podem
ser, sob certas condições, facilmente estimados a partir
de rúıdos brancos gaussianos (ver Seção III-C).

C. Implementaç̃ao

Como foi visto na subseção anterior, o modelo proposto
para o erro ḿedio quadŕatico é uma funç̃ao de dois valores
esperados ñao resolvidos,E[Ĝ(t)] eE[ĜT(t)Ĝ(t)]. Entretanto,
esses valores esperados podem ser estimados, com custo
computacional satisfatório, a partir de rúıdo branco gaussiano,
como seŕa visto nesta seção.

Outra maneira de representar a matriz de registro estimada,
diferente de (17),́e

Ĝ(t) = G(t) + ∆G(t) = G̃(t)G(t) . (28)

Note que, uma vez queG(t) no modelo téorico possui posto
completo (mediante as considerações feitas na Seção II-E),
existe uma soluç̃ao G̃(t) = [G(t) + ∆G(t)]G−1(t) que
satisfaz (28) para qualquer∆G(t). Fisicamente, isto significa
que aplicar o movimento estimado (movimento exato + erro),

d̂(t) = d(t) + ∆d(t) , (29)

a uma imageḿe o mesmo que primeiro aplicar o movimento
exato e, depois disso, aplicar o movimento correpondente ao
erro de estimaç̃ao. Além disso, ñao importa qual movimento
(o exato ou o erro)́e aplicado primeiro, uma vez que, sob tais
condiç̃oes, as matrizes de registro são bloco-circulantes [13] e
podem ser comutadas.

Assim, de forma a resolver (27), segue de (28) que

E[Ĝ(t)] = E[G̃(t)]G(t) (30)

e que

E[ĜT(t)Ĝ(t)] = G(t)T E[G̃(t)TG̃(t)]G(t) . (31)

Considerando que o erro de estimação do vetor de deslo-
camentoé estaciońario, os valores esperados em (30) e em
(31) s̃ao independentes det e podem ser simuladosa priori e
usados em todas as iterações do modelo recursivo, reduzindo
consideravelmente a carga computacional.
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Inicializaç̃ao:
Rxx̂(0) = 0
L = núm. de iteraç̃oes p/simulaç̃ao de Monte Carlo
E[G̃(t)] ' 1

L

∑L
i=1 G̃(i)

E[G̃T(t)G̃(t)] ' 1
L

∑L
i=1 G̃T(i)G̃(i)

E[Ĝ(1)] = E[G̃(1)]G(1)

Algoritmo:



Laço emt = 2, 3, 4, . . .

Rxx̂(t− 1) = G(t− 1)Rxx̂(t− 2)E[ĜT(t− 1)]
+ (I− µDTD) + µRx(t− 1)DTD

E[Ĝ(t)] = E[G̃(t)]G(t)

E[ĜT(t)Ĝ(t)] = GT(t) E[G̃T(t)G̃(t)]G(t)

E[∆GT(t)∆G(t)] = E[ĜT(t)Ĝ(t)]
− E[ĜT(t)]G(t)
− GT(t) E[Ĝ(t)] + GT(t)G(t)

Rr(t) = [K(t− 1) + Rxx̂(t− 1) + RT
xx̂(t− 1)

− Rx(t− 1)] E[∆GT(t)∆G(t)]

σ2
r(t) = tr[Rr(t)]

K(t) = (I− µDTD)G(t)K(t− 1)GT(t)
× (I− µDTD)
+ (I− µDTD)G(t)[K(t− 1) + Rxx̂(t− 1)
− Rx(t− 1)]T{E[ĜT(t)]−GT(t)}
× (I− µDTD)
+ (I− µDTD){E[Ĝ(t)]−G(t)}[K(t− 1)
+ Rxx̂(t− 1)−Rx(t− 1)]GT(t)
× (I− µDTD)
+ (I− µDTD)σ2

r(t)
n I(I− µDTD)

+ µ2DTReD

Fig. 2. Algoritmo para determinarK(t).

O erro de estimaç̃ao do vetor de deslocamento,∆d(t),
apresenta, sob certas condições, uma funç̃ao densidade de pro-
babilidade gaussiana [7]. Assim,̃G(t) pode ser construı́do a
partir de∆d(t) = [∆dl(t), ∆dc(t)], considerando que∆dl(t)
e ∆dc(t) são varíaveis gaussianas independentes (ruı́do),
com ḿedia zero e variâncias determinadas pelo método de
estimaç̃ao de movimento utilizado [14].

O algoritmo final (em uma forma didática) para determinar
K(t) é ilustrado na Figura 2.

IV. RESULTADOS

Para todas as simulações apresentadas nesta seção, os veto-
res de movimento (livres de erros de estimação),d(t), foram
gerados a partir de um processorandom walkcom passos
eq̈uiprováveis nas direç̃oes vertical e horizontal (movimento
translacional). Tais vetores foram considerados conhecidosa
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Fig. 3. Erro ḿedio de reconstrução: µ = 0.5 ; σ2
e = 10 ; σ2

∆d = 0.5.
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Fig. 4. Erro ḿedio quadŕatico de reconstrução: µ = 0.5 ; σ2
e = 10 ;

σ2
∆d = 0.5.

priori . Note ainda que a hiṕotese de movimento translacional
em passos inteirośe feita em diversos trabalhos [6], [7].
Os vetores de movimento estimado foram montados con-
forme (29). O erro de estimação de movimento,∆d(t) =
[∆dl(t), ∆dc(t)], foi considerado como tendo densidade de
probabilidade gaussiana, de média nula, com∆dl(t) e ∆dc(t)
independentes e com variânciasσ2

∆dl
= σ2

∆dc
= 0.5. As

imagens de alta resolução utilizadas possuem20× 20 pixels.
As imagens de baixa resolução, por sua vez, possuem10×10
pixels. No ĉomputo dos erros ḿedios, foram desconsideradas
as cinco linhas e colunas mais externas das imagens recons-
trúıdas (de resoluç̃ao 20 × 20), visando cancelar a influência
das inovaç̃oes (efeito de bordas) entre elas. Os momentos da
matriz de registro estimada, em (27), foram estimados por
meio de 500 realizaç̃oes. A matriz de correlação do sinal de
entrada foi estimada a partir das imagens originais, para cada
instante de tempo.

As simulaç̃oes, utilizando os modelos definidos em (19) e
na Figura 2, s̃ao apresentadas nas Figuras 3 e 4, em que um
conjunto de imagens de cenas distintasé utilizado. Na figura
3, é apresentado o erro referente ao pixel central da imagem.
O rúıdo adicionado no modelo de degradação em (1) gerou
as seguintes relações ḿedias de sinal-rúıdo: PSNR' 38dB
e SNR ' 23dB. Essas relaç̃oes foram calculadas entre as
imagensy(t) e Dx(t).
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Fig. 5. Erro ḿedio de reconstrução: µ = 0.5 ; σ2
e = 10 ; σ2

∆d = 0.5 ;
imagens de faces.
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Fig. 6. Erro ḿedio quadŕatico de reconstrução: µ = 0.5 ; σ2
e = 10 ;

σ2
∆d = 0.5 ; imagens de faces.

Nas Figuras 5 e 6, são apresentadas as simulações utili-
zando um conjunto de imagens mais homogêneo do que o
utilizado nas simulaç̃oes anteriores. Neste caso, oensemblée
constitúıdo por imagens de faces1.

ConsiderandoD = I, recai-se no caso modelado em [8].
Para este caso, ambos os modelos para a variância do erro
de reconstruç̃ao (o proposto neste trabalho e o proposto por
Elad, em [8]) podem ser vistos na Figura 7. Verifica-se que
a nova ańalise permite uma previsão bem mais acurada do
comportamento do algoritmo.

V. CONCLUSÕES

Neste trabalho foi proposto um modelo analı́tico para prever
o comportamento estocástico do algoritmo LMS-SRR pro-
posto em [9], dandôenfaseà influência do erro de registro.
Equaç̃oes recursivas foram derivadas para os erros médio
e médio quadŕatico de reconstrução. O modelo proposto
apresenta uma boa conformidade com simulações de Monte
Carlo tanto em regime permanente como em regime transitório
de adaptaç̃ao. Finalmente, com relação ao modelo existente
[8], o novo modelo contribui com:(i) comportamento do
algoritmo considerando super-resolução (subamostragem);(ii)

1Banco de imagens do Departamento de Ciências da Computação da
Universidade de Essex. http://cswww.essex.ac.uk/mv/allfaces/
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Fig. 7. Erro ḿedio quadŕatico de reconstrução: D = I; µ = 0.5; σ2
e = 10

; σ2
∆d = 0.5 ; imagens de faces.

comportamento ḿedio e varîancia do erro de reconstrução em
regimes transit́orio e permanente de adaptação do algoritmo.
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