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Resumo— Este trabalho investiga o contetido tempo-freqiiéncia
de frames. Iniciamos mostrando que a soma dos contetidos tempo-
freqiienciais de todos os elementos de um conjunto de funcgdes ser
positiva é uma condigéo suficiente para que este conjunto gere
um frameem L?(R). A seguir deriva-se que para frames de Weyl-
Heisenberg { £y Thag(t) }n,mez gerados a partir de uma funcéo
par g(t) os maximos e minimos de seu contetido tempo-frequéncia
encontram-se em (na, mb) e (na + a/2, mb + b/2), respectiva-
mente; e que para g(t) impar teremos os méaximos localizados em
(na,mb+b/2) e 0s minimos em (na+a/2, mb). Estes resultados
fornecem uma forma efetiva de gerar frames mais apertados por
entrelagamento, ao custo dobrar a cardinalidade dos frames. Os
frames construidos pela abordagem apresentada sdo avaliados
para utilizagdo como dicionarios em decomposi¢des vorazes de
sinais.

Palavras-Chave— Frames, Frame Bounds, Dicionarios, Decom-
posicdes Adaptativas.

Abstract— The work presented here investigates the time-
frequency content of frames. We begin by showing that the
sum of the time-frequency contents of all the elements of a
set of functions being always positive is a sufficient condition
for this set of functions to generate a frame. It is then derived
that for Weyl-Heisenberg frames { £, Trag(t) }n,mez Of an even
function g(t) the maxima of the time-frequency content occur at
(na, mb) and the minima at (na + a/2, mb + b/2); whereas for
an odd function ¢(¢) the maxima occur at (na, mb+ b/2) and
the minima at (na + a/2, mb). These results indicate effective
ways to interlace frames obtaining “tighter” frame bounds. The
frames constructed using the proposed approach are evaluated
for the use as dictionaries in a greedy decomposition framework.

Keywords— Frames, Frame Bounds, Dictionaries, Adaptive
Decompositions.
I. INTRODUCAO

Recentemente, tem se estudado uma classe de algoritmos de
andlise de sinais que decompdem/representam os sinais usando
as estruturas (atomos ou elementos) de um dicionério D. Esta
classe de algoritmos difere das transformacdes cldssicas de
sinais, que utilizam a projecdo do sinal sobre todos elementos
de uma base para representd-lo, ao permitir que os elementos
utilizados na decomposicdo/representacdo do sinal ndo neces-
sariamente formem uma base, podendo ser, até, “redundantes”.
Estas técnicas t€m sido utilizadas tanto para filtragem [1], [2],
compressdo [3]-[7], andlise dos fendmenos fisicos presentes
no sinal [1], [4], [6], [8]-[11] e andlise tempo-freqii€ncia [1],
[12] entre outras, aparecendo como alternativas as técnicas

classicas de andlise e sintese por transformagdes.

Nesta classe de algoritmos, a decomposicdo ¢é obtida
escolhendo-se M elementos de D que fornecem uma aprox-
imag¢@o do sinal para um critério (que em geral consiste na
minimiza¢do da norma do erro de aproximacao ou um nimero
de estruturas M pré-determinado):

M
T~ Zangin, gi €D.

n=1
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Na eq. (1), i, € o indice da estrutura de nimero n no
diciondrio, utilizada para aproximar o sinal, e o, € 0 seu peso.
Em qualquer abordagem de decomposicdo, (para exemplos
ver [1], [2], [11], [13], [14]), o objetivo € representar o sinal
de forma compacta e significativa. O requisito inicial € que D
seja completo [1] podendo desta forma aproximar exatamente
qualquer sinal. D devera ser, também, suficientemente grande
de forma a permitir “boas” decomposicdes. Logo, é desejavel
a utilizacdo de um diciondrio sobre-completo (redundante).
Neste, diferentes combinacdes das estruturas que o compdem
podem ser usadas para representar o mesmo sinal. Um dos
problemas desta classe de algoritmos de decomposic@o estd no
projeto e na defini¢do do diciondrio D. Em algumas aplicagdes,
utiliza-se treinamento para projetar os diciondrios [15]. Entre-
tanto, diciondrios obtidos por treinamento, a priori, nio sio
parametrizaveis. Diciondrios parametrizdveis caracterizam-se
pela defini¢do de cada g; a partir de um conjunto de parimetros
i = (Y0,71,--.,7L—1) onde L é a quantidade de pardmetros
que definem g;. Talvez, o mais conhecido entre os diciondrios
parametrizdveis seja o diciondrio de Gabor [1], [12], [16]. O
diciondrio de Gabor utiliza estruturas Gaussianas com difer-
entes escalas, centros de simetria e modulagdes. Assim sendo,
estes podem ser parametrizados pela escala, centro e freqiién-
cia de modulacdo da estrutura. Diciondrios como o de Gabor
podem ser construidos a partir de Frames de Weyl-Heisenberg
e de Frames de Wavelets, que veremos posteriormente. Frames
sdo, simplificadamente, uma base sobrecompleta. A utilizagdo
de Frames para construg@o de diciondrios € 1til em aplicagdes
de modelagem de sinais [4]-[6], e suas origens remontam
a [12], [16].

As vezes, é desejdvel a utilizacio de diciondrios que permi-
tam representar efetivamente uma dada classe de sinais. Neste
caso, diciondrios parametrizaveis sdo uma boa escolha por per-
mitirem encontrar estruturas com uma mesma forma mas com
caracteristicas que dependem dos parimetros. Para melhorar
a identifica¢do de estruturas com uma dada forma nos sinais
sob andlise pode-se aumentar a densidade dos pardmetros que
definem as estruturas, aumentando assim a cardinalidade de D,
K (D). Porém, a complexidade computacional dos algoritmos
que obtém uma representacdo como a da eq. (1), normal-
mente cresce com o aumento de /(D). E entdo necessirio
encontrar meios de aumentar a cardinalidade do diciondrio que
permitam analisar/decompor melhor os sinais com aumento
controlado do custo computacional. Neste artigo, mostramos
como aumentar a cardinalidade de diciondrios gerados a partir
de frames de Weyl-Heisenberg de forma efetiva, em termos da
taxa necessdria para codificar a representagdo. Este aspecto
estd relacionado a quio “denso” é o frame no espaco de
parametros. Porém, a no¢do de “densidade” nestes espagos
nio € bem definida. Neste trabalho, utilizamos uma medida
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do conteido tempo-fregiiéncia do frame, via distribuicdo de
Wigner-Ville, para avaliar esta densidade. Mostra-se também
que esta medida estd relacionada a quio “apertado” é o frame.

Na se¢do II, aspectos elementares relativos a frames sao
apresentados. Na secdo III, vemos como a distribuicdo de
Wigner-Ville pode ser utilizada no estudo do contetido tempo-
freqii€ncia de um sinal a partir de decomposicdes adaptativas.
Isto motiva a definicdo do conteido tempo-freqiiéncia de
um frame. Demonstramos, entdo, um teorema que fornece
uma condicdo suficiente para um conjunto de fungdes gy ser
frame de L%(R), a partir de seu conteddo tempo-freqiiéncia.
Entretanto, € interessante saber como escolher os passos que
definem a translagdo e a modulago de forma a gerar um frame
de Weyl-Heisenberg (WH) mais apertado. Na secdo IV, para
os frames WH gerados a partir de fungbes pares e impares
vemos como gerar frames mais apertados, permitindo uma
melhor andlise do conteido tempo-freqiiéncia de um sinal
quando decomposto neste frame. Na secdo V, mostra-se como
e porque um frame assim gerado pode ser utilizado como
diciondrio em decomposi¢des vorazes e o desempenho destes
frames nesse contexto é avaliado.

II. FRAMES

Uma seqiiéncia de elementos {gy } kcr € um frame do espago
L*(R) se existirem constantes 0 < A < B < oo tais que [17]

Allzl* <Y (e, gi)* < Blle|l?, @

kel

Ve e L (R).

Os nimeros A e B sd3o chamados de lower e upper frame
bounds, respectivamente. Define-se ainda o frame inverso, que
fornece as formulas de reconstrugao

T = Z<$,Qk>§k = Z(Lgfm)gk,,

kel kel
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onde o conjunto gx, k € I sdo os elemento do frame inverso.
O operador do frame (S) é definido como S{z} =
> ket (T, gr) gk Uma conseqiiéncia direta da definigdo de S é

que
z=> (2,905 {gr},

kel

@

onde S~! é o operador inverso do frame.

Se A = B — S™Y} = S{}/A e o frame ¢ dito
apertado (tight) [17]. Neste caso, tem-se ), o z, gi)|” =
Aljz||?, Vz € L*(R). Outra definigio muito comum € a de
snug frame para os quais A ~ B, isto é S~{-} ~ S{-}/A.

Frames apertados t€m se tornado muito populares e recen-
temente muita atencdo tem sido dada a construcdo deste tipo
de frames [18], [19].

Salientamos ainda que a unido de dois frames quaisquer de
um espago gera um novo frame desse espaco.

A. Frames de Espacos Vetoriais Finitos
Num espago vetorial R a defini¢io de frame ¢é

Al£1? < S [KFen)l? < BIFI?,  feRY. ®)
kek
Define-se o operador de sintese T ck -

RY, T{ck}ﬁzf( = Zszl cx8x, onde g sdo os elementos
do frame inverso. Define-se também o operador de anélise
T*{-} (operador adjunto de T{-}) que é T* : RV

—
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CK, T{f} = {(f,gx)}’=K. Logo, o operador do frame
é
K
S:RY - RY, S{f} =T{T*{f}} => (f )8 (6
k=1

Entio, (S{f},f) = S0, [(f,e)]?, f € RV, e temos
AlEI2 < [S{E}2 < BIEP e temsse [S{E}2 =
> wex |(f.gx)|*. Em espagos vetoriais finitos, todas estes
operadores sdo dados por matrizes [17] e S = TT*. Sendo
p; os autovalores generalizados de S, tem-se que A = min; p;
e B = max; p; [17]. Assim sendo, para um frame apertado
teremos S™!'S = Iy (Iy é a matriz identidade de ordem N),
se TT* = Al tem-se um frame apertado.

B. Construgdo de Frames de Weyl-Heisenberg a Partir de uma
Funcdo g(t)

Um conjunto de fungdes gx, k € {1,2,..., K} gerard o
espago L2(R) se ele constituir um frame [16], [17]. H4 vdrias
formas de construir frames em L? (R) a partir dos operadores
de translacdo de a (7,), modulacio por uma sendide de
freqiiéncia b (Ep) e dilatagdo por ¢ (D.) de uma funcdo
g(t) [17], que sdo definidos por:

T. (a €R): L* (R) — L* (R), (Tag) (t) =
Ey, (beR): L* (R) — L*(
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Um frame de Weyl-Heisenberg (WH) ou de Gabor
¢ um frame de L?*(R) obtido através das operagdes
{EmpTnag(t) }m.nez, onde a,b > 0 e g(t) é uma fungio fixa.
Este é também conhecido como Frame de Gabor, Sistema de
Gabor ou Frame Fourier-janelado [1], [12], [16].

Frames em espacos vetoriais sdo normalmente construidos
através da amostragem no tempo dos elementos de frames em
L?(R) [17]. Por exemplo, o diciondrio de Gabor [1], [12],
[16] é constituido de frames WH em diferentes escalas em
espacos discretos finitos, ou seja, é a unido de sucessivos
frames {Emb/cTnachcg}m,n,keZ-

III. CONTEUDO TEMPO-FREQUENCIA DE FRAMES

A distribui¢do de Wigner-Ville (WD) é provavelmente uma
das ferramentas mais utilizadas e conhecidas para a andlise
tempo-freqiiéncia de sinais. A WD de um sinal z(t) é definida
como [1]

—+ o0

WD, (t,f)= / T (t + %) @e—%jﬁdﬂ o

onde a barra é conjugagcdo complexa, e ¢ uma “medida” da
densidade de energia no tempo () e na freqiiéncia (f) do sinal
x(t) [1].

Muitas aplicagdes utilizam a WD da decomposicdo do sinal
para analisar seu conteido tempo-freqiiéncia. Esta abordagem
¢ apresentada em [12] usando 4tomos tempo-freqiiéncia Gaus-
sianos (que possuem a melhor concentragdo tempo-freqiiéncia
possivel) para decompor os sinais (para exemplos ver [1]).

Virios algoritmos de decomposi¢@o de sinais sdo baseados
no conceito de frames [16], [17]. Nestes casos, o sinal é
decomposto nos elementos do frame e seu contetiido tempo-
freqiiéncia é “inferido” desta decomposicao.
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Definamos o contetdo tempo-freqiiéncia da decomposicao
de um sinal 2(t) em um frame G como

WDz(t) emg(t7 f) = Z <x(t)7gk(t)> WDy, (t7 f) =

k

= [l&(®)] Y kW Dy, (¢, f). ®)
k

Consideremos que todos os elementos do frame possuem
norma unitdria, entdo ¢, = <%,gk(t)> < 1, e para

qualquer sinal z(t) teremos

WDa(yemg(t, f) < ()| > WDy, (¢, f). ©)
k

O contetddo tempo-freqiiéncia de um frame G é dado por

WDg(t, f) = ZWD% (. f). (10)
O Teorema III.1 mostra uma condicdo suficiente sobre
WDg(t, ) para que qualquer conjunto de fungdes gx(t) seja

um frame de L?(R).

Teorema I11.1 Uma condicdo suficiente para que uma se-
quéncia de elementos G = {gx} seja um frame em L?(R)
é

0<WDg(t, f) < oo, Yt f),

Onde WDg(ta f) = Zk Wng (tvf)

an

Demonstragdo: A WD satisfaz a relagdo de Moyal
(WD,,WD,) = ftff WD,(t, {YWD,(t, f)dfdt =
|(z,g)|>, a WD também conserva a energia |z||? =

/., f W D,(t, f)dfdt. Aplicando estas propriedades na
deﬁmgao de frame (eq. (2)) pode ser visto que

A//WD (t, f)dfdt <> (WD,,WD,,)

kel

12)

<B / / WD, (t, f)dfdt.

Logo, V(t,f) tem-se que Aftf WD, (t, fYdfdt <
N WD (t, YW Dg(t, f)df dt e BftffWD (t, f)dfdt >
ft «(t, [YW Dg(t, f)df dt . Entdo, é suficiente para que
a expressao (12) seja valida que

A<WDg(t,f)<B V(¢ f).

Portanto, se 0 < WDg(t, f) < oo, V(t, f), obtém-se um
frame. |
Este resultado mostra que se o somatério das WDs de todos
os elementos de um conjunto g for limitado e positivo, entdo
este conjunto é um frame de L?(R). Como este resultado surge
diretamente das propriedades da WD, é vélido também em
espacos discretos.

13)

Corolario 1.1 A eqg. (12) mostra que é suficiente para que
um frame seja apertado (A = B) que seu conteldo tempo-
frequéncia seja constante.

Exemplo I11.1 Considere um frame no espaco de dimen-
sdo N par formado pelos vértices do cubo N-dimensional.
Isto é, seus elementos sdo g = [gx[0],...,gk[V — 1]] =
[£1,...,+1]. Pode-se mostrar que para estes frames teremos
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W Dg(n,k) = N2, ou seja, seu conteido tempo-freqiéncia é
constante, implicando um frame apertado. Podemos ver ainda
que, para estes frames, TT* = N2I,. Isto também mostra
que este € uma frame apertado e S (ver eq. (8)) é uma matriz
identidade multiplicada por A = N2,

IV. CONTEUDO TEMPO-FREQUENCIA DE FRAMES
WEYL-HEISENBERG

Para um frame WH G tem-se

ZZWD (t — na, f —mb).

MEZLNEL

WDg (t,f) = (14)

Operacgdes sobre a eq. (14) fornecem [20]

—27\' f
WDgtf bz J ng t+pnm t+Qnm)
mEZ nez
(15)
onde py,,;m = —na+ % € Qn,m = —NA — % Pode se derivar
da eq. (15) que
aWDg t f 727'r_7fm
_— 16
=3 Z (16)
meZL
og (t + pnm) —(— 9g (t + gn,m)
> 5 (o prm) + 9 (E+ Pam) =
nez
OW Dg (t i -
T = 3 e S g pn) T )
meZ nez
(17)

A. Mé&ximos e Minimos de WDg(t, f) para Frames WH
Gerados a partir de Funcdes Pares

Para obter max;, sy WDg (t, f) e ming s WDg (2, f) de
um frame WH, basta analisar W Dg (¢, f) na regido (¢, f) €
[0,a) x [0,b), j4 que WDg(t, f) é 2D-periddica. Se g(t) é
simétrica, entdo pode-se mostrar, a partir das eqs. (16) e (17),

que 76W%i(t’f) =0e 78W%"}(t 1) 0 para (¢, f) = (0,0)
ou (t,f) =

(4,%). Neste caso podemos mostrar ainda que
WDg(0,0) > WDg (2, 2) e tem-se que os maximos de
WDg(t, f) ocorrem em (t = na,f = mb) e os minimos
em (t =na+a/2, f =mb+b/2).

B. Maximos e Minimos de WDg(t, f) para Frames WH
Gerados a partir de Fungdes impares

Se g(t) for anti-simétrica pode-se mostrar, de maneira
similar & da subse¢@o anterior, que os méximos de W Dg(¢, f)
ocorrem em (¢ = na,f = mb+ b/2) e os minimos em
(t=na+a/2, f =mb).

C. Intercalando Frames WH

Os resultados acima indicam que para aumentar a capaci-
dade de localiza¢@o, aumentando a densidade no plano tempo-
freqiiéncia, de um frame WH gerado a partir de uma funcéo
simétrica g(t), deve-se empregar a unido de frames gerados a
partir de E,,pThag(t) € Emb+nga+%g(t). Este resultado é
interessante para a geracdo de frames a partir de dtomos ex-
ponenciais bilaterais, 4tomos Gaussianos ou quaisquer outros
atomos simétricos. Em [21] um resultado similar € apresentado
utilizando o conceito de frames Grassmannianos, nos quais 0s
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Fig. 1. Intercalando frames WH.

elementos sdo escolhidos de forma a minimizar seus produtos
internos. Isto é o que se faz ao se situar os maximos, no
plano tempo-freqiiéncia, dos novos elementos nos pontos de
minimo de WDg(t, f), j4 que pela relagio de Moyal h4
uma relacdo entre o produto interno de duas funcdes e seu
produto interno no plano tempo-freqiiéncia. A intercalacdo de
frames é apresentada na Fig. 1: 1.A) mostra a localizagéo
dos mdximos de W Dg(t, f) no plano tempo-freqiiéncia, 1.B)
o deslocamento do frame através da transla¢do de a/2 e da
modulaggo por b/2 de todos os seus elementos, e 1.C) a unido
dos dois.

Empregando a unido de frames sugerida acima obtém-
se WDg(na,mb) = WDg (na+ %,mb+ %). Se podemos
gerar sistemas de Gabor E,,,,Ta9(t) € Emb+%Tm+%g(t) tais
que sua unido gere um W Dg(¢, f) com menores “oscilagdes",
entdo obteremos um frame mais apertado. Se conseguimos
fazer W Dg(t, f) constante entdo o frame resultante é aper-
tado.

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para dtomos anti-
simétricos (trocando as posi¢des dos pontos de miximo e de
minimo pelas correspondentes).

Exemplo IV.1 A Fig. 2.A) apresenta o conteldo tempo-
freqUéncia de WDg(t, f), de um frame E,,;T,.9(t) onde
g(t) é uma Gaussiana g(t) = e~*/2" com o2 =1/40,
a =.25 e b =2.5, na regido [0,2a) x [0,2b) (estes dados
foram obtidos considerando uma taxa de 100 amostras por
unidade de tempo). A Fig. 2.B) apresenta 0 mesmo, para o
frame 4 1/2Tha+a/29(t). POr suavez, a Fig. 2.C) apresenta
o resultado da unido dos dois frames. Repare que, ao realizar
a unido, o maximo e o minimo de WDg(t, f) tornam-se
mais préximos. O que sugere a obtencdo de um frame mais
apertado.

V. DICIONARIOS FORMADOS POR FRAMES
INTERCALADOS

Nesta secdo, o desempenho de diciondrios construidos
através da unido de frames proposta é avaliado quando estes
sdo utilizados em algoritmos de decomposi¢do vorazes. Os
algoritmos de decomposi¢@o vorazes, escolhem, a cada passo,
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Fig. 2. Exemplo de intercalagio de frames WH no intervalo (¢, f) €
[0,2a) X [0, 2b) — o eixo horizontal é o tempo e o eixo vertical é a freqiiéncia.

o elemento do diciondrio que melhor representa o sinal con-
siderando um dado critério de erro. O dtomo escolhido é entdo
escalado e subtraido do sinal, gerando um residuo que deve
ser aproximado no préximo passo. Este processo € iterado até
que um limiar de erro para a aproximagao ou um determinado
nimero de passos seja atingido.

Um destes algoritmos é o Matching Pursuits (MP) [12]. O
MP obtém aproximacgdes vorazes e sucessivas de um sinal.
Seja um diciondrio D = {g,}, v € ', (y é um conjunto de
parametros que definem g e I' o conjunto de todos os possiveis
v), tal que ||g,|| = 1. Para encontrar os coeficientes av, (ver
eq. (1)) e os indices y(n) (correspondentes a i, na eq. (1)),
escolhe-se g.(1) tal que oy = max,er [(X,g,)| e divide-se
x em duas partes, definindo o residuo r}( = X — 18y (1)-
Este processo é aplicado recursivamente ao residuo obtido,
obtendo-se os coeficientes av,, e os correspondentes y(n) e
r”. Tem-se, entdo, x = 221:1 n8y(n) + T

A. Dicionérios a partir de Frames

Para ser capaz de representar qualquer sinal um diciondrio
deve ser completo. Frames sdo bases sobrecompletas. Entre-
tanto, & priori, um diciondrio em L?(R) ndo é necessaria-
mente um frame. Porém, num espaco vetorial R", qualquer
diciondrio D completo e finito, i.e. D é tal que K(D) < oo,
usado para decompor um vetor x € RY ¢ um frame de RY.
Seja um diciondrio D composto de elementos gj. Suponha
agora que os elementos de D ndo satisfazem a defini¢dao de
frame da eq. (5). Logo, para um dado x € R¥ teremos ou
0= ZK(D) |(x, g)|? ou Z’; |(x,g)|> = co. A primeira
igualdade é absurda pois, se D é um diciondrio em R”, para
todo x devemos ter ao menos um elemento g, € D tal que
(x,gkr) # 0, caso contrdrio x ndo poderia ser decomposto
neste diciondrio. A segunda também o é: se ||x]|? < oo
e todos os elementos gj possuem energia limitada, por ex-
emplo, por g2, entdo necessariamente 3\ 2 |(x, g ) 2
K(D)|x]|?9? < oo. Desta forma, tem-se que todo diciondrio
finito de RN é um frame de R”. Semelhantemente, todo frame
de RY ¢ um diciondrio de RY.

Em algoritmos de decomposi¢do vorazes, alguns dos prin-
cipais fatores que determinam tanto o erro maximo quanto a
velocidade de convergéncia da decomposi¢do sdo:

e O angulo méximo entre qualquer sinal do espaco e seu
elemento mais préximo do diciondrio

0(0) = s (i s (1252} 9

Este fator é relevante. Pois, por exemplo, usando o MP
pode-se mostrar que o erro r2/, aps M passos, é tal que
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e < x|l sin™ (©(D)). Entretanto, nio hi solugio
conhecida para o célculo de ©(D) dado um D qualquer.

e« O angulo médio entre os vetores do espago e seus
elementos mais proximos do diciondrios

5o s (582

Ambos, ©(D) e 0, sdo medidas de desempenho de dicionérios
que mensuram, respectivamente, quanto do residuo pode ser
aproximado no passo no pior caso e na média .

Os frame bounds sdo medidas de redundancia do frame [1].
Suponha um frame normalizado, isto é, ||gx|| = g, Vk, para
todo sinal x teremos Al|x[|? < ||x||%g% >, [cos( xg.) > <
B|x||?, onde xg, € o angulo entre x e gj. Teremos
entdo que g% < Yoilcos(xg)]? < g%. Quanto maior
> cos ( x,gk>2’ maior é a concentracdo de elementos do
diciondrios em dire¢des do espaco similares a de x. Quanto
mais préximos forem A e B, entdo, teremos uma “densidade”
mais parecida do frame em todas as dire¢des do espaco RY.
Entretanto, este argumento ndo pode ser tomado no sentido
de optimalidade do diciondrio, que é dada por ©(D), ja que
ele ndo implica um O(D) 6timo, simplesmente indica uma
aproximacio razodvel para todos os x € RY.

Da secdo anterior, conclui-se que o método de intercalacio
proposto é eficiente no sentido de: (i) minimizar o produto
interno entre os elementos acrescidos ao dicionario (frame) e
os anteriormente existentes; e (ii) gerar frames mais apertados.
(i) é relevante para a construcdo de diciondrios para algoritmos
de decomposi¢do vorazes de sinais, pois, nestes, ndo basta
simplesmente aumentar /(D) de qualquer forma, é interes-
sante aumentd-la inserindo novas estruturas nos pontos mais
distantes dos elementos que ja estdo presentes no diciondrio.
Desta forma, sinais que eram mal-decompostos podem ser
melhor decompostos (com menos termos ou passos). Esta
abordagem permite, ainda, que se obtenham diciondrios que
continuam parametrizdveis e com os elementos possuindo uma
“forma” ou caracteristicas pré-definidas.
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B. Avaliagdo dos Dicionarios Gerados

Para avaliar o desempenho obtido pelos diciondrios ger-
ados em algoritmos vorazes, iremos avaliar tanto ©(D)

como ©, assim como o histograma do angulo, isto ¢é

arccos [maxv (W” para diversos diciondrios. Para isto,

geramos diferentes diciondrios a partir de frames WH e uma
unido usando o método proposto. Os diciondrios gerados sdo
apresentados nas duas primeiras colunas da Tab. I. Estes

2
foram gerados a partir de uma Gaussiana g(k) = €27 com
suporte em [0, (N — 1)] e extensdo periédica, no espago R64
(N = 64), utilizamos, para compor o diciondrio, as partes
reais e imagindrias dos elementos (isto gera um frame com
os mesmos frame bounds). Os resultados em termos de ©(D)
e © apresentados na Tab. 1 sdo para dois valores distintos
de 02 — uma Gaussiana estreita e outra larga. As estruturas
geradoras destes diciondrios (ver segunda coluna da Tab. 1) sdao
descritas a seguir. Os diciondrios A e B sdo respectivamente
EnpThag(k) € Enpyb/2Tnaras28(k), ou seja as estruturas
de B sdo “posicionadas” nos pontos de minimos de WD 4 e
vice-versa. Os valores de a e b foram escolhidos de forma
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TABELA 1
AVALIACAO DOS DICIONARIOS GERADOS A PARTIR DE frames. FORMADO
A PARTIR DE UMA GAUSSIANA EM R%4 — ESTIMADOS A PARTIR DE 200
DECOMPOSICOES DE 1000 PASSOS DE RUIDO GAUSSIANO USANDO O MP.

Diciondrios 02 =250 || 0% = @
D Frame Gerador K(MD)|em)| e |em)| e
A ErpThag(k) 256 89.3 [87.6| 82.4 |79.3
BT Eopro/sTasas28(k) | 256 || 895 [88.7] 82.8 [79.0
C AUB 512 || 78.0 |73.6|| 75.0 |70.1
D By Toa 28 (k) 512 || 883 [864( 755 |70.0
E B2 Lnag (k) 512 | 779 [73.6] 82.4 793
F1 Eoyolnasog(k) 1024 [ 779 [73.6]] 754 [69.8
G Eomyov/2Tna/2sa28(k) | 512 || 89.4 [88.7] 754 [70.1
H B 21072 Tontareg(k)| 512 || 783 [738]| 82.6 [793

a fornecer a mesma resolu¢dao nos eixos do tempo e da
freqiiéncia para os diciondrios A e B (no caso, 16 pontos
em cada dire¢do, o que acarreta a = N/16 ¢ b = 7/16). Isto
permite a mesma cardinalidade para A e B e a “dobra” de
cardinalidades dos diciondrios descritas a seguir. O diciondrio
C é formado pela unidio de A e B. Os diciondrios D e E foram
gerados de forma a possuir a mesma estrutura de A, porém
dobrando sua cardinalidade de forma a serem iguais a de C.
Para gerar D, o parametro a foi dividido por dois; e, para
gerar F, b foi dividido por dois. O diciondrio F' foi obtido
dividindo os pardmetros de deslocamento e modulagdo por
dois, sendo entdo gerado por E,p 2T /gg(k:) 0 que implica
uma “densidade” e cardinalidade 4 vezes maior em relacdo a
A e B. Os diciondrios G ¢ H foram construidos de forma
a dobrar a cardinalidade do diciondrio B. Para isto a foi
dividido por 2 para gerar G e b foi dividido por dois para
gerar H. Todos os diciondrios gerados tiveram seus elementos
normalizados. A Fig. 3 apresenta os histogramas dos angulos
entre os residuos e os elementos mais préximos dos dicionarios
com o2 = 250; na Tab. I, conforme ja4 mencionado, temos
estimativas de ©(D) e O.
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Fig. 3. Histogramas (com 500 intervalos) dos angulos entre um sinal qualquer
e o elemento mais préximo do diciondrio para os diciondrios A, B, C, D,
E, F,Ge H com 02 = @ — obtidos a partir de 200 decomposicoes,
de sinais uniformemente distribuidos na superficie da hiperesfera, com 1000
passos cada no MP — i.e. 200000 amostras do angulo.

J4 fora observado que a tendéncia é de que quando a
cardinalidade de D aumenta ©(D) tende a diminuir [14],
[22]. Entretanto, ndo ¢ trivial saber como se dard este com-
portamento ao adicionar elementos a um diciondrio [23].
Isto decorre de que para uma diminuicdo significativa de
O(D) devemos posicionar os novos elementos do diciondrio
exatamente nas direcdes dos sinais que acarretam as menores
taxas de aproximag@o, ou seja, que possuem maior dngulo
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Fig. 4. Erro médio em fungdo da taxa (passosX [logz [KC(D)]]) para os

diciondrios A, B, C, D, E, F, G e H com o2 = —V22” — a partir de
200 decomposi¢des, usando MP de 1000 passos, de sinais uniformemente
distribuidos na superficie da hiperesfera.

com o elemento do diciondrio mais préximo. Os resultados
apresentados, tanto na Tab. I quanto na Fig. 3, mostram que ao
posicionar os novos elementos de um diciondrio nos minimos
do conteddo tempo-freqiiéncia do diciondrio (ou do frame
correspondente) gerado a partir de um frame de Gabor é mais
eficiente para diminuir ©(D) e © do que simplesmente dividir
a ou b por dois. Na verdade, dos resultados podemos observar
que o posicionamento proposto para os novos elementos,
obtém um diciondrio com O(D) e © mais préximos aos
obtidos ao dividir a e b por dois (abordagem do diciondrio
F, com a metade da cardinalidade (o que implica menor
complexidade computacional), do que as outras abordagens.
A Fig. 4 apresenta o erro médio (em escala logaritmica) em
funcdo da “taxa” (obtida multiplicando o nimero de passos
por [logz [K(D)]]) para os oito diciondrios com o2 = @
Apesar de similares os melhores desempenhos em termos de
taxa-distor¢do sdo obtidos, neste caso, pelos dicionarios C,
D, G e F. Experiéncias realizadas alterando: a largura da
Gaussiana (¢2), os parametros a, b e a fase dos elementos dos
diciondrios, as vezes geram diciondrios com as estruturas de
D, E, G ou H com desempenhos préximos ao de C' e F.
Como exemplo, veja as duas colunas para o2 = 250 da Tab.
I, nas quais vemos que os diciondrios com as estruturas de F
e H possuem medidas de desempenho (©(D) e ©) similares
as de C, e para o2 = ‘/227 os dicionarios com as estruturas de
D e G possuem medidas de desempenho similares as de C.
Entretanto, nessas experiéncias vimos que a estrutura proposta
para C' sempre gera dicionarios com medidas de desempenho
similares as obtidas com a abordagem usada para gerar F' (que
possui cardinalidade 2 vezes maior). Isto posto, 0 método de
aumento controlado da cardinalidade do diciondrio (e portanto
do custo computacional da decomposigﬁo) por intercalacio
sempre produz bons resultados. Este € o ponto relevante: o
compromisso entre (D) e © que o método apresentado atinge
de forma satisfatoria para a adi¢do de elementos a dicionarios
parametrizaveis.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho, baseado no contetddo tempo-freqiiéncia dos
elementos de um frame, uma condigio suficiente que garante
que um conjunto de elementos g qualquer gera um frame foi
apresentada. Apresentou-se também uma discussido detalhada
do conteddo tempo-freqiiéncia de frames de Weyl-Heisenberg
gerados a partir de funcdes pares e impares. Os resultados
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sugeriram um método de obter frames cada vez mais aper-
tados. Este resultado permite uma abordagem para aumentar
a cardinalidade de diciondrios utilizando a intercalacdo de
frames no espaco de parimetros. Os diciondrios assim ge-
rados foram avaliados no algoritmo de decomposi¢do voraz
conhecido como matching pursuits. O método de unido de
diciondrios por intercalag@o no espaco de pardmetros mostrou-
se eficiente para obter diciondrios parametrizaveis em fungao
de seus deslocamentos no tempo e na freqiiéncia, construidos
a partir de uma fungéio ¢(¢). Os diciondrios assim obtidos sdo
capazes de obter decomposicdes com média da norma do erro
menor, para uma dada cardinalidade.
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