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Equalizacao Cega de

Canais Lineares FIR

empregando o Algoritmo EM Bayesiano

Claudio J. Bordin Jr. e Luiz A. Baccala

Resumo— Neste trabalho descrevemos metodos para equali-
zar cegamente canais de comunicac¢io lineares FIR atraves da
versao Bayesiana do consagrado algoritmo EM (Expectation-
Maximization). Os metodos desenvolvidos fornecem estimativas
que maximizam localmente a densidade de probabilidade a
posteriori dos parametros do canal de comunicacio, estimando
os simbolos transmitidos atraves do algoritmo BCJR. Para con-
tornar dificuldades de convergencia observadas sob baixos niveis
de rmido, modificamos a proposta original ao considerar tecnicas
de annealing, que proporcionam um desempenho preximo ao
otimo (Viterbi) sem incorrer em aumento de complexidade
computacional, conforme atestam simula¢des numericas.

Palavras-Chave— Equalizacao cega, Algoritmo Expectation-
Maximization Bayesiano, Annealing.

Abstract—This work describes blind equalization methods
for linear FIR channels using a Bayesian version of the well-
known EM (Expectation-Maximization) algorithm. The proposed
methods produce estimates that locally maximize the posterior
density of the channel parameters, leading to estimates of
the transmitted bits via the BCJR algorithm. Without increa-
sing the overall computational complexity, we next propose an
enhanced scheme based on annealing techniques to circumvent
bad convergence properties observed in the original algorithm
when the noise level is low, leading to performances close to
optimal (Viterbi for known channel parameters) as confirmed
by numerical simulations.
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I. INTRODUCAO

A despeito dos avancos observados nas ultimas décadas,
a equalizacdo cega [1] [2] de canais de comunicag¢do ainda
carece de solugdes simultaneamente satisfatrias nos quesitos
robustez, velocidade de convergéncia e complexidade com-
putacional. Neste contexto, o algoritmo EM [3] oferece uma
solugdo de compromisso para o problema da equalizagdo
cega ao prover estimativas aproximadamente 6timas para os
parametros do canal de transmissdo, embora a uma complexi-
dade computacional relativamente elevada.

Introduzido em 1977 por Dempster et al. [4], o algoritmo
EM ¢é um método iterativo que aproxima solugdes Otimas
(nos sentidos ML ou MAP [5]) para problemas de estimagio
com dados latentes, ou seja, problemas nos quais a funcdo de
verossimilhanca (a densidade a posteriori) somente € tratavel
se condicionada a um conjunto de dados nao-observados.

Apesar de terem-se desenvolvido diversos métodos de
obtencdo de solugdes Otimas no sentido da mdaxima
verossimilhanca (ML) para o problema da equalizagdo cega
utilizando o algoritmo EM ([6][7]), neste trabalho propomos
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um novo método, desta vez de cunho Bayesiano. Nele obtém-
se aproximacOes para a estimativa MAP dos parametros do
canal admitindo-se para este uma densidade a priori gaussiana.
Em conseqiiéncia a andlise dos resultados obtidos com esta
abordagem, propomos um segundo método para equalizacio
cega empregando uma técnica de annealing que corrige de-
ficiéncias de desempenho observadas quando a relacdo sinal-
ruido disponivel € alta.

O conteddo deste trabalho estd organizado da seguinte
forma: na Sec. II apresentamos o algoritmo EM, descrevendo
em seguida o modelo de sinal empregado (Sec. III). Na
Sec. IV, descrevemos a aplica¢do do algoritmo EM a solucdo
do problema da equalizagdo cega, avaliando seu desempenho
através de simulacdes numéricas. Na Sec. V apresentamos
o algoritmo modificado e seu desempenho, conduzindo as
conclusdes formalizadas na Sec. VL.

II. O ALGORITMO EM

Dado que se deseje inferir um vetor aleatdrio ¢ a partir de
um conjunto de observagdes A e considerando uma varidvel
aleatéria B latente (i.e. ndo-observada), de sorte que se possa
descrever 6 por meio de uma p(f|A, B) analiticamente sim-
ples, o algoritmo EM prescreve como obter uma seqiiéncia de
estimativas (), i 0, tais que p(0+1|A)  p(0@|A). Em
outras palavras, o algoritmo EM permite obter valores 6(*) que
maximizam localmente a densidade a posteriori da varidvel
inferida (veja o Apéndice para detalhes).

Dividido basicamente em dois passos, o algoritmo EM
consiste primeiramente (passo E) em determinar a esperanca
da densidade a posteriori aumentada p(0|A, B) dadas as
observacdes A e uma estimativa atual #(). A isto segue-se
(passo M) o cilculo da nova estimativa de §¢t1), obtida ao
maximizar-se a esperanga determinada no passo E em fungao
de 6, conforme descrito na Tabela I.

Como se pode observar na Tabela I, o algoritmo EM é um
procedimento bastante geral. Como tal, tem aplicabilidade a
diversos problemas de estimacdo, sendo sua praticidade deter-
minada pela capacidade de se calcular e maximizar Q(6, §(*))
de modo facil. Cabe salientar que as estimativas obtidas ndo
sd0 necessariamente boas aproximacgdes da estimativa MAP
do vetor aleatdrio 6, ja que a convergéncia do algoritmo sé
¢ garantida até maximos locais da densidade a posteriori [8],
propriedade que demonstramos no Apéndice.

III. MODELO DE SINAL

Neste trabalho temos como principal interesse a equalizagdo
de canais de comunicacdo lineares com resposta ao impulso
de duracgdo finita. Assim, admitimos que a amostra y;, do sinal
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1) Passo E (expectation):

Q(0,0%) = / log p(6] A, B)p(B|A.69)dB (1)
B

2) Passo M (maximization):
gl+1) = argmguxQ(@,G(i)) 2)
3) Itera-se até a convergéncia, ou
seja, até que ||§0+D - 00| seia

suficientemente pequeno.

TABELA 1
ALGORITMO EM

recebido no instante £ (tomada a taxa de simbolos) pode ser
expressa como:

L 1

vk =Y himk i+ vk,
=0

3)

em que L denota a duracdo da resposta ao impulso do canal
(em intervalos de simbolo), x, denota a seqiiéncia de simbolos
transmitida, hy os termos da resposta impulsiva do canal e vy,
o ruido aditivo, por hipdtese gaussiano complexo circular com
média nula e varidncia 2 conhecida.

Observe ainda que o modelo de sinal dado em (3) pode ser
representado alternativamente como

yr = W Xy + o, 4

ao fazer com que Xy = [rx @k L+1}T € CLX! seja
um vetor que coleciona os valores dos ultimos L simbolos
transmitidos e h = [hg  hr 1]° € CL*1 seja o vetor que
coleciona os coeficientes do canal.

IV. EQUALIZAQAO CEGA EMPREGANDO O ALGORITMO
EM

Neste trabalho temos como objetivo obter estimativas MAP
dos parametros do canal de transmissdo h, ou seja, determinar
o conjunto de parametros i que maximiza a densidade a
posteriori p(h|Yon, 2), Yo = { Yoy s Yn }-

Pode-se mostrar que a determinacdo exata da densidade
p(h|yo.n, 2?) € impraticdvel [9], uma vez que exige um
nimero de operacdes que cresce exponencialmente em fungio
do tamanho do bloco de dados m. No entanto, conforme
mostramos nesta secdo, o modelo de sinal descrito por (4)
permite que se obtenham diretamente estimativas MAP dos
parametros h através do algoritmo EM.

Utilizando como varidvel latente a seqiiéncia de veto-
res Xo.n,, assumida independente a priori do vetor de
parametros h, obtemos que a densidade a posteriori aumentada
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1

p(h| Xo.n,Yo:n, 2) pode ser expressal como

p(h7 XO:ny yO:n)

h| X my Y0n = 5
P(h|Xo:n, Yon) T, Xoun: yom ) ©)
o8 p(h7 XO:nvyO:n) (6)

= p(yO:n|haXO:n)p(h)p(XO:n) @)

= p(h) [ [ ply;lh. Xj)p(z;) . ®)

=0
Aplicando-se o algoritmo EM para conseguir estimativas de
h, obtemos a seguinte expressdo para o “passo E:

Q(h7 h(l)) = Z 1ng(h|)(0:'m yO:n)p(XO:n|h(i)a yO:n) (9)
Xo:n

= B [log p(hl X, yon) 1 o | - (10)

Assumindo que a densidade a priori dos pardmetros do
canal é Gaussiana complexa, ou seja,

p(h) = () N[So| "exp —|lh—ho
£ Ne(hlho; o) (11)

e que os simbolos transmitidos sdo i.i.d eqiiiprovaveis, segue
que a verossimilhanca das observagdes € dada por

p(y;lh, X;) = Ne(y;[h7 X5 2). (12)

O logaritmo da densidade a posteriori aumentada dada em
(8) pode ser escrito entdo como

Hégl

1 n
log p(h| Xo:n, Yon) = a_”h_hoHéal_ﬁ Z Hyj_hHXj”2 .
§=0
(13)
sendo « uma constante de normalizagdo independente de h.
Calculando-se entdo a esperanca condicional de (13), obtemos

1 < ;
—=5 > Bl = WX PO, yo.n]
7=0

Q(h,hY) =

—llh = hollZ; + o e
0
1 — ;
— - (—2% {hHE |:Xj|h(l)»y0:n:| y]} +
7=0

ThHE [XjX]H |h(i),y0:n} h)
— 2R RES,Y 4+ RHER h + Q. (15)

em que o’ e o” sdo constantes que ndo dependem de h.

O segundo passo do algoritmo EM (passo “M”) consiste de
determinar o valor de A que maximiza (15). Para isto, note
inicialmente que

0

@y =

1< :
E() ! + ) ZE |:X]X]H|h(l)ay0ni| h
=0

I :

1

+ S0 tho+ = D0 B [X1hD yo| ;| - (16)
Jj=0

'Omitiremos a partir deste ponto a dependéncia das densidades condicionais

em relagdo ao parimetro o2 (varidncia do ruido aditivo), uma vez que este é
assumido conhecido.
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e que a matriz Hessiana 0°Q(h, h())/0h? é dada por

1

_ EO 1+—2iE |:XJX]H|h(l)7y0ni| <0. (17)
§=0

Igualando-se (16) a zero, segue que o maximo de Q(h, h(*))
¢ dado por

1 & ,

=0

R+ S+

1< :
Eolho + _QZE |:X7‘h(7)7y0n:| yj (18)
j=0
As esperangas em (18) podem ser calculadas numericamente
através do algoritmo BCJR [10] (vide Apéndice), uma vez que

N,
E[leh“%yom}:z;g P(X; = X|hD, yo.n) (19)
=1

N
E [Xij{Ih(i)7yo:n} =" XA P(X; = XD, yo.) (20)
=1

sendo N, o nimero de vetores X distintos.

Na Tabela II resumimos o contetido desta secdo, descre-
vendo o algoritmo proposto. Note que aproximagdes das
estimativas> MAP/ML dos simbolos transmitidos podem ser
obtidas a partir de P(X;|h("), yo.,), uma vez que a densidade
a posteriori dos simbolos transmitidos é dada por

> PX; =bhD, yom) . 21)

Vb|zj=a

]P)(IJ = a|h(i)7y0:n) =

(Inicializacdo) Obtenha h(®  Ng(h|ho; o)

Para ¢t 0, itere:
- calcule P(X;|h® yon), 0
vés do algoritmo BCJR.
- Determine hUtD através de
(18)—-(20) .

n atra-

TABELA II
ALGORITMO PARA EQUALIZACAO CEGA BASEADO NO ALGORITMO EM

A. Simulagoes

Através de simulagdes numéricas avaliamos o desempenho
do algoritmo segundo a taxa média de erro de bit (BER) obtida
ao longo de 100 realizacdes independentes num sistema de
comunicagdo que transmite blocos de 250 simbolos bindrios
i.i.d. através do canal h = [ 0,41 — 0,82 0,41 |7 com ordem
e poténcia de ruido conhecidas pelo receptor. A densidade a
priori do canal foi admitida igual a N (h|0; I).

Na Fig. 1 mostramos o desempenho obtido em fungdo da
rela¢do sinal-ruido e do niimero de iteragdes empregado pelo

20bserve que as estimativas obtidas através deste método sdo subotimas,
uma vez que h(%) é uma estimativa dos parimetros do canal.
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algoritmo EM. Na mesma figura, para efeito de comparagao,
mostramos o desempenho obtido pelo algoritmo de Viterbi,
construido a partir do canal conhecido e implementado
considerando-se desconhecidos os bits das extremidades do
bloco. Uma caracteristica que salta aos olhos € o desempenho
ruim do algoritmo da Sec. IV que piora a medida que a relacao
sinal ruido ultrapassa 6dB.

O EM(1iter.)
o EM (10 iter.)
v EM (25iter.)
— Viterbi
T Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
SNR (dB)

Fig. 1. Desempenho médio ao longo de 100 realizagdes independentes do
algoritmo para equalizacdo cega descrito na Sec. IV em funcdo da relacdo
sinal-ruido(SNR) e o nimero de iteragdes.

V. ALGORITMO MELHORADO

Analisando mais detidamente o funcionamento do algoritmo
da Sec. IV observamos que, sob baixos niveis de ruido, as
densidades p(X;|h(", yo.,,) estimadas (através do algoritmo
BCJR) assumem valores muito préximos de 0 ou 1, num
comportamento que parece contribuir para o aparecimento de
algo semelhante a um ciclo-limite®, que impede a convergéncia
do algoritmo para uma solugdo fixa.

Para contornar este problema, fizemos uma alteracdo de
cardter heuristico no algoritmo da Sec. IV inspirada em
técnicas de simulated annealing. Estas técnicas [11], ampla-
mente empregadas na solu¢do de problemas de otimizacdo
ndo-linear, baseiam-se na observa¢do de fendmenos naturais
ligados a cristalizagdo de metais, que sugerem que a con-
vergéncia para o minimo global num problema de minimizagao
iterativa pode ser obtida pela introducdo de perturbagcdes
lentamente decrescentes (nas suas solucdes intermedidrias).

Para evitar o aparecimento de oscilagdes ciclicas como as
observadas para o algoritmo anteriormente descrito, substi-
tuimos a densidade p(X%|h?,yo.,, 2) (calculada através do
algoritmo BCJR), necessdria para a determinagdo de (20), pela
densidade p;(X5|hD, yo.n, 2) = p(XhD, youn, 2+ 6(7)).
com §(7) > 0 é uma funcdo decrescente de i.

Note que, dado o maior nivel de ruido informado ao
algoritmo BCJR, a densidade p;(Xx|h(),yo.,, 2) exibe uma

2’the que o algoritmo EM opera de forma deterministica, e que os valores
de h() e yg.,, numa iteragio definem completamente o comportamento do
algoritmo nas iteragdes posteriores.
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menor tendéncia de assumir valores extremos (0 ou 1) do que a
densidade a posteriori verdadeira. Isto parece contribuir para
a eliminacdo de oscilagdes ciclicas. Em nossas simulagdes,
testamos diversas formas para a fungéo 4(¢), obtendo melhores
resultados para fungdes §(i) da forma exponencial.

A. Simulacoes

Nas Figs. 2 e 3 mostramos o desempenho obtido pela versao
modificada do algoritmo da Sec. IV, utilizando 6(i) = 10 %1
e 6(i) = 10 %95 respectivamente, empregando as mesmas
hipé6teses adotadas na Sec. IV-A.

Como se pode observar, ao fazer §(i) = 10 %! nota-se
ainda uma degradacdo de desempenho para SNR superiores
a 12 dB (Fig. 2). Diminuindo-se o nivel de ruido adicional
mais lentamente (6(i) = 10 %:%5%), no entanto, o desempenho
do algoritmo modificado aproxima-se bastante daquele do
detector 6timo MLSE (Viterbi) para 25 iteracdes, como se
pode observar na Fig. 3.

M (1 iter.)

o
o EM (10 iter.)

E
E
v EM (25 iter.)
— Viterbi

10' S N Il Il Il I Il Il Il

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
SNR (dB)

Fig. 2. Desempenho médio ao longo de 100 realizacdes independentes da
versdo modificada do algoritmo para equalizacdo cega descrito na Sec. V
@) = 109:1%) em funcdo da relagdo sinal-ruido(SNR) e o nimero de
iteracdes.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho descrevemos métodos para a equalizacio
cega de canais de comunicacdo lineares FIR basea-
dos na versdo Bayesiana do algoritmo EM (Expectation-
Maximization). Verificamos que o método basico, obtido
através da aplicacdo direta do algoritmo EM ao problema
tratado, apresenta um desempenho insatisfatério sob baixos
niveis de ruido. Este resultado nos levou a propor um segundo
esquema, empregando uma modificagdo heuristica inspirada
nas técnicas de simulated annealing, o qual, sem incorrer num
aumento da complexidade computacional, proporciona um
desempenho préximo ao 6timo, conforme verificado através
simula¢des numéricas.
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o EM(1 iter.)
o EM(10iter.)
v EM(25iter.)
— Viterbi
T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
SNR (dB)

Fig. 3. Desempenho médio ao longo de 100 realizacdes independentes da
versdo modificada do algoritmo para equalizagdo cega descrito na Sec. V
(8(7) = 10°99%%) em fungdo da relagio sinal-ruido(SNR) e o nimero de
iteragdes.
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APENDICE
A. Convergéncia do Algoritmo EM

Proposicao: Tterando-se o algoritmo da Tabela I tem-se
que p(§CTVA) - p(6)[A).

Prova: Inicialmente, note que como uma conseqiiéncia lei
de Bayes
p(0|A)p(B|0, A)

p(0I4, B) = PR

(22)

0 que implica que

log[p(0]A)] = log[p(0]A, B)] +log[p(B|A)] —log[p(B|f, A)] .

(23)

Integrando-se cada uma destas densidades com respeito a
p(BlO , A):

log[p(0]4)] = [zlog[p(0|A, B)] p(Bl6 ,A) dB
+ fBlog (B|A)] p(Bl® ,A) dB
— fBlogp(B|0,A)} p(Bl0 ,A) dB
2 Q0,0 Y+K(0,0 )—H(®,0 )
(24)
Fazendo-se § = 0() obtemos
log[p(6“ | A)] — log[p(6™|A)] =
[Q(g(ﬂrl)’g(i)) (9() gl ))]
+H[H O, 600) — H(6W,60)]
_[K(g(i+1)79(i)) (9(1 9(%))] (25)

Como, por definicdo, #(°+1) ¢ escolhido de modo a ma-
ximizar Q(8¢+1) (), o primeiro termo em (25) é positivo
(ou nulo se AUHD) = §()) Pode-se verificar também que o
segundo termo & nulo, j& que H(9¢+1) 9()) nio é fungdo de
6(+1) . Quanto ao terceiro termo, note que

,[K(g(iﬂ)’g(i)) _ K(g(i)ﬁ(i))] s
S log |5t | p(BIOW, 4) aB  (26)

p(BJOG+D), A)
ou seja, a diferenca equivale a distancia de Kullback-Leibler
entre as densidades p(B|6("), A) e p(B|#U+Y, A), sendo por-
tanto positiva (ou nula de as duas densidades forem iguais “al-
most everywhere”). Assim, conclui-se que log[p(A(+1)]A)] —
log[p(6?|A)] 0 concluindo a demonstragio.

B. O Algoritmo BCJR

O Algoritmo BCJR [10], desenvolvido por Bahl et al
em 1974 descreve um método numérico para o célculo das
probabilidades de ocupacdo dos estados de um HMM (Hidden
Markov Model). O método € implementado através de duas
recursdes (para trds e para frente), sendo a primeira delas
bastante similar a descrita pelo Algoritmo de Viterbi [12].

Para se calcular a distribui¢do a posteriori da varidvel de
estado X, (Eq. 20), o algoritmo BCJR explora o fato de que
Yo:n S0 observagdes de um HMM, obtendo que

Zp Xk =a Xk-‘rl - b|y0:nah)

S

p(Xk+1 = b‘yO:n)

kt1(b) . @27)

)7k (a,b)

978

onde
ag(a) P( Xk = a, Yok 1) (28)
k+1(D) P(Yk+1:n| Xk+1 = D) (29)
Ye(a,b) = p(Xpt1 = b,yx|Xp =a) . (30

Sob as hipdteses adotadas para o modelo de sinal (Eq. 3), os
termos 7 (a, b) podem ser calculados diretamente, obtendo-se
que

Ye(a,b) = play = S(Q’b)) )

(€29)
onde s(*") denota o valor assumido pela v.a. z, que provoca
a transicdo do estado X = a para o estado X1 = b.

Os demais termos em (30) somente podem ser determinados
recursivamente. Para isto, introduzimos a seguinte a notag¢ao
vetorial

1 1
—5exp ——5lyr — hT X

ar = [on(1)...an(N,)]T e RIV:IX1 (32)
o= [ k). k(N T e RN 33)

€ a matriz
[Fk]ij = (i, 7) 5 (34)

onde N, € o nimero de valores distintos que o vetor aleatdrio
X}, pode assumir.

Utilizando estas defini¢des, obtém-se que os demais termos
podem ser calculados através das recursdes [10]

Qg1 'Yy, (35)
= Tk kg1, (36)
iniciadas com (a) = p(yx| Xk = a) e apa) = p(Xo = a).

Numa formulag@o geral, a aplicagdo do algoritmo BCJR
a um bloco de n amostras exige um total de operacdes da
ordem de nN2. Ao aplicar-se o algoritmo BCJR num sistema
de comunicacdes digitais bindrio, no entanto, verifica-se que
a matriz 'y, somente possui 2N, elementos ndo-nulos, onde
N, = 2, sendo a complexidade total uma funcdo linear de
N;.



