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Analise Estatistica do Algoritmo eLMS no Dominio
Transformado em Ambientes N&o-estacionarios

Elen M. Lobato, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este artigo propde um modelo analitico do
algoritmo €LMS no dominio transformado (TD-eLMYS)
operando em um ambiente ndo-estacionario. O modelo é
derivado para snais de entrada Gaussianos, grau de
ndo-estacionaridade pequeno e condi¢do de adaptacdo lenta.
Através de simulagfes numéricas, constata-se uma boa
concor dancia entre os resultados de simulagdo Monte Carlo e os
obtidos através do modelo proposto, tanto para o
comportamento médio dos coeficientes quanto para o erro
quadratico médio.

Palavras-Chave—Dominio transfor mado, filtragem
adaptativa, modelagem estatistica, ndo-estacionariedade.

Abstract—This paper proposes an analytical model of the
transform-domain eLMS algorithm (TD-eLMS) operating in a
nonstationary environment. The model is derived for Gaussian
inputs, small degree of nonstationary, and slow adaptation
condition. Through numerical simulations one verifies a very
good agreement between the results obtained by the Monte
Carlo method and the ones from the proposed analytical model
for both mean coefficient behavior and mean-squareerror.

Keywords—Transform domain, adaptive filtering, statistical
modeling, nonstationary.

I. INTRODUCAO

O algoritmo LMS é um dos algoritmos mais empregados
em filtragem adaptativa [1]-[3]. Isso se deve a sua
simplicidade, robustez e baixa complexidade computacional
requeridas em muitas aplicagdes. Entretanto, esse algoritmo
apresenta uma séria limitagdo quando o sina de entrada é
correlacionado: sua velocidade de convergéncia torna-se
muito baixa. Com vistas a superar tal problema, Narayan et
al. [4] introduziram o algoritmo LMS no dominio
transformado (TD-LMS). Nesse agoritmo, o sinal de entrada
€ pré-processado pela transformada discreta de Fourier
(TDF), ou por alguma outra transformag@o ortogonal. Apds
tal transformag@o, o passo de adaptacdo € normalizado
segundo a poténcia média do sinal de entrada para cada
coeficiente do filtro adaptativo.
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A andlise estatistica do algoritmo TD-LMS como também

do TD-eLMS para ambientes estacionérios tem sido objeto de
um bom numero de trabalhos apresentados na literatura
[5]-[10]. No entanto, para ambientes nao-estaciondrios, em
nosso conhecimento, somente umas poucas analises constam
da literatura da &ea. Em [11], uma andise do algoritmo
adaptativo para ambientes nado-estaciondrios usando uma
abordagem baseada em energia € discutida Uma
caracteristica interessante dessa andlise € a independéncia do
tipo de ndo-linearidade usado e da funcdo densidade de
probabilidade do sina de entrada considerada. Contudo, tal
abordagem ndo permite obter modelos tedricos para predizer
a evolucdo do comportamento médio dos pesos e do erro
quadrético médio.

Este artigo tem como propésito desenvolver uma anélise
estatistica do algoritmo TD-eLMS para o caso de ambientes
ndo-estacionarios.

O artigo estd organizado como segue. A Secdo |l apresenta
a formulacdo do problema de rastreamento de uma planta
variante no tempo. Na Se¢&o |11, é definido o vetor de erro do
algoritmo TD-eLMS para uma planta variante. A andlise

estatisticado algoritmo TD-eLMS é considerada na Segéo 1V.
A Secdo V apresenta e discute os resultados obtidos via
simulagdo Monte Carlo (MC) e através do modelo estatistico
proposto. Finamente, na Se¢do VI, sdo expostas as
conclusdes finais do trabal ho.

Il. FORMULACAO DO PROBLEMA DE RASTREAMENTO

O sind desgjado € modelado como sendo um regressor
linear multiplo caracterizado pela seguinte equagdo [2]:

d(n) =xT (Nw°(n)+z(n) @
x(n) =[x(n) x(n=1)---x(n—N+1)]"
congtituido pelo sinal de entrada; w°(n) =[w§(n) w{(n)...

\/\/,‘i,_l(n)]T € o vetor de coeficientes da planta; e z(n)
representa o ruido de medi¢do. Mapeando-se os vetores x(n)

onde é o vetor

e w°(n) paa o dominio transformado, obtém-se
wi(n)=Tw°(n) e x;(n)=Tx(n) [2], onde T éamatriz de

transformacdo ortogonal. Assim, pode-se rescrever (1) como
d(n) = x{ (NwS () + z(n) @)

onde X1 (n) =[Xro(n) X ,(N) -+ Xy (M]" é o vetor do
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sinal de entrada transformado e w7 (n) =[w? o(n) W2 ,(n) -

Wt?y,\,_l(n)]T € o vetor de coeficientes da planta, representados

no dominio transformado. O vetor de coeficientes da planta
variante € um processo caracterizado pela seguinte equacdo
de diferengas:

w3 (n+1) =w3(n)+g(n), 3)
onde g(n) éo vetor de perturbacdo do processo.
I11. ALGORITMO LM S NO DoMiNIO
TRANSFORMADO (TD-eLMYS)
A equacdo de adaptacdo do vetor de coeficientes do
algoritmo TD-eLM S [2] é dada por
w1 (n+1) = w(n) + 2uD ™ (n)e(n)x1 (n), (4)
onde e(n) representa o sina de erro escrito como
e(n) = d(n) —xg (Nw- (). )
Em (4), o vetor w(n) =[w(n) Wr,l(n)“‘Wr,N-l(n)]T é
o vetor de coeficientes no dominio transformado e D~X(n) é
uma matriz diagonal, definida por

D™ (n) ={diag[oF o(n) +& 6% 1(N)+&-- 65 \_1(N)+E]} 7, (6)

onde G%i (n) para i=0,,...,N-1 denota a variéncia de

cada sub-banda do sinal transformado e € é um pardmetro de
regularizagdo que assegura a estabilidade numérica do
algoritmo caso o sinal de entrada assuma valores muito
pequenos.

Uma vez aplicada a transformac8o ortogonal, efetua-se
através da matriz D™1(n) anormalizagéo do sinal de entrada.
Substituindo-se (2) em (5) e o resultado em (4), obtém-se

W (n+1) = wr (n) + 20D~ (g (M) [X] (MW ()
+2(n)—x7 (MW (N)].
Definindo-se 0 vetor de erro no dominio transformado
vy (n) =wy(n)—w$(n) econsiderando (3) e (7), obtém-se

)

vy (n+2) =[1 = 20D ()7 (N)x7 (W] vr ()

4 (8)
+2uD ()X (n)z(n) —g(n).

IV.ANALISE

A. Momento de Primeira Ordem

Tomando-se o valor esperado de ambos os lados de (8),
tem-se

E[vr (n+D)] = E[v ()] + 24E[ D~} (n)x (n) z(n)] )
— 20E[D~ ()X ()X (v (M)] - E[g()].

Antes de proceder com a determinacdo dos valores
esperados em (9), devem-se estabelecer algumas hipdteses
simplificativas paratal andlise.
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i) z(n) é descorrelacionado de qualquer outro sinal, possui
médianulae variancia 62 ;

ii) g(n) é um vetor independente com média nula e com
matriz de autocorrelagiio G = o3l ;

iif) X7(n) é um processo estacionario com distribuig&o
Gaussiana e matriz de autocorrelacdo Ry ;

iv) vi(n) e xp(n)
independentes;

V) D}(n) e x;(n)xk(n) sfo processos conjuntamente

S80 processos  estatisticamente

estaciondrios, tal que D1(n) varie lentamente em relacdo

a xT(n)an) (Principio daMédia[12)]).

Assim, considerando-se as hipéteses (i), (i), (iii) e (iv) em
(9), obtém-se

E[vy (n+] ={1 ~2uE[D (IR} Elvy(N)].  (10)

O valor esperado de D~%(n) é obtido conforme [9]-[10],
sendo sua expressao dada por

Mo N
1 = 0R )
2

-
(M =2)(M -4)
Substituindo-se (11) em (10), obtém-se a expressdo
recursiva que descreve o comportamento médio do vetor de
erro nos coeficientes do algoritmo TD-eLMS . Assim,
Elvr (n+D] = E[v(n)]

E[D*(n)] =

11)
[diag(RF)I ™

[diag(Ry)] "R+ E[v+ ()]
2

MM -4

M
RO

[diag(RT)] ™R E[v(n)].
(12)

A partir de (12), verificarse que o momento de primeira
ordem dos coeficientes do filtro adaptativo ndo é afetado pela
perturbacdo g(n) dadaem (3).

B. Erro Quadratico Médio e Momento de Segunda Ordem
Nesta secéo, é determinada a expresséo que descreve 0 erro
quadrédtico médio (EQM) do agoritmo TD-eLMS.
Partindo-se ent&o do erro de adaptacéo, definido por
e(n) = d(n) - x7 (Nw- (), (13)
substituindo-se (2) em (13) e utilizando o vetor de erro nos
coeficientes wy (n) = v1(n)+w$(n) , obtém-se

e(n)= z(n) ~x7 () v (n) . (14)

Elevando-se a0 quadrado ambos os lados de (14),

tomando-se 0 valor esperado da expressdo resultante e

fazendo-se uso das consideragdes (i) e (iv) da Secéo 1V,
tem-se
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E[€® ()] = E[ 2% ()] + E[v (N)x1 ()] (v ()] . (15)

O termo  E[v](n)x; (N)x] (N)vy(n)] é um escalar, logo
pode ser rescrito como

E[VT (M (MX] (M ()] = tr{ R E[v (v (M]} , (16)
onde tr{} representa o traco da matriz. Substituindo-se (16)
em (15), obtém-se:

E[e’(N)] =05 +t{RE[vr (Mvi(N}.  (17)

Para analisar o comportamento do EQM, é necessario obter
uma expressao que permita calcular a matriz de covariancia
do vetor de ero K(n)=E[v (n)vi(n)]. Paa ta,

multiplica-se (8) pelo seu transposto e calculase o vaor
esperado da expressdo resultante, levando-se em conta as
hip6teses simplificativas da Se¢do IV. Assim, obtém-se a
expressdo recursiva que descreve a evolugdo da matriz de
covariancia do vetor de erro, dada por

K (n+1) = K (n) - 2uK (N)R;E[D*(n)]
— 2uE[D(M)]RK (n)
+4u?E[DH(N)]{2R{K (N)R+
+Rtr[RK (M]}E[D ™ (n)]
+4u°62E[D (R E[D 7 (n)] +G,

(18)

onde G = E[g(n)gr (n)] -

C. Andlise em Regime Permanente

Lembrando-se que o erro em excesso é definido como a
diferenca entre 0 EQM e 0 EQM para a solucéo étima (EQM
minimo), tem-se

Cexc (M) = t[RK(n)].

Pré-multiplicando ambos os lados de (18) pela matriz

inversa de E[D*(n)] e assumindo-se que em regime
permanente K (n+1) =K (n) =K _,, obtém-se

(19)

2{E[D ()]} 'K LR E[DH(n)] +2uR<K _,
= 8u°RK .RE[D ()] +{E[D*(N]} 'G

(20)
+4u’R-tr[RK _1E[D}(n)]
+4u%62R-E[D(n)].
Tomando-se o traco de ambos os lados de (20), tem-se
2utr{{ E[D ()]} K R E[D ()]} + 2utr{RK ]
=8u°tr{R;K _Rt E[D‘l(n)]}+tr{{ E[D‘l(n)]}‘lG} 1)
+4utr{ R E[D Y (N)}r[RK ]
+4u%cSt{RrE[D ()]}
Utilizando-se entdo a identidade matricia tr[AB]=

tr[BA], obtém-se
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8) tr{{E[D(n]} K RrE[D (]} = tr[R+K ],
b) tt{R+K _RyE[D ()]} = t{ E[D*(N]RK Ry},
o) t{ RrE[D ()]} = t{ D (n)]R+}.

Assim,

2 e = At{E[D(M]RK Ry} +itr{{ E[D‘l(n)]}'lG}
2u

+ 20 tr{ E[D T (M]R 1} &y + 2107 tH{E[D(M)]R+}.
(22)
Dado que na convergéncia os coeficientes do filtro tendem
para os vaores 6timos, ou sga K_=0, o termo
Auitr{ E[D‘l(n)]RTKmRT} pode ser desconsiderado. Logo,
(22) pode ser escrita como
1 1, -1
—tri{E[D" ()]} G _
_ 4 { }+ nogtr{ED"(MIRr}
1-wtr{E[D'(MIR7}  1-pt{E[D (MR}

Cexc (23)

Entdo, o desgjuste do agoritmo TD-eLMS para 0 caso
nao-estacionario é dado por

E:exc
M =22
émin

i ot {(ED () 1G]

(24)
o _Wr{E[D (IR}
1-ptr{ (D (N)]R+}
A partir de (24), verifica-se que o desgjuste (assim como o
err0 em excesso) apresenta uma parcela diretamente
proporciona a perturbacdo g(n) .

1-ut{ E[D*(N)]R1}

D. Passo de Adaptacio Otimo
O passo de adaptacdo 6timo, que minimiza o EQM em
excesso e, conseqlentemente, 0 desguste do algoritmo
TD-eLMS, € obtido derivando (23) em relagéo ao fator 1 e
igualando-se a zero a expressdo resultante. Assim, fazendo-se
a=t{E[D(MIR;} e b=tr{{E[D*(N]}"G], a derivada

da expressdo (23) € dada por
%: i 1 £+ ugga =0.

du du|l-pal 4u

Através de algumas manipulagdes matematicas, chega-se
a0 vaor de passo de adaptacdo 6timo que minimiza o0 EQM.

Assim,
—ab+/(ab)? + 4c2ab

2
4c%a

(25

Motimo = . (26)
E. Grau de Nao-estacionariedade

O grau de néo-estacionariedade [1], denotado por o, é
definido como

1/2
a:{Eng“m)xT(n) ﬁ} | @

El| z(n) ']
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Fig. 1. Exemplo 1. Dispersdo dos autovalores igual a 81 e a=2. (a) e (b) Curvas de comportamento médio dos coeficientes do filtro obtidas através de
simulagéio MC (linhas tracejadas) e do modelo proposto E[w; ;(n)], i=0,12 (linhas continuas). (c) e (d) Curvas de EQM: simulagéio MC (linhas tracejadas)

e modelo proposto Egs. (17)-(18) (linhas continuas).

Considerando-se que g(n) e x¢(n) sdo independentes, o
numerador de (27) pode ser rescrito como segue:
E[lg" ()xr (n) 1= tr[GR]. (28)
Agora, dado que o denominador de (27) é a variancia do
ruido de medicdo z(n), o grau de ndo-estacionariedade pode
entdo ser escrito como
0= {U[OR 12 = —{(0F + 02 -+ 0% )02V
z z (29)
= 29 (R[>,
GZ

V. RESULTADOS DE SIMULACAO

O modelo estatistico do TD-eLMS aqui proposto é
verificado a partir de um problema de identificagdo de
sistemas. Os sinais de entrada utilizados sdo correlacionados e
tém distribuicdo Gaussiana. Eles sdo obtidos de um processo
AR(2) dado por

X(n) =gy x(n—-1) +a,x(n—-2) +v(n) , (30)
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onde v(n) éum ruido branco com variancia 62 de modo que
a variancia do sinal x(n) sgaigual a 1. Os coeficientes do
processo auto-regressivo sdo: a, =-0,85 e a selecionado de
modo a controlar a dispersdo dos autovalores do sinal de
entrada x(n) . Dois valores de variancia do ruido de medicdo
(SNR=40dB) e 10°°

(SNR = 60dB) . Note que, uma vez dados os parémetros c§

e o como também a transformacdo ortogonal, obtém-se a
partir de (29) a varidncia do processo de perturbagdo. Todas
as simulagbes MC sdo obtidas utilizando-se uma média de
500 realizacbes independentes. Os coeficientes variantes no
tempo da planta séo obtidos da expressdo (3), repetida aqui
por conveniéncia. Assim,

z(n) s#o considerados: 107

w9 (n+1) = w3 (n) +g(n),
onde,

w2 (0) = T[sinc(0) sinc(/N)--sinc(N-1/N)]". (31)



XXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICAGOES-SBT' 05, 04- 08 DE SETEMBRO DE 2005, CAMPINAS-SP

SNR=40dB
Weaimo/2: €m preto
= Weimo/10: em cinza
<
e U —
=
=
—
E
o
H
“‘\E‘ 0,4
= 02
,
oN
_072 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
IteracOes
1 @
10
SNR =40dB
0 W stimo/2: em preto
10 | W aimo/10: em cinza
10"
=
o
107
10°
10"

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
IteracBes
©

1,6
1.4 SNR = 60 dB
— 12 W simo/2: €m preto
= ' W atimo/10: em cinza
~tofg L0
=,
= 0,8
= 06
2
£ 0,4
N g2
,
0 '\_ -
_0‘2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
IteracOes
(b)
1
10
. SNR = 60dB
10, Weimo/2: €m preto

Weimo/10: em cinza

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
IteracOes
(d)

Fig. 2. Exemplo 2. Dispersdo dos autovalores igual a 81 e ao=1. (a) e (b) Curvas de comportamento médio dos coeficientes do filtro obtidas através de
simulagdo MC (linhas tracejadas) e do modelo proposto E[w; ;(n)], i=0,12 (linhas continuas). (c) e (d) Curvas de EQM: simulagéio MC (linhas tracejadas)

e modelo proposto Egs. (17)-(18) (linhas continuas).

A transformada ortogonal usada em todos os exemplos € a
DCT; no entanto, deve ser ressaltado que o modelo aqui
proposto ndo depende do tipo de transformacdo utilizado. O
efeito da transformagdo € evidenciado a partir de sua
habilidade em descorrelacionar o sinal de entrada.

O passo de adaptacdo u usado nos exemplos é relacionado
com o valor de passo 6timo gy, determinado em (26). A
constante € = 0,001 (parémetro de regularizagdo) é também
considerada em todos os exempl os.

Exemplo 1
Para este exemplo, 0s seguintes pardmetros s3o
consideradoss N=8, M =32 e pgin,=00585. A

dispersdo dos autovalores da matriz de autocorrelacdo do
sina de entrada é 81 e o grau de ndo-estacionaridade, dado
por (29), € ao=2. Nas Figs. 1(a) e 1(c) sdo ilustrados os
momentos de primeira e segunda ordens dos coeficientes do
filtro adaptativo para SNR de 40 dB , enquanto nas Figs. 1(b)

e 1(d) é mostrado o caso com 60dB. Para facilitar a
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visuadizagdo das curvas, nas figuras onde é ilustrada a
evolucdo do vaor esperado, apenas quatro coeficientes sdo
plotados. Através das curvas do EQM, pode ser observado um
descasamento entre 0 modelo proposto e o resultado de
simulagdo durante a fase transitoria. Tal descasamento € mais
evidente para valores de passo de adaptacdo proximo a
Ketimo - 1550 é decorrente das consideragdes simplificadoras
usadas, as quais estéo baseadas na condi¢cdo de adaptacéo
lenta (W << Mgimo) - NOte, entretanto, que o comportamento
médio dos coeficientes ndo apresenta tal descasamento,
mesmo para valores maiores do passo de adaptacdo. As
predicdes tedricas para 0 caso de SNR =60dB apresentam

uma melhor concordancia com os resultados de simulacéo
devido a menor variéncia do processo de perturbagdo g(n) .

Exemplo 2

Para este exemplo, s80 usados 0s mesmos parémetros do
Exemplol, porém com um diferente grau de
ndo-estacionaridade o =1. Os resultados obtidos sdo
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mostrados na Fig. 2, seguindo o mesmo padrdo de
apresentacdo utilizado para a Fig. 1. Nesse caso, devido ao
menor grau de ndo-estacionaridade, a precisdo do modelo é
melhor para ambos os valores de SNR usados.

V1.CONCLUSOES

Este trabal ho apresenta uma andlise estatistica do algoritmo

€LMS no dominio transformado (TD-eLMS) operando em
ambientes ndo-estacionarios. Essa andlise é independente da
ordem do filtro bem como do tipo de transformac&o ortogonal
utilizado. A comparagdo entre os resultados de simulagdo
numérica e as predicbes obtidas pelo modelo proposto
confirmam a eficacia das condicbes e simplificacbes de
model agem consideradas.
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