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Analise Edtatisticado Algoritmo MDLMS

Javier E. Kolodzigj, Orlando J. Tobias e Rui Seara

Resumo—Este trabalho apresenta uma andlise estatistica do
algoritmo adaptativo LM S com atraso modificado (MDLMYS)
para a condicdo de adaptacdo lenta. Esse algoritmo é uma
alternativa ao algoritmo LMS com atraso convencional,
objetivando melhorar a velocidade de convergéncia e eiminar a
influéncia do atraso no desempenho do algoritmo. Modelos
analiticos para os momentos de primeira e segunda ordens do
vetor de coeficientes do filtro adaptativo sdo obtidos. Na analise
proposta, sdo considerados a natureza variante no tempo do
passo de adaptacdo e um pardmetro de regularizagio,
adicionado a estimativa da poténcia, incluido para evitar a
diviso por zero na operacdo de normalizagdo. A partir do
momento de segunda ordem, é determinado o valor maximo do
passo de adaptacdo que garante a convergéncia do algoritmo.
Finalmente, uma expressio para o desajuste tamhém é derivada.
Resultados de smulagédo numérica permitem avaliar a precisao
dos modelos aqui propostos.

Palavras-Chave—Algoritmo LMS com atraso, analise
estatistica, desajuste, estabilidade.

Abstract—This paper proposes a stochastic analysis for the
modified delayed least-mean-square (MDLMS) algorithm under
dow adaptation condition. This algorithm is used as an
alternative to the standard delayed LMS (DLMS) one for both
improving the algorithm convergence speed and making its
behavior independent on the delay value. Analytical models for
the first and second moments of the adaptive filter weight vector
are obtained. Furthermore, the timevarying nature of
normalized step size and a regularization parameter (which
prevents division by zero during the normalization operation)
are included in the models. The adaptive filter stability is
analyzed and an upper bound for the step-size parameter and
expressions for the algorithm misadjustment are also derived.
Numerical simulation results permit to assess the accuracy of the
proposed models.

Keywords—Delayed LMS algorithm, stochastic analysis,
misadjustment, stability.

I. INTRODUCAO

O dgoritmo LMS [1] tem sido muito utilizado para
implementagéo de sistemas adaptativos considerando filtros
com resposta ao impulso finita (FIR). Isso se deve,
principalmente, a sua simplicidade e robustez. Entretanto, em
algumas aplicacdes, a adaptacdo dos coeficientes do filtro ndo
pode mais ser efetuada usando o agoritmo LMS
convencional. Um desses casos é quando existe algum atraso
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(inerente a0 sistema) no caminho do sinal de erro. Por
exemplo, em algumas aplicagdes de cancelamento de eco [2],
a resposta desgjada do filtro adaptativo estara disponivel para
o agoritmo com um certo retardo em funcdo do atraso
introduzido pelo canal de comunicagdo. O mesmo problema
acontece em equalizagao adaptativa de canais [3], onde se tem
um atraso inerente introduzido pelo decodificador. O efeito
final desses atrasos € a perda de alinhamento temporal entre
as entradas do filtro e o sind de erro utilizado para a
atualizagdo dos coeficientes. Para resolver esse problema,
deve-se também usar 0 mesmo valor de atraso tanto no sinal
de entrada quanto no erro residual. Tais sinais sdo utilizados
pelo algoritmo de adaptacdo dos coeficientes. Esse
procedimento resulta no agoritmo adaptativo denominado
LMS com atraso (DLMS) [4], [5]. A maior desvantagem
desse algoritmo é a baixa velocidade de convergéncia e a
deterioracdo de desempenho, na medida em que aumenta o
valor do atraso. Isso é decorrente do reduzido passo de
adaptacdo, reguerido para a manutencdo da estabilidade do
algoritmo, em funcdo do atraso do sistema. Para contornar tal
problema, tem sido proposto, em [6], uma modificagdo no
algoritmo DLMS. Tal agoritmo é denominado LMS com
atraso modificado (MDLMS). As vantagens desse algoritmo
s80:

i) seu comportamento ndo é mais influenciado pelo atraso
no sinal de erro introduzido pelo sistema;

ii) sua melhor velocidade de convergéncia, uma vez que a
modificacdo resulta em um algoritmo normalizado.

Uma andlise detahada desse algoritmo ainda ndo se
encontra disponivel na literatura técnica da area. Portanto, o
objetivo deste trabalho é obter um modelo estatistico
apropriado que descreva seu comportamento. Em particular,
sd0 apresentadas expressdes analiticas para 0 momento de
primeira e segunda ordens do vetor de coeficientes do filtro
adaptativo, bem como para a curva de aprendizagem. Tal
andlise € redlizada assumindo-se sinais de entrada
Gaussianos. Também, é determinada a faixa de valores do
passo de adaptacdo que garante a estabilidade do agoritmo
adaptativo. Uma expressdo para o desajuste do agoritmo em
questdo é também apresentada. Resultados de simulacdo
numérica permitem verificar a qualidade do modelo proposto
quando comparado com aqueles obtidos pelo método Monte
Carlo (MC).

Il. ALGORITMO LMS coM ATRASO

A. Algoritmo DLMS Convencional e MDLMS

A equagdo de atualizacdo dos coeficientes do agoritmo
DLMS convenciona [4], [5], para um filtro FIR com N
coeficientes, € dada por
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w(n+1) =w(n)+ux(n—D)e(n-D), D
com o sinal de erro expresso como
e(n) =d(n) -x" (Mw(n). @)

Em (2), o sobrescrito T denota a operacdo de transposi¢éo,
D é o atraso no caminho do erro e w(n) =[wy(n) w;(n)

wN_l(n)]T representa o vetor de coeficientes do filtro
adaptativo. O vetor x(n) =[x(n) x(n=1) ... x(n—-N+1)]" éo
vetor de entrada, d(n) caracteriza o sina desgjado, e(n)
representa o erro de estimagéo e | € o passo de adaptaco.

B. Algoritmo MDLMS

Para melhorar a velocidade de convergéncia do agoritmo
DLMS convencional, como apresentado em [6], o algoritmo
MDLMS emprega um coeficiente de adaptagdo variavel no
tempo, denotado por p(n) .

Para se determinar o melhor valor de u(n), sdo
considerados o erro de estimagdo a posteriori £(n) e afuncéo
custo J(n), definidos, respectivamente, como segue:

£(n) =d(n-D)-x" (n—D)w(n+1) ©)

I(n)=&*(n). 4
Assim, o valor de p(n) procurado € aguele que minimiza a
funcgdo custo J(n) , sendo expresso por [6]
_ d(n-D)-x"(n-D)w(n)
X" (n-D)x(n-D)e(n-D)

Finalmente, substituindo-se (5) em (1), obtém-se a equacdo de
atualizacdo dos coeficientes do algoritmo MDLMS, dada por

u(n) ®)

w(n+1) =w(n)+ x(n—D)o(n-D). (6)

x" (n—=D)x(n- D)
Note-se que em (6) € utilizado um pseudo-sinal de erro, dado
por

a(n—-D)=d(n-D)-x" (n-D)w(n). 7

C. Considerac0es Praticas

Na implementacdo do agoritmo MDLMS, o termo
x"(n—=D)x(n—D), que fornece a poténcia do sina de
entrada, pode ser determinado de forma recursiva ao invés do

céculo direto. Paratal, consideramos a seguinte aproximacao
da poténcia normalizada. Assim,

x" (n-D)x(n—D) = N&2(n-D), (8)

onde

"o 1 M-1 5

Gx(m=—> x*(n-1),

M %

com M sendo o comprimento da janela de observagéo.
Também, para evitar a divisdo por zero, é adicionada uma
constante positiva € (par@metro de regularizagdo) a
estimagdo da poténcia, resultando na seguinte expressao:

©)
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w(n+1) =w(n)+ x(n—D)o(n-D). (10)

T
N[62(n— D) +¢]
Em (6), assim como para qualquer tipo de implementacdo do
agoritmo LMS normalizado (NLMS), é incluida uma
constante positiva fixa 1, necessaria para fornecer um
controle sobre a convergéncia do algoritmo.

Assim, a partir de (10), determinaremos 0s momentos de
primeira e segunda ordens do vetor de coeficientes do filtro
adaptativo. Note que, fazendo D=0 e t= Nu, 0 agoritmo

MDLMS se transforma no algoritmo NLMS [7], podendo-se
estender os resultados aqui obtidos também a este Ultimo.
Contudo, o foco de nosso trabalho é o algoritmo MDLMS.

I1l. ANALISE

A. Momento de Primeira Ordem do Vetor de Coeficientes

Nesta se¢do, determinamos 0 momento de primeira ordem
do vetor de coeficientes do agoritmo MDLMS. Para tal,
substituimos (7) em (10), resultando em

w(n+1) =w(n)+ 18 (n)x(n— D)d(n- D)

; . (1)
—187Y(n)x(n=D)x" (n— D)w(n)

onde
1

N[62(n—D)+€]

Calculando-se o valor esperado em ambos os lados de (11),
tem-se

E[w(n+1)] = E[w(n)]+ rE[S‘l(n)x(n —D)d(n-D)]
—tE[87Y(N)x(n=D)x" (n—D)w(n)].

Para determinar os valores esperados de (13), utilizaremos as
seguintes consideraces:

57n) = (12)

(13

(i) w(n) éestatisticamente independente de x(n) [8].

(ii) 871(n) e x(n—D)x' (n— D) s processos conjuntamente
estaciondrios, onde &71(n) tem uma variagdo lenta
quando comparado com x(n—D)x' (n—D). Assim, em
tal situagdo, o Principio daMédia[9] pode ser invocado.

Deve ser ressaltado que tais consideragBes simplificativas
limitam a abrangéncia do modelo para a condicdo de
adaptacdo lenta. Dessa forma, a hipdtese (i) é vdida apenas
para valores de t pequeno [10] e (ii), se 0 comprimento da
janelade observacdo M € suficientemente grande [9]. Assim,

a partir dessas consideragbes, obtém-se as seguintes

expressoes:

E[6~1(n)x(n— D)d(n- D)] = E[6 }(n)]E[x(n- D)d(n— D)]
(14)

e

E[61(n)x(n—D)x" (n—D)w(n)] =
E[5~(n)]E[x(n—D)x" (n- D) E[w(n)].
(15
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Considerando-se tanto 0 sinal de entrada quanto a planta
estacionarios, tem-se
E[x(n—-D)d(n—-D)] =pyq - (16)
A expressdo (16) representa o vetor de correlagdo cruzada
entre os sinais de entrada e desejado; e
E[x(n—D)x' (n—D)] =R, ,

denota a matriz de autocorrelagdo do sina de entrada.
Substituindo-se (16) e (17) em (13), obtém-se a expressdo do
momento de primeira ordem do vetor de coeficientes. Assim,
E[w(n+1)] ={1 —1E[8 " (M]Ryx} E[W(n)] + tE[S (N)]p,q-
(18)
Para concluir, devemos determinar o valor esperado
E[67%(n)] . Assumindo-se que o processo {x?(n)} tenha uma
distribuicéo qui-quadrado com M graus de liberdade [11], o

valor esperado procurado €, entdo, dado por [12] (ver
Apéndice):

(17)

M M ?

-1 _ _
Ele (] = N(M —2)c2 “N(M—2)(M — et

(19)

B. Determinagio do Vetor de Coeficientes Otimo e do Valor
de Regime Permanente

O vetor de coeficientes 6timo w,,, que minimiza a fungéo
custo J(n), é obtido substituindo-se (3) em (4) e fazendo-se
w =w,. Dessaforma,

J(n) =d?(n-D)-d(n-D)x" (n—D)w,

20
+x"(N=D)wyx" (n—D)w,,. (20

Agora, determinando-se o vaor esperado em ambos os lados
de (20) e utilizando-se as consideragdes (i) e (ii), obtém-se

E[J(n)] = E[d?(n—D)] - pygWo +WIR,W,.  (21)

Fazendo-se VE[J(n)]=0 [10], a expressdo do vetor de
coeficientes étimo é

Wy =R iPyg- (22)

Note que a equagdo (22) coincide com a expressdo que

determina 0s coeficientes 6timos para o algoritmo LMS

convencional [10].

Assumindo-se que o agoritmo converge, o valor de regime

permanente do vetor de coeficientes do filtro é obtido

fazendo-se lim E[w(n+1)]= lim E[w(n)]=w,_ . Assim, de
N—co N—eo

(18), tem-se
w., ={1 —TE[§ (MR IW.. +TE[F (NP (23)
Entdo, apos al gumas manipul acbes a gébricas, obtém-se
W.. =RiuPy - (24)

Novamente, a equagdo (24) coincide com o vaor de regime
permanente do agoritmo LMS convencional como também
com a expressao (22).
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C. Curva de Aprendizagem e Momento de Segunda Ordem do
Vetor de Coeficientes

As expressdes matemdticas que representam 0
comportamento do filtro podem ser expressas de forma mais
compacta utilizando-se o vetor de erro nos coeficientes,
definido como

v(n) =w(n) —w,. (25)

Agora, pode-se expressar 0 sinal de erro (2) da seguinte

forma:

e(n) = d(n)—x" (Mv(n) —x" (Nw, +1(n), (26)

onde n(n) representa o erro de medi¢do, sendo uma variavel

i.i.d, com média zero e variancia cﬁ , hdo correlacionado com

qualquer outro sinal do sistema.
Definindo-se o erro de estimacao como

&(n) =d(n)—x" (Nw, +n(n), (@7

substituindo-se (27) em (26), elevando-se ao quadrado ambos
os lados da expressdo resultante e determinando-se o valor
esperado, obtém-se

Ele?(n)] = E[€5 ()] - 2E[&, (n)x (n)v()]

(28)
+E[x" (N)v(n)vT (n)x(n)].

Entdo, a partir de (i) e pelo Principio da Ortogonalidade,
temos que E[e,(n)x(n)] =0 [10]. Considerando-se também
que

EDX" (Vv (Mx(M]=t{ R ElV(VT (T}, (29)
a curva de aprendizagem pode agora ser escrita como

E[€”(N)] = €nin + t{ R ELV()V' ()]}, (30)

onde e, = E[eg(n)] € 0 minimo erro atingivel em regime
permanente. Note que (30) é completamente definida a partir
do conhecimento da matriz de covariancia do vetor de erro

nos coeficientes, denotado por K (n)=E[v(n)v' (n)]. Para
obter K(n) subtrai-se w, em ambos os lados de (18) e
determina-se o produto externo v(n)v' (n) ; logo, tomando-se
o valor esperado em ambos os lados da expressao resultante,
obtém-se
K (n+1) ={I —1tE[d 1 (N)]R . }K (n) —tE[8 1 (N)]K (N)R,,
+T2E[82(N)]{ 2R K (N)R 1 + R IR K (N)]}

+ TZ E[S-Z(n)]emin Rxx '
(31)
onde (ver Apéndice)
E[57(n)] =
1 M2 M3 (32)

NZ| (M—2)(M -2 (M—2)(M —4(M —6)c° |
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D. Estabilidade do Algoritmo

Determinaremos agora a faixa de valores da constante T,
gue garante a estabilidade do algoritmo. Para tal, define-se as

matrizes C(N)=Q'K(N)Q e A=Q'R, Q, onde A éuma
matriz diagonal contendo os autovalores A; de R,,; e Q é

uma matriz ortogonal, tendo como colunas os autovetores de
R,, - Entdo, pré-multiplicando e pds-multiplicando ambos os

lados de (31) por Q" e Q , respectivamente, obtém-se
C(n+1) = C(n) - tE[5 *(n)]C(n)A —E[8 (n)] AC(n)
+12E[82 (N)]{2AC(N) A + At AC(n)]} + T*E[82 (N)]&in A
(33)
A partir de [13], arelacdo q]?(n) <G (n)c;;(n) évalida, sendo
G; um elemento da matriz C(n) . Assim, a convergéncia de

(33) é determinada analisando-se apenas os elementos da
diagonal de C(n). Entdo, definindo-se o vetor contendo os

elementos da diagonal de C(n) por c(n)=[c;;(N) cy(N)
cNN(n)]T, e o vetor de autovalores da matriz R,, por

A=[Ag Ay... Ay_4]" , pode-se escrever

At{AC(n)] = A T¢(n) . (34)
Rescrevendo-se (33) em termos de c(n) , obtém-se
c(n+1) = Fe(n) + E[§2(n)]e,n? » (35)
onde
F=1-2tE[61(n)]A + 202E[6 72 ()] A2 + T2E[§ 2 (N)]aA .
(36)

Uma condicdo necessaria e suficiente para se obter a
convergénciado algoritmo é que o médulo dos autovalores de
F sgan menores do que 1. Entdo, utilizando-se

A =AE[87'(n)] e a aproximagio E[57%(n)] = E[57}(n)]
xE[871(n)] , pode-se seguir o mesmo procedimento usado em
[13]. Assim, a expressdo para o limite superior de T €

1 1

O<1t< = .
TN ES TR
i=0

(37)

Observa-se que (37) fornece uma estimativa para o valor
maximo de 1, valor esse superior ao correspondente obtido
através de simulagbes numéricas. Tal fato advém das
hip6teses simplificativas usadas na derivagdo da expressao
K(n).

E. Desajuste do Algoritmo

A curva de aprendizagem (30) depende apenas dos
elementos da diagonal da matriz R,,K(n), dados por

tr[R,,K (n)] . Dessaforma, rescrevendo-se (30), tem-se
E[e* ()] = &pin +2c(n) . (38)

Assumindo-se que o algoritmo convergiu, o valor do erro
quadrético médio (EQM), em regime permanente, é dado por
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E[€? ()] = €ip +2TC.... (39)
O vetor c,, éobtido pelo lim E[c(n+1)] = lim E[c(n)] =c..
N—oo N—oo
em (35). Assim, tem-se
C... = E[87% (oo)emin (I =F)2..
O termo A'c. é denominado erro em excesso [10]. Uma

figura de mérito usualmente considerada em filtragem
adaptativa é o desajuste do algoritmo, definido como

(40)

e m —E[52(MAT(-F) . (41

N
Seguindo-se novamente o procedimento usado em [13]
(tomando-se A =AE[671(n)] e a aproximagdo E[572(n)] =

E[61(n)]E[61(n)]), obtém-se a expressio do desgjuste do
algoritmo. Assim,
Nz-l TE[§ )]\
-1
\V — i:NO ]]'-_ TE[S_l(n)]}\'i ) (42)
B Z TE[S (M)A

= 1-TE[§ ()]

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

As simulagfes numéricas descritas nesta secdo S840
redlizadas tomando-se um problema de identificacdo de
sistema. Nesse contexto, sio apresentados trés exemplos.

Exemplo 1

Este exemplo mostra uma comparacao entre o desempenho
dos agoritmos DLMS convencional e MDLMS. O passo de
adaptacdo do primeiro foi determinado segundo o critério da
mais répida velocidade de convergéncia, apresentado em [4],
[5]. Para se fazer uma comparagdo justa, a constante t do
algoritmo MDLMS foi selecionada de forma que o valor do
EQM em regime permanente sgja idéntico a0 do DLMS
convenciona. O sinal de entrada usado é um sind
correlacionado, obtido através de um sistema AR(2), dado por
x(n) =g x(n—-1)+a,x(n—2)+v(n), onde v(n) € um ruido
branco com variancia 62 de tal forma que o2 =1. O valor
dos coeficientes do sistema auto-regressivo sdo: a =0,08 e
a,=-0.85. A dispersdo dos autovalores da matriz de
autocorrelacdo do sinal de entrada éigual a A, / Ay, =56.
O wvetor que representa a planta é dado por
[-1,00; 0,80; 0,70; 0,80; —0,15; 0, 20; — 0,50; 0,90; 0,40; 1, 00;
0,50]". Os outros pardmetros utilizados sfo: 1=0,3;
£=0,001; o5 =1; 62=10" e D=20. Para as simulagdes

Monte Carlo, tém sido consideradas 300 realizagdes
independentes. A Fig. 1(a) ilustra o comportamento dos
coeficientes do filtro obtido pelo método MC e através do
modelo proposto. Nessa figura, verificase uma boa
concordancia entre os resultados obtidos pelo modelo e por
simulacéo MC. Na Fig. 1(b), sGo mostradas as curvas de
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aprendizagem tanto para o algoritmo MDLMS quanto para o
algoritmo DLMS convencional. Além da concordancia entre
0 modelo e a smulagdo, verifica-se também um melhor
desempenho do algoritmo MDLMS, quando comparado com
0 DLMS convencional. Nessa figura, nota-se também que o
model 0 apresenta um certo descasamento com a simulacéo na
fase de transiente. Isso é decorrente das hipéteses
simplificativas consideradas. Em particular, o modelo
apresentado € mais apropriado para uma condi¢cdo de
adaptacdo lenta. Assim, quando ndo satisfeita tal condicgdo,
algumas suposi¢des de andlise sdo menos justificaveis. Por
exemplo, a hipétese de independéncia entre w(n) e

x(n— D)xT(n— D). E importante notar que, para os atrasos
utilizados, a curva de aprendizagem do algoritmo MDLMS é
sempre a mesma. [ss0 representa uma vantagem muito
importante em relagdo ao algoritmo DLMS convencional, o
qual piora o seu comportamento a medida que se aumenta o
valor do atraso.
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Fig. 1. Exemplo 1. Algoritmo MDLMS. (a) Comportamento médio dos
coeficientes. Simulagdo MC (linha cinza). Modelo proposto (linha preta).
(b) Curvas de aprendizagem. Simulagdo MC (linha irregular cinza). Modelo
proposto (linha preta). Curvas de aprendizagem para o algoritmo DLMS
convencional com atrasos de D=10 e D=20 (linha irregular cinza)
(apenas para efeito de comparagéo)
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Exemplo 2

Neste exemplo, a planta utilizada é descrita pelos
coeficientes de umajanela de Hanning com 32 coeficientes de
norma unitaria. Os demais pardmetros considerados so:

1=0,01; £€=0,001; App/Amn=110; D=10; 62=1; e
o2 =10". As simulagdes MC s3o obtidas através de 50

realizacbes independentes. As curvas de aprendizagem,
obtidas por simulacdo e pelo modelo proposto, sdo mostradas
na Fig. 2. Nesse exemplo, observa-se um melhor casamento
entre 0 modelo com a simulagdo MC. 1sso se deve a condicéo
de adaptaco |enta considerada nesse exemplo, a qual faz com
gue as hipoteses (i) e (i) sgjam melhor justificadas.
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Fig. 2. Exemplo 2. Curvas de aprendizagen para uma planta com 32
coeficientes. Simulagdo MC (linha cinza). Modelo proposto (linha preta).
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Exemplo 3

Na Fig. 3, sdo apresentados os resultados obtidos para uma
planta também modelada por uma janela de Hanning de
norma unitaria, agora, com 50 coeficientes. O sinal de entrada
€ um ruido branco. Novamente, € considerada uma condicéo
de adaptacdo lenta e, como esperado, 0 modelo proposto
apresenta um bom casamento com os resultados de simulag&o
numérica.
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0 1 2 3 4 5 6
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Fig. 3. Exemplo 3. Curvas de aprendizagen para uma planta com 50
coeficientes. Simulagdo MC (linha cinza). Modelo proposto (linha preta).
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V. CONCLUSOES

Neste trabalho, foram apresentadas as expressdes analiticas
que descrevem os momentos de primeira e segunda ordens do
vetor de coeficientes, como também a curva de aprendizagem
do agoritmo MDLMS. Aproximagdes simplificativas para o
desenvolvimento dos model os sdo consideradas, baseadas em
algumas hip6teses preestabelecidas, o que limita o modelo a
condicdo de adaptacdo lenta. Para tais condigBes, o
comportamento dos modelos traduzem satisfatoriamente os
resultados esperados.

APENDICE
Determinacdo de E[871(n)] e E[872(n)]
O valor esperado E[87%(n)] é determinado a partir da
Seguinte expressao:

M-1

2

1=0

-1
E{[62(n) +€] Y ~ E {ﬁ xz(n—l)}

(43)

1M -2
—¢E {VZ X (n—I)]}

1=0

O que, segundo o desenvolvimento apresentado em [12],
resultaem

L5~ (n) =i{ v e

N| (M—2)02 " (M—-2)(M —4)0;‘} - (49

Para 0 caso do valor esperado E[672(n)], considera-se a
aproximagao abaixo:
M-1 -2

E{[65(n) +e] Y= E {i > xz(n—l)}
M 1=0
(45)

1M -3
—-eEJ|— ) x°(n-1)
o bkl

Note-se que o valor esperado do primeiro termo do lado
direito de (45) é dado em (44). Entretanto, o valor esperado
do segundo termo é determinado considerando-se

o

3
M J' SM/2-8) 21263 4, (46)

S P —
MMM 12) ¢

Entdo, utilizando-se 0 mesmo procedimento que em [12],
tem-se

MS
(M =2)(M —4)(M —6)c®

Portanto, o valor esperado do termo procurado é expresso por

E[1/ 2% (47)

E[8(n)]=
i M 2 e M3
NZ| (M-2)(M-4)ct (M -2)(M-4(M -6)c® |

(48)
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